
（P.3　p → q の否定）

p → q 

すべての  は（必ず）  になるp q

 を満たしていれば  を満たすp q
q

 を満たしていて  でないものはないp q
p→

 ∈  ならば  ∈ x p x q

 ∈  かつ  ∉  となるものは存在しない ( = ∅ )x p x q

￢ ∨ 　←　下の否定から考えるとこうなる。p q

q￢ (p → q) p
 であるが  ではない（曖昧）p q

 であってかつ  ではないものがあるp q
→ p

 ∈  であって  ∉  でないものが存x p x q q

在する ( ≠ ∅)

∧￢p q p q

（例）「教員ならば教員免許がある。」 この命題の真偽を問う。

                                                     →  p q p q

　　 教員　　　教員免許がある　　 （教員）ならば（教員免許がある）　　

真 真 真  ···  A

偽真 偽  ···    B

偽 真 真  ···  C

偽 偽 真  ···  D

小中高の教員に限定するとこの命題は真だが大学教員では真とはいえない。

 : （教員）かつ（免許がある） のだから問題ない。（真）A

 : （教員）かつ（免許がない） のだから問題ある。（偽）B

 : （教員でない）かつ（免許がある） のだから問題ない。（真）C

 : （教員でない）かつ（免許がない） のだから問題ない。（真）D
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（P.8　定理１）

( ∪  )  = ∩  = ∩   →  ∪  = ( ∩  )
i∈I

Xi
 c c

i∈I
X cc
i

i∈I
Xi

 

i∈I
Xi

 c

i∈I
Xi

c

しかし直接証明してみる。

 ∈ ( ∩  )    ↔  ￢(  ∈ ∩  )x
i∈I

Xi
c x

i∈I
Xi

↔  ￢[ ∀  ∈  (  ∈ ) ]  ↔  ∃  ∈ ￢(  ∈ )  ↔  ∃  ∈ (  ∈ ) i I x Xi i I x Xi i I x X c
i

↔   ∈ ∪ x
i∈I

X c
i

（P.10　定理２）

( )  ( ∪  ) = ∪ ( )b f－1

i∈J
Bj

j∈J
f－1 Bj

（証）  の元  に対しX x

 ∈ ( ∪  )  ↔  ( ) ∈ ∪   ↔  ∃  ∈  ( ( ) ∈  )x f－1

i∈J
Bj f x

i∈J
Bj j J f x Bj

↔  ∃  ∈  (  ∈ ( ) )  ↔  ∪ ( )j J x f－1 Bj
j∈J
f－1 Bj

（P.16　ER３）

－  =   ,  －  =   →  －  = ( ＋ )a b kn b c ln a c n k l

（P.18　ガロア対応）
X

Y
G

G
α( )A β(α( ))A

A

A X

α( ) は  のすべての元  に対して  とA A x xRy Yα( )A

なるような  の元  全体がつくる部分集合Y y
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（具体的な例）

(a)

 を日本人、  をアメリカ人とする。  の  ,  ,  ３人( ) すべてが会話をしたX Y X a b c A

ことがあるアメリカ人は、すべてで  ,  ,  ,  ４人(α( ) ) とする。e f g h A

ところが、  にまたあらたに  さんが加われば ( ' = {  ,  ,  ,  } ) 、  さんが  A d A a b c d d

 ,  ,  ,  の４人と会話をしたことがあるかは、以下はあっても多くなることはな

い。   ⊂ '  →  α( ) ⊃ α( ')

E F G H

A A A A

(b)

アメリカ人の  ,  ,  ,  全員 (α( ) ) が会話をしたことがある日本人は  ,  , e f g h A a b c

以外にもいるかもしれない。それを β(α( ) ) とすれば β(α( ) ) ⊃ A A A

(c)

( ) の日本人を  ,  ,  ,   ( β(α( ) ) ) とすれば、アメリカ人の  ,  ,  ,  全b a b c i A d f g h

員と会話したことになる。しかし、それ以上はいないはずである。なぜなら  ,  , a b c

の３人は  ,  ,  ,  以外と会話をしていないからである。つまり、d f g h

α(β(α( ) ) ) = α( )A A

（補題）  :  →  ,  :  →  を写像とする。 ∘  = 1   ,  ∘  = 1  ならば  , f X Y g Y X f g Y g f X f g

はともに全単射であり、互いに他の逆写像である。

（証） ∘  = 1  とする。任意の  ∈  に対し ( ) =  とすれば f g Y y Y g y x

( ) = ( ( )) =  となる。よって  は全射である。f x f g y y f

次に  の元  ,  に対し、 ( ) = ( ) とすればY y1 y2 g y1 g y2

( ( )) = ( ( )) =  =  となる。よって  は単射である。f g y1 f g y2 y1 y2 g

また、 ∘  = 1  から同様に、  が全射となり、  が単射となるので  ,  はともにg f X g f f g

全単射となる。 ∘  = 1   ,  ∘  = 1  であることから  ,  は互いに他の逆写像とf g Y g f X f g

なる。
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（P.20　定理４）

 ( )                              ( )P X P Y任意の  ∈  ( ) に対しA P X

α( ) ∈  である。A B
                                   A   B

αなぜなら

α(β(α( ) ) ) = α( )A A

なので α( ) は  のA Y
β

中の  閉集合である。R

よって α( ) ∈ A B

同様に、任意の  ∈  ( ) に対し α( ) ∈  である。

また補題２から、任意の  ∈  、任意の  ∈  に対し

A P X A B

A A B B

β(α( ) ) = 1 ( ) =  , α(β( ) ) = 1 ( ) = A A A A B B B B

であるので、上の補題から α , β は全単射となり、互いに他の逆写像となる。

（P.24　命題３）

 ≠ '  ならば   ∩  = ∅  についてy y Ay Ay'

もし  ∩  ≠ ∅  ならば   ∈  ∩  とすれば ( ) =  , ( ) = ' であるAy Ay' x Ay Ay' f x y f x y

 = ' となり矛盾する。y y

（P.24　定理１’）

 ,  がたかだか可算な集合ならば、 ×  はたかだか可算な集合である。X Y X Y

（証） 両方が有限集合であれば、 ×  が有限集合であることは明らかである。X Y

両方が可算集合の場合が定理１の結果である。

そこで、どちらかが有限である場合を考えることにする。ここでは  を有限とする。X

 の有限部分集合を  = { 1 , 2 , 3 , ··· ,  } とすると、 Z＋ A k

全単射  :  →   ,   :  → が存在する。f A X g Z＋ Y

定理１の証明と同様に ×  が可算集合であることを示せばよい。しかし、A Z＋

×  は ×  の部分集合なので、命題１から可算集合である。A Z＋ Z＋ Z＋
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 （P.25　系）

①  が有限集合で、どの  も可算であるとする。I Xi

上の証明とおなじように  = { 1 , 2 , 3 , ··· ,  } とし、定理２の証明の (  ,  ) ∈A k m n

×  に  = ∪  の  を対応させる写像は全射になるので、定理１’から A Z＋ U
i∈I
Xi xm,n

 は可算となる。U

②  が有限集合で、どの  も有限であるとすれば、  は有限集合であることは明I Xi U

らかである。

③  が可算集合で、どの  も有限であるとすれば、  は必ずしも可算ではない。I Xi U

なぜなら、すべての  が等しければ、その可算個の和集合は有限となるからでXi

ある。

④  が可算集合で、どれか１つの  が可算であるとする。  = ∪  はたかだI Xi B
j≠i,j∈I

Xj

か可算である。よって、 ∪  は  が可算であれば ① から可算であり、  が有Xi B B B

限であれば可算であることは明らかであろう。

 （P.27　命題５） X

 = －   ,   = ∪   ,  ∩  = ∅ X1 X A B A B1 B1 A
C

A
 = －  = － －C X1 B1 X A B1

よって

B1 = ∪   ,  = ∪   ,  ∩  = ∅X B C X1 B1 C B1 C

そこで  :  →  をf X1 X

( ) = 
 ( )   ,   ∈  のとき

　       ,   ∈   のとき
f x

g x x B1

x x C

と定義する。まずは全射であることを示す。  = ∪  であるので直和であるからX B C

任意の  ∈  = ∪  に対し、  ∈ 　ならば  が全単射であることから ( ) =y X B C y B g g x

 となる  の元  が存在する。そのとき ( ) = ( ) なので ( ) =  となる元 y B1 x f x g x f x y x

が  の中に存在することになる。  ∈  ならば ( ) =  となる  の元、つまりX1 y C f y y C

 の元が存在する。ゆえに  は全射である。X f

次に、任意の  の元  ,   (  ≠  ) に対し、両方とも  か  のどちらかX1 x1 x2 x1 x2 B1 C
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に含まれているとすれば ( ) ≠ ( ) である。f x1 f x2

別々に含まれている場合 ( 仮に  ∈  ,  ∈  とする )　 x1 B1 x2 C

( ) = ( ) ∈  , ( ) =  ∈  なので　 ∩  = ∅ であることから ( ) ≠ (

) となることはありえない。よって  は単射である。

f x1 g x1 B f x2 x2 C B C f x1 f

x2 f

( ) の ∩  = ∅ と仮定してよいことの理由は、仮に ∩  =  ≠ ∅  とする。b X A X A B

∩( － ) = ∅ なので ( ) の証明から ∪( － ) ～  となる。X A B b X A B X

( － )∪  =  なので　 ∪( － )∪  ～ ∪   →  ∪  ～  となる。A B B A X A B B X B X A X

 （P.30　定理４（ベルンシュタイン））
f

Y→X ∈ － ( ) = u X g Y X0

 = {  , ( ∘ ) ( ) |  ∈  }Xα u g f n u
n  < ＋∞

u X0 u
( )f Xα        Xα∩  = ∅Xα Xβ

( ) = ∩  = ∅f Xα Yα Yβ

( )g Y
Yβ

①  ∈  → ( ) ∈ y Yβ g y Xβ Xβ
もし ( ) ∈  ならばg y Xα g
ある  ∈  によって u X0

( ) =   ( ∘ ) ( )   (  ≧ 1 , ( ) ∉  なので ( ) =  はありえない。)g y g f n u n g y X0 g y u

と書かれ、 ( ) = ∘ ∘( ∘ ) ( ) = ( ∘( ∘ ) ( ) ) であるから、  が単射であg y g f g f n－1 u g f g f n－1 u g

ることから  = ∘( ∘ ) ( ) となる。 よって  ∈ ( ) =  となり矛盾する。y f g f n－1 u y f Xα Yα

よって ( ) ⊂ g Yβ Xβ

逆に  ∈  ならば、  ∈  であるから、  = ( ) となる  ∈  が存在するがx Xβ x X0 x g y y Y

この  は  の元である。もし、  ∈  = ( ) ならば、 ( ) ∈ ∘ ( ) となりy Yβ y Yα f Xα g y g f Xα

( ) ∈  となってしまうからである。つまり、  = ( ) ∈ ( ) となる。g y Xα x g y g Yβ

よって ( ) ⊃ g Yβ Xβ

①、② から ( ) = g Yβ Xβ
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③  :  →  をF X Y

( ) = 
 ( )      ,     ∈  のとき

 ( )  ,     ∈  のとき
F x

f x x Xα

g－1 x x Xβ

と定義すれば  は  から  への全単射である。F X Y

（証：全射）

 ∈  ならば  は全単射なので ( ) =  となる  の元  が存在する。y Yα f f x y Xα x

よって　  ∈  ⊂  なので ( ) = ( ) =  となる  の元  が存在する。x Xα X F x f x y X x

 ∈  ならば  は全単射なので ( ) =  となる  の元  が存在する。y Yβ g－1 g－1 x y Xβ x

よって  ∈  ⊂  なので ( ) = ( ) =  となる  の元  が存在する。x Xβ X F x g－1 x y X x

（証：単射）  ∈  ,  ∈  の場合のみにする。当然  ≠  である。x1 Xα x2 Xβ x1 x2

( ) ∈  , ( ) = ( ) ∈  よって ∩  = ∅ から ( ) ≠ ( )F x1 Yα F x2 g－1 x2 Yβ Yα Yβ F x1 F x2

 （P.33　定理６）

( ) =  
10

1
 = 

10

1
＋

10

1
＋

10

1
＋···c A å

a∈A

 

a a1 a2 a3

 の部分集合  = {  ,  ,  , ··· } (  <  <  < ··· ) であるので、 ( ) の最Z＋ A a1 a2 a3 a1 a2 a3 c A

大値は  が { 1 , 2 , 3 , ··· } のときである。そのときの ( ) = 0.111111··· = 
9

1
 A c A

 （P.33　補題）

 :  →  は全単射なので、  の部分集合  ,  に対し、 ( ) = ( ) ならばf X Y X A B f A f B

 =   なので、 ∅ → ∅ を対応させるという約束のもとで ( ) から ( ) への写  A B P X P Y

像を定義すれば全単射となる。

 （P.34　補題）

 :  → ' ,  :  → ' を全単射とすれば (  ,  ) = ( ( ) , ( ) ) とすればf X X g Y Y h x y f x g y

 : ×  → '× ' は全単射となる。h X Y X Y

（証：全射） 任意の ( ' , ' ) ∈ '× ' に対し ( ) = ' , ( ) = ' となる  ∈x y X Y f x x g y y x

 ,  ∈  が存在するので、 (  ,  ) を ×  の元とすればよい。 X y Y x y X Y
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（証：単射） (  ,  ) = ( ( ) , ( ) ) = ( ( ) , ( ) ) = (  ,  ) ならばh x1 y1 f x1 g y1 f x2 g y2 h x2 y2

 =  ,  =  なので (  ,  ) = (  ,  ) である。x1 x2 y1 y2 x1 y1 x2 y2

 （P.34　定理７）

∪  =  , ∩  = ∅  なので   = E1 E2 Z＋ E1 E2 E2 E c
1

ド・モルガンの法則から

∪  = ( ∩ )∪( ∩ ) = ∩( ∪ ) = ∩  = A1 A2 A E1 A E c
1 A E1 E c

1 A Z＋ A

 に (  , ) を対応させる  ( ) から  ( )×  ( ) への写像は全射であるA A1 A2
P Z＋ P E1

P E2

ことは間違いない。

また、(  , ) = (  , ) ならば  =  ,  =  なので  =  となり、単射でA1 A2 B1 B2 A1 B1 A2 B2 A B

ある。

P.33 の補題から 

 ～  →  ( ) ～ ( )E1 Z＋  P E1
P Z＋

 ～  →  ( ) ～  ( )E2 Z＋  P E2
P Z＋

P.34 の補題から 

 ( )× ( ) ～  ( )×  ( )P E1
P  E2

P Z＋ P Z＋

 （P.38　選出公理）

「空でない集合から成る集合族が任意に与えられたとき、それらの集合からそ

れぞれ１つの元をいっせいに選出することができる。」

ここでの集合は数の集合だけではない。たとえば２０２３年１０月１２日９：００に各国

から一人選手したいとする。仮に、「身長１７０㎝の人」と選出の基準を決めたらど

うだろうか。国によっては一人以上いる国もあれば一人もいない国もあるかもしれ

ない。これではだめである。「一番身長の低い人」としたらどうだろう。しかし、同じ

身長の人が二人以上いる可能性があるのでこれもだめである。必ず一人であって

０人でもいけない。自分が世界のリーダーだったとして、各国のリーダーにどのよう

な基準を示したらよいだろうか。勝手に決めて出してくれではだめである。

そこで考えられる方法として、各国の人口は有限であるから、あらかじめ全国民に

番号を割り振ってもらい、１番の人とすればよいかもしれない。リーダーがどの国
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も一人しかいなければリーダーに出てもらえばよいが、紛争中でリーダーが決ま

っていない国があればますますやっかいである。

国民の数は有限、国の数も有限であるのにもかかわらず、何のトラブルなく選び出

すのは大変である。

さてこの選出公理は、まず集合族の元であるそれぞれの集合が無限集合であっ

て、集合族が無限集合でも可能であるとしている。本当に可能であるのか疑問で

ある。「勝手に」が許されるのならよいが、  :  →  を定義するのに  に対してf R R x

勝手に  を選ぶのでは  と  の間の関係が見つからないのと同じで、事前に y x y y

は決まっていなければならないのである。コンピュータに乱数発生の関数がある

が、コンピュータはそこでサイコロを毎回振るのではなく、無理数を使って発生さ

せているようだ。つまり、プログラマーにとっては、次に何が出るか予測可能であ

るということだ。

　集合族 ( )  において、すべての  ∈  に対し  ≠ ∅ ならば選出公理 Xi i∈I i I Xi

  ≠ ∅　である。Õ
i∈I

 

Xi

すなわち、  から  = ∪  への写像  で、  のすべての元  に対して ( )I X
i∈I

Xi f I i f i

∈  なるものが存在する。そして、その  を選択関数という。Xi f

 が有限集合の場合、そのような選出が可能であると言い切っている。もし可能でI

なければ積集合を定義できないし多変数の関数も定義できないことになる。

有限集合の場合は可能であるとして、帰納法を使えば、任意の自然数  に対しn

て   ≠ ∅ となる。しかし  が無限集合の場合は帰納法では証明できなÕ
i=1,2,···,n

 

Xi I

い。また、  の濃度が ℵ であれば益々難しくなってくる。そのあたりが一番の問題I

なのだろう。

選出公理を認めれば次の a) , b) も言える。

  ,  を２つの集合、  を  から  ( ) への写像とし、すべての  ∈  に対a) A B F A P B x A

して ( ) ≠ ∅ とする。そのとき、  から  への写像  でF x A B f

∀  ∈  ( ( ) ∈ ( ) )x X f x F x

となるものが存在する。
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 空でない集合  から成る集合系（集合の集合）  が与えられたとする。そのb) M M

とき、写像 Φ:  → ∪  で  ∀  ∈  ( Φ( ) ∈  )  を満たすものが存在すM M M  M M M

る。

（証：選出公理 ⇒ ) )a

 =  とし、  ∈  に対して ( ) ∈ ( ) であり、すべての  に対して ( ) ≠ ∅ A I i I F i P B i F i

であるから、選出公理から  から ∪  ( ) への写像  で  のすべての  に対しA
i∈X

F i f A i

て ( ) ∈ ( ) となるものが存在する。 ∪  ( ) ⊂ ∪  ( ) =  なので、  は  へf i F i
i∈X

F i P B B f B

の写像となる。

（証：選出公理 ⇒ ) )   b

 を  と考えれば、任意の  ∈  に対して  ≠ ∅ なので　 ∪  = ∪  なM I M M M
M∈M

M M

ので、選出公理から  から ∪  への写像  で ∀  ∈  で ( ) ∈  となM M f M M f M M

るものが存在する。その  を Φ とすればよい。f

) ⇒ 選出公理は証明できるようなので、選出公理と ) は同値のようだ。b b

詳しくは、（数学の基礎　齋藤正彦 著　東大出版 P.16 参照）

（選手公理からわかること）

すべての  ∈  に対し ( ) ∈  することができるので  = －{ ( )} とすればi I f i Xi Yi Xi f i

すべての  ∈  に対し ( ) ∈  となる  が存在するはずである。これを繰り返i I g i Yi g

していけば、各  が無限集合である限り永遠に続けることができるはずである。Xi

 （P.39　ツォルンの補題）

 を一つの順序集合として、その任意の空でない全順序部分集合が  の中にA A

上界（上限）をもつとき、  は帰納的順序集合（強い意味で帰納的）とよぶ。A

また、  を  の元とし、もし  <  をみたす  の元  が存在しなければ、  を a A a x A x a A

の極大元とよぶ。

（上界があって上限がない例）  を全体集合として {  |  ∈  , 0 <  ,  < 2 }Q x x Q x x2

定理１　（ツォルンの補題）

帰納的順序集合は（少なくとも１つ）極大元をもつ。
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 （P.40　定理２）

 ⊂  かつ  ⊂  ならば ∪  ⊂  なので、 ∪  は  ,  を含む最小の集A C B C A B C A B A B

合である。よって P.18 例８から  は  における  の上限となる。B* B C

 ∉  ならば ∪{ } は  に属していない。つまり ∪{ } は一次独立ではないw B B w B B w

から、ある有限個の異なる元を選べば一次従属になる。

 （P.42　濃度比較可能定理）
YX

'f
( ')D f

f
( ) ⊂ ( ')  →   ≦ 'D f D f f f ( )D f

 を  の任意の空でない全順序部分集合とすれば、任意の  , ' ∈  に対してG F f f G

 ≦ ' であるか  ≧ ' のどちらかである。つまり、 ( ) ⊂ ( ') であるかその逆f f f f D f D f

である。

（注１）  = ∪  ( ) から、定義域の和集合なので  は  の部分集合である。S
f∈G

D f S X

（注２）  P.18 例８から、 ( ) の定義域である  が最小の上界であるから、  ∈  

であり、  は  における  の上限である。

f* x S f* F

f* F G

（注３）  ≠  かつ  ≠   の否定は   =  であるか  = A X B Y A X B Y

￢( (  ≠  ) ∧ (  ≠  ) )  ↔  (  =  ) ∨ (  =  )A X B Y A X B Y

（注４）  =  ならば φ は  →  への全単射になるので逆写像が存在し、  かB Y A Y Y

ら  への全単射となる。つまり、その写像は  から  への単射ということになる。A Y X

 （P.43　増加写像）

 を順序集合とし、  を  から  への写像とする。すべての  ∈  に対してA f A A x A

 ≦ ( ) が成り立てば、  を増加写像であるという。x f x f
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そのような写像は存在する。たとえば恒等写像はその条件を満たす。

 （P.44　補題１）

（注１）  の任意の全順序部分集合  をとれば、任意の  ∈  は  ≦  であA1 T x T a x

る。また  は  の全順序部分集合であるので  の中に   をもつ。  T A A sup T sup T

は  の元であって  ≦   なので   ∈  、よって  は強い意味でA a sup T sup T A1 A1

帰納的である。

（注２） すべての認容部分集合の共通部分  は認容部分集合である。M

（ⅰ） すべての認容部分集合には  が含まれているので  ∈ a a M

　証明の前に P.21 問３の証明が必要である。

①  :  →  とし、( )  を  の部分集合族とすれば、 (∩ ) ⊂ ∩ ( )f X Y Ai i∈I X f
i∈I

Ai
i∈I
f Ai

（証） 帰納法が使えないことを注意しておく。

 の元  に対しY y

 ∈ (∩ )  ↔ ∃  ∈ ∩  (  = ( ) ) y f
i∈I

Ai x
i∈I

Ai y f x

↔  ∃ ∀  ∈  (  ∈  ,  = ( ) )x i I x Ai y f x

つまり、すべての  について  ∈  であって  = ( ) となる共通の  が存i x Ai y f x x

在する。 各  ∈  に対し  ∈  で  = ( ) となる元は最低  はあるものi I xi Ai y f xi x

のそれ以外にあるかもしれないので、すべての  ∈  に対して  ∈ ( ) と i I y f Ai

なる。よって  ∈ ∩ ( ) y
i∈I

f Ai

② ⊂   → ∩  ⊂ ∩Ai Bi Ai Bi

（証） ∩  ⊂  ⊂   よって ∩  ⊂ ∩  Ai Ai Bi Ai Bi

（ⅱ）  を容認集合、  = ∩  とすれば、上の②からMi M Mi

( ) = (∩ ) ⊂ ∩ ( ) ⊂ ∩  ⊂ f M f Mi f Mi Mi M

（ⅲ）  の任意の全順序部分集合を  とすれば、すべての  に対し  ⊂  で 

ある。また、すべての  において全順序部分集合であるので、各  において 

M T i T Mi

Mi Mi
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 　∈  （   は  の  における上限なので  固有のものである ）　　

よって   ∈ ∩  =  である。　

sup T Mi sup T T A T

sup T Mi M

（注３）  が認容集合であることが証明できれば  ⊂  なので  =  Mc Mc M Mc M

（ⅰ）  は  の元であるから  ∈  である。よって  ≦  、また  ∈  だからc M c A a c a M

 ∈  である。a Mc

（ⅱ）  は認容集合なので ( ) ∈  である。M f x M

 ≦       ならば  ( ) ≦  x c f x c

( ) ≦   ならば  ( ) ≦ ( ) f c x f c f x

つまり  「 ( ) ∈  であり ( ) ≦  または ( ) ≦ ( )」 なので ( ) ∈ f x M f x c f c f x f x Mc

（ⅲ）  を  の空ではない全順序部分集合とし、   ∈  となることを証明T Mc sup T Mc

すればよい。まず  ⊂  ⊂  である。  は認容集合なので   ∈  であT Mc M M sup T M

る。よって、   ≦   または  ( ) ≦   であることを示せばよい。sup T c f c sup T

すべての  ∈  に対して  ≦  ならば  は  の上界となる。よって最小上界x T x c c T

であることから   ≦ sup T c

ある  ∈  に対して ( ) ≦  ならば ( ) ≦  ≦  x T f c x f c x sup T

よって   ∈  である。sup T Mc

（ すべての  ∈  に対して ( ) ≦  ならば ( ) ≦  ≦  確認のため： x T f c x f c x sup T

よって   ∈  である。）sup T Mc

（注４）  =  の証明E M

（ⅰ）  →   (  が偽のときは  の真偽を問わずこの命題は真 )p q p q

∅ ∈  なので    ∈ ∅ ならば  ∈   という命題は常に真A x x A

（ⅱ） 任意の  ∈  に対して、  ≦   または  ( ) ≦   なのでx M x c f c x

( ) ≦  でなければ、言い換えれば  < ( ) ならば  ≦  でなければならなf c x x f c x c

い。また  ≦  ならば ( ) ≦ ( ) なので、  は認容集合であるから ( ) ∈ x c f x f c M f c M

で 「  < ( )  ならば  ( ) ≦ ( ) 」  よって ( ) はε元ということになる。x f c f x f c f x
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（ⅲ） ε元は  の任意の元と比較可能であることについては、  =  がわかっM M Mc

ているので、任意のε元  に対して、任意の  ∈  =  をとればd x M Md

 ≦   または  ( ) ≦  である。  は増加写像なので  ≦ ( ) ≦  となり x d f d x f d f d x

 ≦   または   ≦  となるから、比較可能であることになる。x d d x

  =  が条件 (*) を満たすことを示す。  ⊂  であることに注意してsup T b T M

「  ∈  ,  <   ならば  ( ) ≦ 」 であることを示せばよいことになる。x M x b f x b

すべての  ∈  に対して  ≦ 　ではあり得ない。したがって  <  となる  がc T c x x c c

存在する。つまり  <  ≦  となる  ∈  が存在する。すると、  はε元だからx c b c T c

 <   ならば  ( ) ≦  であるから ( ) ≦  ≦  となりx c f x c f x c b

「  <   ならば  ( ) ≦  」 となる。よって  はε元である。x b f x b b

 （P.46　補題２）

 が極大元  をもてば、  の元  で  <  を満たす  の元  が存在しないのA x A x x y A y

で、極大元を持たないのであれば、任意の  ∈  に対し  <  となる  の元 x A x y A

 が存在することになる。したがって、各  ≠ ∅   ⇒    ≠ ∅  （選出公理）y Ax Õ
x∈A

　

Ax

 から ∪   への写像Φで、その各  ∈  に対して Φ( ) ∈  となるものがA
x∈A

Ax x A x Ax

少なくとも１つ存在する。

したがって、 ( ) = Φ( ) とすれば、 ∪   ⊂  なので  は  から  への写像f x x
x∈A

Ax A f A A

であり、 ( ) ∈  = {  ∈  |  <  } であるから  < ( ) となる。f x Ax y A x y x f x

 は増加関数なので補題１の結論に矛盾することになる。f

 （P.46　補題３）

 は  の中に上界  を有する。この  は  の極大元である。なぜなら、もしT A a a A

 <  なる  ∈  が存在するならば、  は全順序集合の極大元であるから、a b b A T

 ∈  ならば  <  である。よって  ∉  である。   ⊊ ∪{ } であって、全順序x T x a b T T T b

集合であるが、これは矛盾する。
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 （P.50　例２）

 =  =    →   (  , ) = 0 , (  , ) = 0 , (  , ) = 0  →  0 ≦ 0＋0x y z d x z d x y d y z

 =  ≠   →  (  , ) = 1 , (  , ) = 0 , (  , ) = 1  →  1 ≦ 0＋1 x y z d x z d x y d y z

 =  ≠   →  (  , ) = 0 , (  , ) = 1 , (  , ) = 1  →  0 ≦ 1＋1 x z y d x z d x y d y z

 =  ≠   →  (  , ) = 0 , (  , ) = 1 , (  , ) = 0  →  0 ≦ 1＋0 y z x d x z d x y d y z

 ≠  ≠   →  (  , ) = 1 , (  , ) = 1 , (  , ) = 1  →  1 ≦ 1＋1 y z x d x z d x y d y z

 （P.53　定義　開集合）

 ∈  ならば (  ; ) ⊂  となる  > 0 が存在するので、  ∈ (  ; ) ⊂ a Ai B a r A r a B a r A

から  ⊂ 、つまり  ⊂  であることを示せば  =  となって、  が開集合Ai A A Ai A Ai A

あることを証明できることになる。

 （P.53　命題１）

この証明では、任意の  ∈  = (  ; ) に対して (  ; ρ) ⊂  となるρが存 b A B a r B b A

在することがわかったので  ∈  であることを示したことになる。 b Ai

 （P.54　命題２　(Ai)i = Ai）

 ⊂ ( )  であることを示せばよい。Ai Ai i

(  ; ) の任意の点  は  ∈  となるので (  ; ) ⊂  となる  が存在するB a r b b Ai B a r Ai r

ことになるので、任意の  ∈  からはじまって  は  の内点であり、  ∈ ( )a Ai a Ai a Ai i

であることが示せたことになる。

 （P.55　∅i = ∅ , Xi = X）

∅  = ∅ は明らかである。  = ∪ ∪  であって、  =  = ∅ なので  = i X Xi Xf Xe Xf Xe X Xi

 （P.56　定理３の後半の証明）

( ∪···∪ )  = ∩···∩    （ド・モルガンの法則）A1 An
c A1

c Ac
n

定理１からすべての  が閉集合ならば、  はすべて開集合になるので、右辺はAi Ac
i

上の証明から開集合である。つまり、( ∪···∪ )  は開集合なので、その補集合A1 An
c

である ( ∪···∪ ) は閉集合となる。A1 An
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 （P.57　命題４）

 = ∪ (  ; ( ) )A
a∈A

B a r a

 ⊃ ∪ (  ; ( ) ) は明らかである。任意の  ∈  に対し (  ; ( ) ) ⊂ A
a∈A

B a r a x A B x r x A

となる ( ) が存在するので  ∈ (  ; ( ) ) ⊂ ∪ (  ; ( ) )r x x B x r x
a∈A

B a r a

 （P.59　定理４）
Q

 = －B E A E

 = ∩B E Q A B
 = －  = P X Q Qc

このとき  = ∩  である。A P E

（証） 

まず ∩  = ∅ であるから ∩ ∩  = ∅ であり ∩  = ∅ となる。よって任意のB A E Q A Q A

 ∈  に対して  ∈  =  ,  ⊂ x A x Qc P A P

∩  = ∩( ∪ ) = ( ∩ )∪( ∩ ) = ( ∩ )∪( ∩ ∩ ) = ∪∅ = P E P A B P A P B P A P E Q A A

( ) の後半b

 = ∩  となるような  の閉集合  が存在するとする。A P E X P

 = －  は  における開集合なので、( ) から  = ∩  とおけば、  は  にQ X P X a B Q E B E

おける開集合となる。つまり －  は  における閉集合である。E B E

最後に －  =  になることを示せばよい。E B A

－  = －( ∩ ) = ∩( ∩ )  = ∩( ∪ ) = ∩( ∪ ) E B E Q E E Q E c E Qc Ec E P Ec

= ( ∩ )∪( ∩ ) = ∪∅ = E P E Ec A A

なぜ  が  の閉集合であれば、 －  は  の開集合であるかは、もう少し定義A E E A E

が必要だと思う。

（触点と集積点の違い）

●  を  の部分集合とする。  の点  について、どんな正の実数εに対してもA X X x

(  ;ε)∩  ≠ ∅B x A

が成り立つとき、  を  の触点という。x A

 の点  が －{ } の触点であるとき、  は  の集積点という。これはX x A x x A
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任意の正の実数εに対して 

(  ;ε)∩( －{ } ) ≠ ∅B x A x

が成り立つことをいう。つまり、 (  ;ε) が  以外の  の点を含むことをいう。B x x A

（例）  の有限部分集合  を {  , } とすれば、  ,  は  の触点であるが集積R A a b a b A

点ではない。  ,  は  の孤立点である。a b A

 （P.62　f が全単射で連続であっも f －1 は必ずしも連続ではない）

 に単純距離を導入する。ある実数  に対して { } という集合を考えるとする。R x x

このとき、  の近傍 (  ; 
2

1
) は { } である。なぜなら 任意の  ∈ (  ; 

2

1
) に対x B x x y B x

して (  ,  ) < 
2

1
 となる点  は  =  の場合しかあり得ない。したがってd x y y x y

(  ; 
2

1
) ⊂ { } となり、{ } は開集合であることになる。つまり、  に単純距離を導B x x x R

入した距離空間を  とすれば、任意個の開集合の和集合は開集合なので、R* R*

のすべての部分集合が開集合であることになる。つまり、この場合の位相は  ( )P R

である。  ( ) の元はすべて開集合なのでそれらの補集合は閉集合である。しかP R

しその閉集合も の元なので、すべての部分集合は開集合であって閉集合P (R) 

であることになる。（P.65 問題12.1,3）  こ こ で は 開 集 合 と し て お く 。

 の任意の開集合  に対して ( ) =  は開集合であるから、  は  から R Q I－1
R Q Q IR R*

 への連続写像である。逆に  の任意の開集合  に対して ( ) ( ) =  R R* Q I－1
R

－1 Q Q

は  の閉集合であることもあるので連続とはいえない。R

あまり良い例とはいえない。

 （P.70　縮小写像は連続である）

任意のε> 0 に対し 0 <δ< 
ρ

ε
 とすれば、  から任意に１つの点  をとったとしX x0

て、 (  , ) < δ ならば ( ( ) , ( ) ) ≦ ρ (  , ) < ε とすることができる。d x0 x d f x0 f x d x0 x

 （P.71　定理２）

 = 1＋ρ＋ρ ＋···＋ρ    s 2 n－1

ρ  = ρ＋ρ ＋ρ ＋···＋ρs 2 3 n
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 （P.73　コンパクトの定義）

 = ∪ ' = ∪ ( ∩ ) = ( ∪ )∩A
λ∈Λ

Uλ
λ∈Λ

Uλ A
λ∈Λ

Uλ A

ここで、  = ∩   ⇔  ⊂  なのでA A B A B

 = ∪ '  ⇒   ⊂ ∪  A
λ∈Λ

Uλ A
λ∈Λ

Uλ

 ⊂ ∪  ⇒   = ∪ 'A
λ∈Λ

Uλ A
λ∈Λ

Uλ

( ')  を  の任意の開被覆とすれば、  のある開集合  が存在してUλ λ∈Λ A X Uλ

' = ∩  とすることができるので、  ⊂ ∪  とすることができる。したがUλ Uλ A A
λ∈Λ

Uλ

ってコンパクトの定義をΛの中から適当に有限個とって  ⊂ ∪···∪  とでA Uλ1
Uλn

きるとすれば、  = '∪···∪ ' となる。A Uλ1
Uλn

逆に ( )  を  の任意の開被覆とすれば、 ' = ∩  は  における開Uκ κ∈Κ A Uκ Uκ A A

集合で、  = ∪ ' となるので、コンパクトの定義をΚの中から適当に有限個A
κ∈Κ

Uκ

とって  = '∪···∪ ' とできるとすれば、  ⊂ ∪···∪  となる。A Uκ1
Uκm

A Uκ1
Uκm

 （P.73　定理３）

 = ∪···∪  だったとしても  ⊂  なので  = ∪···∪ ∪   としてX Uλ1
Uλn

V X X Uλ1
Uλn

V

もかまわない。このとき  ⊂ ∪···∪  となることについては、任意の  のA Uλ1
Uλn

A

元  は  ⊂  なので  ∈ ∪···∪ ∪   である。よって  ∉  であるかx A X x Uλ1
Uλn

V x V

ら  ∈ ∪···∪  とならなければならない。x Uλ1
Uλn

 （P.73　有界の定義）

 ∈  であって  ∉  でもよい。a X x A

ρ= ＋ (  , ) とすればr d a a0 rAx
 ⊂ (  , ρ)A B a0         a a0

ρ

とできる。

18



 （P.45　補題１の証明について気になっている点）

－  = ∅ なので ∅ ⊂  である。この証明が一番納得がいける。これを  ∈ A A A a E

に適用すれば、

 ∈  である。次に  = {  ∈  |  <  } ,  = {  ∈  | ( ) ≦  } という集a M P x M x a Q x M f x a

合を考える。  ∈  →  ∈  であれば  ∈  ということを証明できたことになx P x Q a E

る。しかし、  = ∅ なので、 ∅ ⊂  であることから、  ∈ ∅ ならば  ∈  である。P Q x x Q

つまり、  ∈  となる。どんな集合でも ∅ を含むと了解した以上、この論理は正しa E

ことになる。

 （P.74　命題６）
K

任意の ε> 0 に対し
( , )B i1 i2

2
 < ε

n

K ε

( , )a i1 i2x
となるように  をとる。n

( , ) = ( , )a i1 i2 n

i1K

n

i2K

－K K
－2  ≦  ≦ 2n i1 n

2

n

K－2  ≦  ≦ 2n i2 n
2K

なので格子点の数は

n

K
(2 ＋1)  個n 2

（右図は  = 5 としている。）n －K

 （P.75　全有界であるがコンパクトでない例）

実数空間  において、開区間  = (－1 , 1 ) は有界、すなわち全有界である。R A

 = 2 , 3 , ··· に対して、  を区間n Bn

 = (－1＋
1

 , 1－
1

 )Bn n n

とすれば、  = ∪   である。しかし、  は  ( ≧2) の有限個では覆うこA
n∈Z＋,n≧2

Bn A Bn n

とができない。  ⊂  ⊂ ··· ⊂  であって、－1＋
＋1

1
 , 1－

＋1

1
 ∈  だB2 B3 Bn n n

A

が、いずれも  には含まれない。Bn
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 （P.76　定理４）

「注意」 （ⅱ） は自動的に ··· は ∅ ⊂  の論理である。A

（ⅱ） → （ⅲ） の証明

( )  は  の任意の点列として選ばれているので、この場合は選出公理をxn n∈Z＋ X

必要としない。

（ⅲ） → （ⅳ） の証明

 が全有界であることの証明X

 が全有界でないとすれば、「任意のε> 0 に対し、半径εの有限個の開球でX

覆うことができる。」 の否定であるから、「あるε> 0 に対し、半径εの有限個の開

球で覆うことができない。」 となる。

 を  の任意の１点とする。x1 X

 ∈ － (  , ε) ,  ∈ －( (  , ε)∪ (  , ε) ) , ··· と点列 ( ) を作れx2 X B x1 x3 X B x1 B x2 xn

ば　・・・　であるが、ここでは選出公理が使われていることに注意したい。

（ⅳ） → （ⅰ） の証明

( )  の  は開集合であり  は開球である。Uλ λ∈Λ Uλ Bn

 は被覆不能な開球である。B1

次に半径 
2

1
 の開球を考えた場合、  は全有界であるから、その有限個によっ 

2
X

て被覆される。当然  もより少ない開球有限個によって被覆されることになる。こB1

こでもし、これらの有限個の開球がすべて被覆可能ならば  自身被覆可能となB1

るから、これらの開球のうちには必ず被覆不能のものが存在する。そして、その中

に  と空でない共通部分をもつものがある。B1 このような開球による被覆は考えない。

右図のような開球による被覆も

考えられるので、 ∩  = ∅ となB2 B1 B2 B1

るような被覆不能な  があるかB2

かもしれない。しかし、ここでは被覆不能

である  の内部に的をしぼっているのでB1

共通部分が空でないとしてよい。
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距離空間  の部分集合  に対して、  の開集合  からなる  の部分集合 X A X Uλ X

族で、  ⊂ ∪  を満たすものを開被覆としているが、 ∩  = ∅ となるようA
λ∈Λ

Uλ A Uλ

なものは考えても意味がない。なぜなら、有限被覆できるかできないかを問題に

しているからである。

点列 ( ) の選び方であるが、  の中心としている。  は有限個の中から選ばxn Bn Bn

れているので選出公理は関係ないようだが、無限に続けるとなると少し心配であ

る。選出公理をみとめれば問題ない。

●  ,  を  <  を満たす２つの自然数とすれば、
2

1
 =  としたときp q p q

p－2
a

a

2

1
＋

2

1
＋···＋

2

1
 

p－1 p q－2

2
                

2
     

2 2

a
2

a
3

a
4

a

= (
2

1
＋

2

1
＋···＋

2

1
) < a

2 q－p
a

 （P.80　系１）

定理４の証明は距離空間  の部分集合に置きかえても差し支えないので、  がX A

コンパクトならば  は完備かつ全有界である。また全有界ならば有界なので、A A

は有界閉集合であるといいたいところだが、有界であっても全有界であるとは限

らないので、逆を考えての閉集合で止めているのではないかと考えられる。

 （P.80　約める ← つづめる）

 （P.80　次の定理の前に）

開被覆であるとは、すべての λ∈Λ に対して  が  の開集合であるときUλ X

 = ∪  が成り立つことをいう。ここで  ⊂ ∪  でもよい。なぜなら、すX
λ∈Λ

Uλ X
λ∈Λ

Uλ

べての λ∈Λ に対して  ⊂  であるから ∪  ⊂  である。Uλ X
λ∈Λ

Uλ X

 （P.80　定理５）

( ) ⊂ ∪  f X
λ∈Λ

Vλ

一般に  ⊂ ( ( ) ) であるが  = ( ( ) ) である。なぜなら、 ( ( ) )A f－1 f A X f－1 f X f－1 f X
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は  の部分集合だからであるから  ⊃ ( ( ) ) よって  = ( ( ) )X X f－1 f X X f－1 f X

Yここで次ぎのような X
V場合を考える。

( ) ⊊  の場合f X V
( )f X

( )f－１ V

= {  ∈  | ( ) ∈  }x X f x V

= {  ∈  | ( ) ∈ ( ( )∪ － ( ) ) }x X f x f X V f X

= {  ∈  | ( ) ∈ ( ) }∪{  ∈  | ( ) ∈ ( － ( ) ) }x X f x f X x X f x V f X

= {  ∈  | ( ) ∈ ( ) }∪∅x X f x f X

= ( ( ) )f－1 f X

したがって、  = ( ( ) ) = ( ∪ ) = ∪ ( )   ← P.10 定理２ ( )X f－1 f X f－1

λ∈Λ
Vλ

λ∈Λ
f－1 Vλ b

次に、一般に ( ( ) ) ⊂   なのでf f－1 B B

 = ( )∪···∪ ( ) としたときX f－1 Vλ1
f－1 Vλk

( ) = ( ( )∪···∪ ( ) ) = ( ( ∪···∪  )  ←  ( 〃 ) f X f f－1 Vλ1
f－1 Vλk

f f－1 Vλ1
Vλk

⊂ ∪···∪Vλ1
Vλk

（注） この定理は  の部分集合  がコンパクトならば ( ) もコンパクトであるとしX A f A

ていることの方が多い。

 （P.81　命題７）

ここでは、  は全単射なので ( ( ) ) = f f－1 f A A

 （P.82　命題８）

下限 ( ) の復習inf

 ⊂  に対して  =   であるための必要十分条件はA R m inf A

１） 任意の  ∈  に対し  ≦ a A m a

2)  <   となる任意の  に対し、  >  となる  ∈  が存在する。m x x x a a A

 ∈  　⇔　∀  > 0 ; (  , )∩  ≠ ∅ a
___
A r B a r A

 が閉集合ならば  =  なので  ∉  ということは  ∈  なので、ある  がA
___
A A a A a Ae r
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存在して (  , )∩  = ∅ 、つまり 最大下界だから (  , ) ≧  > 0 となる。B a r A d a A r

 （P.83　定理７）

δ=  { 
2

δ( )
 , ··· , 

2

δ( )
 } なので、任意の 1 ≦  ≦  に対してmin

a1
ak

i k

δ≦ 
2

δ( )
  よって  

2

δ( )
＋δ ≦ δ( )

ai ai
ai

 （P.87　定理１の準備）

中間値性質の復習（上巻 P.97 定理１）

 が中間値性質をもつとはA

 ,  ∈  、  <  のとき、「  <  <  を満たす任意の  は  ∈  」である。s t A s t s c t c c A

「　」 の中を 「  <  <  ならば  ∈ 」 と書き換えてもよい。「ならば」 の定義からs c t c A

 <  < 　でありさえすれば必ず  ∈  とよめる。これで証明がすっきり理解できs c t c A

る。

（証）  は  の部分集合である。  が上下に有界であるとする。A R A

 =   ,  =   とおけば  ⊂ [  , ] である。a inf A b sup A A a b

 <  <  ( ∀  ∈ (  , ) ) とすれば、下限、上限の定義から  <  <  <  <  a c b c a b a s c t b

となる  ,  ∈  が存在する。このとき  <  であって  <  <  であるから中間s t A s t s c t

値性質から  ∈  とならなければならない。よって (  , ) ⊂ c A a b A

 （P.87　定理１） I

　　　　　　 　　　　　 　　　　P Q P Qこの証明であらかじめ想定しなけ 　　　　　　　　　　　　　　 a b
ればならないことは右図のように

 ,  がそれぞれ分断している可能性がある。 ∪  =  , ∩  = ∅ であればよP Q P Q I P Q

いからである。また、開集合であることから分離した点集合であることもない。

そこで  = [  , ]∩  とすればM a b P

上限を考えることによって、左の                                  a b

斜線部は関係ないことになる。

●  ∈  ならば  ∈  なので、  =  ならば  ∈ ∩  = ∅ となり矛盾する。c P b Q c b c P Q

よって、  <  である。c b
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●  = ∩  （  は  のある開集合） よって、 (  , ) ⊂ ∩  となる  が存在P I U U R B c r I U r

する。したがって  < ＋ε<  であって ε<  となるようなεをとれば ＋ε∈c c b r c

  となる。 ＋ε∈  なので  が  の上限（≠上界）であることに反する。 P c M c M

同様に、  ∈  ならば  ∈  なので、  =  ならば  ∈ ∩  = ∅ となり矛盾c Q a P a c c P Q

する。よって、  <  である。a c

 = ∩  （  は  のある開集合） よって、 (  , ) ⊂ ∩  となる  が存在すQ I U V R B c r I U r

る。したがって  < －ε<  であって ε<  となるようなεをとれば －ε∈ a c c r c Q

となる。 (  , ) ⊂  であるから ( －ε, ] ⊂  である。よって、 ∩  = ∅ であ B c r Q c c Q P Q

るから ( －ε, ] ∩  = ∅ 。このことは  が  の上限であることに矛盾する。なc c M c M

ぜなら、  <  ならば  <  となる  ∈  が存在しなければならないからである。x c x y y M

α,β ∈  , α<β とし、γをα<γ<β を満たす任意の実数として、もしγ∉ A A

となるようなものが一つでも存在したとすれば

 = (－∞ ,γ)∩  ,  = (γ, ＋∞)∩  はそれぞれ ≠ ∅ で  の開集合でありP A Q A A

 = ∪    （直和）　となる。A P Q

なぜなら、 ∪  ⊂  は明らかである。P Q A

∩  = ( (－∞ ,γ)∩  )∩( (γ, ＋∞)∩  ) = ∅ ∩  = ∅ P Q A A A

また、  ∈  に対し、  ≠γ なので、  <γ ならば  ∈  ,  >γ ならば  ∈x A x x x P x x

 となり、  ∈ ∪  となる。よって  ⊂ ∪ 　故に  = ∪    （直和） Q x P Q A P Q A P Q

 （P.89　定理２）

 = ( ( ) ) = ( '∪ ' ) = ( ')∪ ( ') = ∪    ← P.10 定理２ ( )X f－1 f X f－1 P Q f－1 P f－1 Q P Q b

 が空でないことは ' ≠ ∅ であるから  ∈ ' とすれば、ある  ∈  が存在しP P a P x X

て ( ) =  である。このとき ( ') = {  ∈  | ( ) ∈ ' } =  としているのでf x a f－1 P x X f x P P

 ∈  となり、  ≠ ∅ である。x P P

 （P.89　命題１）

 ⊂  ,  = ( ∩  )∪( ∩  ) であるから  A B B U B V B

 = ∩  = { ( ∩  )∪( ∩  ) }∩  = { ( ∩  )∩  }∪{ ( ∩  ) }∩  }A A B U B V B A U B A V B A

= ( ∩  )∪( ∩  )U A V A
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∩  = ∅ ならば  ⊂  で  は閉集合であるから、  は  を含む最小の閉V A A V c V c
___
A A

集合であることから  ⊂  となる。したがって ∩  = ∅ となるが ⊂  であ
___
A V c

___
A V B

___
A

ったので ∩  = ∅ となり仮定に反する。B V

 （P.90　命題２）

 = ∪  , ⊂  からA P Q Aλ A

 = ∩  = { ( ∩ )∪( ∩ ) }∩Aλ A Aλ U A V A Aλ

= { ( ∩  )∩  }∪{ ( ∩  ) }∩  } = ( ∩ )∪( ∩ )U A Aλ V A Aλ U Aλ V Aλ

また  = ∩  ⊂  だからD
λ∈Λ

Aλ Aλ

 = ∩  = { ( ∩ )∪( ∩ ) }∩  = ( ∩  )∪( ∩  )D D Aλ U Aλ V Aλ D U D V D

 （P.91　命題３）

 ⊂  そこで  ⊂  ⊂  したがって  は連結である。  は  を含むCx

___
Cx Cx

___
Cx

___
Cx

___
Cx Cx x

最大の連結部分集合であったので  =  である。
___
Cx Cx

 （P.92　P.８９の定理２を部分集合に置きかえる）

 ,  を距離空間とし、  :  →  を連続写像とする。もし、  の部分集合  がX Y f X Y X A

連結ならば像 ( ) も連結である。f A

（証） このことを証明するためには、次の定理を証明すればよい。

（定理）  ,  を距離空間とし、  :  →  を連続写像とする。  を  の任意のX Y f X Y A X

部分集合とし、  の定義域を  に縮小した写像を ' :  →  も連続である。f A f A Y

（証）  を  の開集合とすれば、 ' ( ) = ( )∩  なので、 ( ) は  の V Y f －1 V f－1 V A f－1 V X

開集合なので ' ( ) は  における開集合となる。よって ' は連続である。f －1 V A f

続きは、P.89 の定理２の  を  にすればよい。X A

 （P.93　命題５）
A y

 ∈  と仮定しx A1 a x
 ∈ (  , ) →  ∈ y B x r y A1

よって (  , ) ⊂  B x r A1
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 （P.95　f が連続 ⇔ fi が連続）

 = (  ,  , ··· , ) とすればb b1 b2 bn

| ( )－ | ≦ | ( )－ |   (1 ≦  ≦ )fi x bi f x b i n

| ( )－ | = | ( )－ |f x b å
i=1

n
fi x bi

2

 （P.98　定理１）

| |  = ( － )  · ( ) = ( － )|  · ( )|  ←  －  > 0 , | |  ≧ 0 u 2 b a u f' c b a u f' c b a u 2

 · ( ) ≧ 0 なので  · ( ) = |  · ( )|u f' c u f' c u f' c

なぜこのようにしたかはシュバァルツの不等式を使うためである。

この定理は絶対値をとっているので成り立つが、ベクトル値関数に拡張した形で

は成り立たない。（解析入門Ⅰ 杉浦光夫 著 P.95 参照）

 （P.99　定理２）

 が連続であることと各  が連続であることは同値なので、上巻 P.231 定理３かf fi

ら、各  は [  , ] で可積分である。また上巻 P.246 定理３から fi a b

( ) =  ( )Fi x
ó
õa

x
fi t dt

とおいたとき、  が [  , ] で連続ならば、  は  において微分可能で、fi a b Fi x

'( ) = ( )Fi x fi x

となるので、この定理は  が連続であるという仮定だけでよい。f

 （P.100　曲線の長さ）

(  , γ) =  | γ( )－γ( ) | を折れ線の長さと定義している。そこで、あらゆL P å
i=1

m
ti ti－1

る分割  に対する (  , γ) の上限を (γ) =  (  , γ) とおき、 (γ) < ＋ P L P L sup
P

L P L

∞ のとき、曲線γの長さと定義している。（解析入門Ⅰ 杉浦光夫 著 P.342 参照）

この場合 (  , γ) が有界であればよい。 L P 追加された分点

b分割が細分化され、分点の数が増えて a

いくと折れ線の長さは増えていくからで c
ある。（  ≦ ＋ ）c a b
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 （P.100　定理４）
ε                  ε

|γ'( )－γ'( ) | <εt ti
γ'( )ti|γ'( ) | < |γ'( ) |＋εであるからt ti

 |γ'( )|  < ( |γ'( ) |＋ε)  = |γ'( ) |Δ ＋εΔ  ó
õti－1

ti t dt ó
õti－1

ti ti dt ti ti ti

 |γ'( )|  < |γ( )－γ( ) |＋2εΔ  ó
õti－1

ti t dt ti ti－1 ti

これを  = 1 , ··· ,  について加えてi m

 |γ'( )|  < ( |γ( )－γ( ) |＋2εΔ  ) = (  ,γ)＋2ε( － )ó
õa

b
t dt å

i=1

m
ti ti－1 ti L P b a

≦ (γ)＋2ε( － )L b a

εは任意であるから、  |γ'( )|  ≦ (γ) を得る。ó
õa

b
t dt L

 （P.107　例２）

|| ||  =  | ( )|  はノルムである。f 1
ó
õ0

1
f x dx

１ はN OK

２ は上巻 P.242 定理２の ( ) から明らかである。 N c

３ || ||  =  | ( )|  = | |  | ( )|  = | | || ||N cf 1
ó
õ0

1
cf x dx c ó

õ0

1
f x dx c f 1

４ || ＋ ||  =  | ( )＋ ( )|  ≦  ( | ( )|＋| ( )| )N f g 1
ó
õ0

1
f x g x dx ó

õ0

1
f x g x dx

=  | ( )|  | ( )|  = || || ＋|| ||ó
õ0

1
f x dxó

õ0

1
g x dx f 1 g 1

 （P.108　距離関数）

(  , ) = ( － ) としたとき、 ３ , ４ を調べる。d x y N x y Dis Dis

３  (  , ) = (  , ) Dis d x y d y x

(  , ) = ( － ) = ( (－1)( － ) ) = |－1| ( － ) = (  , )d y x N y x N x y N x y d x y

４  (  , ) ≦ (  , )＋ (  , )Dis d x z d x y d y z

(  , ) = ( － ) = ( － ＋ － ) ≦ (  , )＋ (  , ) d x z N x z N x y y z N x y N y z

= (  , )＋ (  , )d x y d y z
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 （P.110　定理２）

 の各点  に対して | ( )－ ( ) | <ε だから  X x fm x fn x

 を固定したと考えて、( ( )) を ( ) に収束する点列と考えれば、ノルムは連続x fn x f x

なので、 ( ) は定数なので、 － ( ) =  とみれば lim   = － ( ) である。fm x a fn x bn n→∞
bn a f x

lim  ( ) = － ( ) =  ( )－ ( )    ← 上巻 P.107 参照
n→∞

N bn a f x fm x f x

しかし、ここで極限をとっているので ≦ε となる。

ここでもまた、ε>ε' > 0 として  を定めておけば ≦ε'<εとすることができる。 N

上巻 P.305 （一様コーシー条件）

 （P.111　連続写像の空間）

continuance →   から  (  , )　また、  を距離空間としている理由は連続を定 C C X Y X

義できないからである。

 （P.112　定理３）

●  ∈   ⇔   に収束する  の点列 ( )  が存在する。b
___
A b A xn n∈N OK

● 収束する  の任意の点列 ( )  の極限  が  に含まれれば  は閉集A xn n∈N x A A

合である。

（証）  は収束する  の点列の極限の全体と一致する。よって、  ⊂  である。
___
A A

___
A A

一般に  ⊂  なので  =  となり、  は閉集合となる。A
___
A A

___
A A

（定理３の証明）

任意の  ∈  (  , ) に対し  に収束する  (  , )の点列 ( ) が存在する。

 

f
__________
C b X Y f C b X Y fn

そのとき  ∈ (  , ) なので  (  , ) ⊂ (  , ) となり、  (  , ) =      

(  , ) を得る。よって、 (  , ) は  (  , ) の閉集合である。

f C b X Y
__________
C b X Y C b X Y

__________
C b X Y

C b X Y C b X Y B X Y

後半は  が完備なノルム空間ならば定理２から  (  , ) は完備であるから、Y B X Y

P.69 命題４より、その任意の閉集合は完備である。

 （P.113　定理１　ワイエルシュトラスの定理）

●  ∈ [0 , 1] として  = ( － ) ＋  とすれば  ∈ [  , ] となる。したがってt x b a t a x a b

( ) に対して定理が証明されれば、実係数多項式の列 ( ( )) が存在することがf t Pn t

28



わかる。そして、  に 
－

1
( － ) を代入すれば、それはやはり実係数多項式でt

b a
x a

ある。

● ( ) = (1－ )  とおき、定数  を  ( )  = 1 となるように定める。Qn x cn x2 n cn
ó
õ－1

1
Qn x dx

(1－ )  = (1－ )   ó
õ－1

1
cn x2 ndx cn

ó
õ－1

1
x2 ndx

(1－ )  は [－1 , 1] で連続なので可積分である。よって、  = 
(1－ )

1
x2 n cn ó

õ－1

1
x2 ndx

とすればよい。

-0.7 0 0.7

-0.8

-0.4

0.4

0.8

1.2

● 区間 [0 , 1] で (1－ )  ≧ 1－  x2 n nx2

y = (1－x2)nφ( ) = (1－ ) －(1－ )  とする。x x2 n nx2

φ'( ) = －2 (1－ ) ＋2x xn x2 n－1 nx

= 2 [1－(1－ ) ]nx x2 n－1

φ'( ) = 2 [1－(1－ ) ] = 0x nx x2 n－1

y = 1－nx2
 = 0 で φ(0) = 0 , φ'(0) = 0 x

0 ≦  ≦ 1 で φ'( ) ≧ 0 x x

よって、0 ≦  ≦ 1 でφ( ) は単調増加関数である。  x x

ゆえに、区間 [0 , 
1

] では (1－ )  ≧ 1－  である。
n

x2 n nx2

● 2  (1－ )  = 2 －
3

 = 2(
1

－
3

1
) = 

3

4ó
ô
õ0

n

1

nx2 dx x
n
x3

n

1

0 n n n

● 0 ≦  ≦ 1 に対し、 ( ) をx Pn x

( ) =  ( ＋ ) ( )Pn x
ó
õ－1

1
f x t Qn t dt

と定める。ここでは  を固定し、 ( ＋ ) ( ) を  の関数として  で積分するのでx f x t Qn t t t

0 ≦  ≦ 1 の外で ( ) = 0 という約束だったので、0 ≦ ＋  ≦ 1 の外で x f x x t

( ＋ ) = 0 　つまり、－  ≦  ≦ 1－  の外で ( ＋ ) = 0 となる。 f x t x t x f x t

( ) =  ( ＋ ) ( )Pn x
ó
õ－1

1
f x t Qn t dt

=  ( ＋ ) ( ) ＋  ( ＋ ) ( ) ＋  ( ＋ ) ( )ó
õ－1

－x
f x t Qn t dt

ó
õ－x

1－x
f x t Qn t dt

ó
õ1－x

1
f x t Qn t dt

=  ( ＋ ) ( )ó
õ－x

1－x
f x t Qn t dt
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ここで ＋  =  として置換積分すると、  = 1 からx t h
dt

dh

=  ( ) ( － )  =  ( ) ( － )ó
õ0

1
f h Qn h x dh ó

õ0

1
f t Qn t x dt

● ( ) ( － ) = ( ) · (1－( － ) )  だから  の多項式である。f t Qn t x f t cn t x 2 n x

● ( ) =  ( ) ( )  = ( )  ( )  = ( ) · 1 = ( )f x ó
õ－1

1
f x Qn t dt f x ó

õ－1

1
Qn t dt f x f x

●  は  で一様連続なので | －  | < δ' →  | ( )－ ( ) | < 
2

ε
 f R s t f s f t

－δ'< －δ ≦ ( ＋ )－  ≦ δ <δ' →  | ( ＋ )－ ( ) | < 
2

ε
 となる。x t x f x t f t

となるδ> 0 をとる。－δ ≦ ( ＋ )－  ≦ δ は | | ≦ δ を意味するのでx t x t

 | ( ＋ )－ ( ) | | ( )|  =  | ( ＋ )－ ( ) | ( )ó
õ－δ

δ
f x t f x Qn t dt

ó
õ－δ

δ
f x t f x Qn t dt

< 
2

ε
 ( )ó

õ－δ

δ
Qn t dt

ここで、 ( ) は 区間 [－1 , 1] で正であり偶関数であるから Qn x

< 
2

ε
 ( )  = 

2

εó
õ－1

1
Qn t dt

次に  と  についてだが、 ( ) の形状が 縦軸に対して線対称になってó
õ－1

－δ ó
õδ

1
Qn x

いるので、δ≦  ≦ 1 なる  に対してはt t

( ) ≦ (1－δ )Qn t n 2 n

である。また、 ( ) は [0 , １] で連続なので  | ( ) | =  とおくことができる。f x sup f x M

したがって δ≦  ≦ 1  においては t

| ( ＋ )－ ( ) | ≦ | ( ＋ ) |＋| ( ) | ≦ 2  なのでf x t f x f x t f x M

| ( ＋ )－ ( ) | ( ) ≦ 2  (1－δ )f x t f x Qn t M n 2 n

が成り立ち

| | ≦ |  2  (1－δ )  | = 2  (1－δ )ó
õδ

1 ó
õ0

1
M n 2 ndt M n 2 n

となる。

同様に －1 ≦  ≦ －δ に対しても 縦軸に線対称であることからt
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| | ≦ |  2  (1－δ )  | = 2  (1－δ )ó
õ－1

－δ ó
õ－1

0
M n 2 ndt M n 2 n

である。ゆえに

| ( )－ ( ) | < 4  (1－δ ) ＋
2

ε
Pn x f x M n 2 n

となる。

● 上巻 P.170 問題５．２の１ から、  → ∞ のとき (1－δ )  → 0n n 2 n

● 最後の議論は、  は [0 , 1] の任意の点だったので、任意のε> 0 に対し x

ある  が存在し  ≧  ならば [0 , 1] に含まれるすべての  に対してN n N x

| ( )－ ( ) | <εPn x f x

となり、一様収束することが証明できたことになる。

 （P.116　X がコンパクトである場合）

P.89 定理５から  :  →  が実連続関数ならば、 ( ) はコンパクトである。 ( )f X R f X f X

は  の部分集合なので、P.80 系２から有界閉集合となり、  は有界連続関数とR f

なる。つまり、その場合  ( ) =  ( ) となる。C b X C X

 （P.116　関数環の定義）

13.1 までの  はノルムの定義されたベクトル空間だったので、扱っていた関数Y

がベクトル値関数であった。したがって積が定義できなかったが、ここでは  がY

 なので積が定義できることになる。つまり、多変数実数値関数ということになる。R

 （P.117　よく使う不等式）

|| ＋  || ≦ || ||＋|| ||  ,  || || = | | || ||  →  || ||－|| || ≦ || ＋  ||x y x y cx c x x y x y

なぜなら、  = ( ＋ )－  だから || || ≦ || ＋  ||＋||－ || = || ＋  ||＋|| ||a a b b a a b b a b b

|| ||－|| || ≦ || ＋ || →  a b a b ||x||－||y|| ≦ || x＋y ||

また ||－ || = || || なので   y y ||x||－||y|| ≦ || x－y ||

これらの不等式は一般のノルムに関してもいえることになる。

 （P.117　定理２）

|| －  || → 0 であるから ε= 1 とすれば、すべての  ∈  に対して、自然数fn f x X
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 が存在して、  ≧  ならばN n N

| －  | < 1 となるので、|  | < |  |＋1　→　||  || ≦ |  |＋1 ≦ ||  ||＋1fn f fn f fn f f

 （P.118　ワイエルシュトラスの定理の別表現）

任意の  ∈  ([  , ]) に対し、  の列 ( ( )) で  に一様収束するものが存在f C a b A Pn x f

するので、  ∈  よって  ([  , ]) ⊂  、逆に  ∈  ならば P.67 命題１から  f
__
A C a b

__
A f

__
A A

の列 ( ( )) で  に一様収束するものが存在するので  は連続である。よって Pn x f f

C A Cf ∈  ([a , b]) となる。ゆえに 
__
 =  ([a , b]) となる。

 （P.119　補題）

( ) ≠ ( )  ,  ( ) ≠ 0  ,  ( ) ≠ 0g x1 g x2 h x1 k x2

を満たす  の元  ,  ,  が存在する。ここで  は  で 0 でなければよいだけA g h k h x1

で、 ( ) ≠ 0 となる必要はない。しかし、  に対しては ( ) ≠ 0 となる関数h x2 x2 k x2

 が存在するのである。  についても  ,  に対してのみ ( ) ≠ ( ) となれk g x1 x2 g x1 g x2

ばよいのである。単射  が存在するという意味ではない。g

 （P.119　
___
A は C (X) に含まれる関数環である。）

 がコンパクト距離空間である場合には、  から  への連続写像は有界なのでX X Y

 ( ) = ( ) である。よって ( ) ⊂  ( ) である。また、P.112 定理３から  ( )C X C b X C X B X C X

は ( ) の閉集合である。B X

そこで、  ⊂  ( ) = ( ) とすれば、  ⊂  ( ) なので定理２から  も関数環で 

ある。  は  を含む最小の閉集合なので  ⊂  ( ) である。

A C X C b X A B X
__
A

__
A A

__
A C X

 （P.120　第２段）

● ( ) =  {  , } = 
2

＋
＋

2

| －  |
h x max f g

f g f g

 ≧  のとき 
2

＋
＋

2

| －  |
 = 

2

＋
＋

2

－
 = f g

f g f g f g f g
f

 <   のとき 
2

＋
＋

2

| －  |
 = 

2

＋
＋

2

－
 = f g

f g f g f g g f
g
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● ( ) =  {  , } = 
2

＋
－

2

| －  |
l x min f g

f g f g

( ) = 
　 ( )  ,  ( ) ≧ ( ) のとき

  ( )  ,  ( )  <   ( ) のとき
l x

g x f x g x

f x f x g x

 ≧   のとき  
2

＋
－

2

| －  |
 = 

2

＋
－

2

－
 = f g

f g f g f g f g
g

 <    のとき  
2

＋
－

2

| －  |
 = 

2

＋
－

2

－
 = f g

f g f g f g g f
f

●  {  ,  , } max f g r

=  {  {  , } , }max max f g r

（例）

 ( ) = －
20

1
＋

2

1
＋0.2

 ( ) =  

 ( ) = 
4

1
＋

4

1

f x x4 x2

g x sin x

r x x

 {  ,  , } が右図の(黒)曲線とmax f g r

なった。

●  {  , } ∈  なので  {  ,  , } =  {  {  , } , } ∈ max f1 f2
A

0 max f1 f2 f3 max max f1 f2 f3
A

0

帰納的に  {  , ··· , } ∈  となる。max f1 fn A
0

●  {  ,  , } min f g r

=  {  {  , } , }min min f g r

（例）

 ( ) = －
20

1
＋

2

1
＋0.2

 ( ) =  

 ( ) = 
4

1
＋

4

1

f x x4 x2

g x sin x

r x x

 {  ,  , } が右図の(黒)曲線とmin f g r

なった。

●  {  , } ∈  なので  {  ,  , } =  {  {  , } , } ∈ min f1 f2
A

0 min f1 f2 f3 min min f1 f2 f3
A

0

帰納的に  {  , ··· , } ∈  となる。min f1 fn A
0
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 （P.121　第３段）

●  が  の点を分離し、  のどの点も零化しないので、  ⊂  =  となりA X X f Î A
__
A A

0

ゆえに  は  の点を分離し、  のどの点も零化しない。A
0 X X

●  =  の場合y x

( ) ≠ 0 となる  ∈  が存在するので、 ( ) = ( )
( )

( )
 とおけば  ∈ h x h A

0 hx y f x
h x

h y
hx A

0

であり、 ( ) = ( ) = ( ) となる。( ( ) , ( ) はスカラーと見る）hx x hx y f x h x f x

●  ,  は  で連続であるから、  の適当な  ( ) をとれば、すべての  hy f y y  開 近 傍 V y t

∈ ( ) に対し | ( )－ ( ) | < 
2

ε
 , | ( )－ ( ) | < 

2

ε
 となる。V y f t f y hy t f y

( )－
2

ε
 < ( ) < ( )＋

2

ε
  → ( )－ε <     ···  ①f y f t f y f y f(t)－

2

ε
 < f(y)

( )－
2

ε
 < ( ) < ( )＋

2

ε
 →   < ( )＋ε ···  ②f y hy t f y f(y) < hy(t)＋ 2

ε
f y

①、②から　 ( )－
2

ε
 < ( )＋

2

ε
  →  ( )－ε< ( )f t hy t f t hy t

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　( ( ) はスカラーと見る）f y

● 開近傍 ( ) だが、  がコンパクト空間なので距離関数が定義されてなく開球

を使うことができないのかもしれないが、ストーンの定理にはコンパクト距離空間

V y X

を仮定としているので、開球を使ってもよいと思う。なぜなら、この本の中で開近

傍はまだ定義されていないからである。

X
● ( ) = ( ) , ( ) = ( )hyi x f x hyi yi f yi

 ∈ ( ) に対し　t V yi

x( ) > ( )－εhyi t f t t
yi =  の場合は、 ( ) となるがyj x hx t

その場合  で連続で  ∈ ( ) ならx t V x

| ( )－ ( ) | < 
2

ε
 かつf t f x

| ( )－ ( ) | < 
2

ε
 とすることができhx t f x

( )－
2

ε
 < ( ) < ( )＋

2

ε
  → ( )－ε <     ···  ①'f x f t f x f x f(t)－

2

ε
 < f(x)
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( )－
2

ε
 < ( ) < ( )＋

2

ε
 →   < ( )＋ε ···  ②'f x hx t f x f(x) < hx(t)＋ 2

ε
f x

①'、②' から　 ( )－
2

ε
 < ( )＋

2

ε
  →  ( )－ε< ( )　となるので問題ない。f t hx t f t hx t

 （P.122　第４段）

●  ∈ ( ) ならば、  ,  は  で連続であり ( ) = ( ) なのでt U x f gx x gx x f x

| ( )－ ( ) | < 
2

ε
 ,  | ( )－ ( ) | < 

2

ε
 f t f x gx t f x

( )－
2

ε
 < ( ) < ( )＋

2

ε
  →  ( ) ＋ε   ···  ①''f x f t f x f(x) < f(t)＋

2

ε
 < f x

( )－
2

ε
 < ( ) < ( )＋

2

ε
 →  ( )   ···  ②''f x gx t f x f x －ε < gx(t)－ 2

ε
< f(x)

①''、②'' から　 ( )－
2

ε
 < ( )＋

2

ε
  →  ( ) < ( )＋εgx t f t gx t f t

 （P.122　定理４）

● ＋  = 2  , －  = ＋ －( － ) = 2  から  ,  が連続であることがわか

　

f
__
f u f

__
f u iv u iv i v u v

るので、  ,  ∈  である。u v A
R

● ( ) ≠ ( )  →  ( ) ≠ ( ) または ( ) ≠ ( ) なので、  ,  に応f x1 f x2 u x1 u x2 v x1 v x2 x1 x2

じてどちらかを使えばいいので、  は  の点を分離する。同様に零化しない。A
R X

● 定理３から  上の任意の実数値関数  は  ∈ 、また  ⊂ 　からX g g
___
A
R

 A
R

A

A A A C
___

R ⊂ 
__
 なので g ∈ 

__
 となる。そこで任意の f = u＋iv ∈ C(X) に対して、u , v 

は実数値関数 であるから  ,  ⊂  となり、  が複素関数環であることからu v
__
A

__
A

＋  ∈  、よって ( ) ⊂ 　u iv
__
A C

C X
__
A

逆に、  ∈  に対して  に収束（一様収束）する複素連続関数の関数列が存在f
__
A f

するので  は連続となり、  ∈ ( ) 、よって ( ) ⊃  　f f C
C X C

C X
__
A

以上によって、 ( ) =  C
C X

__
A

 （P.133　命題１）

 が  において微分可能であるとして、定義の式 ① における  をf x a

 = (  , ··· ,  ) とする。つまり、  が存在することを仮定にする。a a1 an a
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そこで、  方向の微分を考えてみる。  =  として、| | → 0 ⇔  → 0 でei h hei h h

 ·  =  であるからa h aih

lim | 
( ＋ )－ ( )

－  | = 0 
h→0,h≠0 h

f x hei f x
ai

となることを示せばよい。

lim | 
( ＋ )－ ( )

－  | = lim | 
( ＋ )－ ( )－

 |
h→0,h≠0 h

f x hei f x
ai h→0,h≠0 h

f x hei f x aih

= | | lim  | 
| |

( ＋ )－ ( )－
 |ei h→0,h≠0 h ei

f x hei f x aih

= | | lim  | 
| |

( ＋ )－ ( )－  · 
 | = | | lim  

| |

| ( ＋ )－ ( )－  ·  |
ei h→0,h≠0 h ei

f x h f x a h
ei h→0,h≠0 h

f x h f x a h

| | = 1 であり、① から  lim  
| |

| ( ＋ )－ ( )－  ·  |
 = 0 だからei h→0,h≠0 h

f x h f x a h

lim | 
( ＋ )－ ( )

－  | = 0 
h→0,h≠0 h

f x hei f x
ai

となる。

ここで注意しておきたい事は、偏微分の場合  の  は ＋0 と －0 の二方向のhei h

近づき方があるが、① の分母を | | としておくことによって、微分可能であることかh

ら偏微分可能であることに上手に導くことができることである。分母に置くので、ベ

クトルにしないというだけではない。

 （P.134　平均値の定理）

( )－ ( ) = ( － ) '( ＋θ )    (0 < θ < 1)f b f a b a f a b

( ＋  , ＋ )－ (  , ＋ ) = ( ＋θ  , ＋ )f x h y k f x y k hD1f x h y k

 （P.135　②）

( ＋θ  , ＋ ) = (  , )＋ε ( ) D1f x 1h y k D1f x y 1 h

 は  = (  , ) の近傍で連続であるから、 (θ ) ＋  < ＋  = | | D1f x x y 1h
2 k2 h2 k2 h

であるから

ε ( ) = ( ＋θ  , ＋ )－ (  , ) 
1 h D1f x 1h y k D1f x y
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とおいたとき、| | → 0 のとき 点 ( ＋θ  , ＋ ) も (  ,  ) に近づく、連続であh x 1h y k x y

ることから右辺は 0 に近づく、つまり、ε ( ) → 0 ということである。
1 h

 （P.135　注意）

(  = 3 の場合）n

( ＋  , ＋  , ＋ )－ (  ,  , )f x1 h1 x2 h2 x3 h3 f x1 x2 x3

= ( ＋  , ＋  , ＋ )－ (  , ＋  , ＋ ) f x1 h1 x2 h2 x3 h3 f x1 x2 h2 x3 h3

＋ (  , ＋  , ＋ )－ (  ,  , ＋ )f x1 x2 h2 x3 h3 f x1 x2 x3 h3

＋ (  ,  , ＋ )－ (  ,  , )f x1 x2 x3 h3 f x1 x2 x3

= ( ＋θ  , ＋  , ＋ )h1D1f x1 1h1 x2 h2 x3 h3

＋ (  , ＋θ  , ＋ )h2D2f x1 x2 2h2 x3 h3

＋ (  ,  , ＋θ )h3D3f x1 x2 x3 3h3

（微分可能性の定義まとめ）

（一変数の場合）

( ＋ )－ ( ) = ＋ ( )     (  → 0)f x h f x ch o h h

（偏微分の場合）

( ＋ )－ ( ) = ＋ ( )  (  → 0)f x hei f x aih o h h

（多変数実数値関数の場合）

・ lim  
| |

( ＋ )－ ( )－  · 
 = 0

|h|→0 h

f x h f x a h

・ ( ＋ )－ ( ) =  · ＋ ( )      ( lim  
| |

( )
 )f x h f x a h r h

|h|→0 h

r h

・ ( ＋ )－ ( ) =  · ＋| |ε( )      ( ( ) = | |ε( )  として lim  ε( ) = 0 )f x h f x a h h h r h h h
|h|→0

h

 （P.136　接超平面）

（  = 2 の場合）n

接超平面  上の点 (  ,  , ) における  の接超平面の方程式はG x0 y0 z0 G
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－  =  ( ) · ( － )z z0 grad f x0 x x0

= (
∂

∂
(  , ) )( － )＋(

∂

∂
(  , ) )( － )

x

f
x0 y0 x x0 y

f
x0 y0 y y0

・  = 
∂

∂
＋

∂

∂
  →   = ( 

∂

∂
 , 

∂

∂
 )dz

x

f
dx

y

f
dy dz

x

f

y

f dx
dy

（微分可能である。）　 ⇔ 　（一つの接超平面で近似できる。）

 （P.137　定理２　微分鎖律）

|γ( ＋ )－γ( ) |
 = ±|

γ( ＋ )－γ( )
|

h

t h t

h

t h t

 > 0 ならば  
|γ( ＋ )－γ( ) |

 > 0  なので  ＋|
γ( ＋ )－γ( )

|h
h

t h t

h

t h t

 < 0 ならば  
|γ( ＋ )－γ( ) |

 < 0  なので  －|
γ( ＋ )－γ( )

|h
h

t h t

h

t h t

●   = ( 
∂

∂
 , ··· , 

∂

∂
 )  ←  横ベクトルgrad f

x1

f

xn

f

γ'( ) = ( '( ) , ··· , '( ) ) = 

'( )

⋮
'( )

 = ⋮   ←  縦ベクトルt x1 t xn t
t

x1 t

xn t

dt

dxn

dt

dxn

内積　  (γ( ) ) · γ'( ) = ( 
∂

∂
 , ··· , 

∂

∂
 ) ⋮  = 

∂

∂
grad f t t

x1

f

xn

f dt

dxn

dt

dxn
å
i=1

n

xi

f

dt

dxi

もっと一般の場合（仮に  = 3 ,  = 2 )n p

 = (  ,  , )    ,     = φ (  , ) ,  = φ (  , )  とした場合z f x1 x2 x3 x1 1 t1 t2 x2 2 t1 t2

他の変数を固定し、  ,  で偏微分するとt1 t2
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∂

∂
 = ( 

∂

∂
 , 

∂

∂
 , 

∂

∂
 )

∂

∂

∂

∂

∂

∂

 = 
∂

∂

∂

∂

t1

f

x1

f

x2

f

x3

f
t1

x1

t1

x2

t1

x3

å
i=1

3

xi

f

t1

xi

∂

∂
 = ( 

∂

∂
 , 

∂

∂
 , 

∂

∂
 )

∂

∂

∂

∂

∂

∂

 = 
∂

∂

∂

∂

t2

f

x1

f

x2

f

x3

f
t2

x1

t2

x2

t2

x3

å
i=1

3

xi

f

t2

xi

 （P.141　グラディエントと超平面） ( ＋Δ )－ ( )r t0 t r t0

 ( ) は曲線γの点  におけるgrad f x0 x0 ( )r t0

( ＋Δ )r t0 t接ベクトルと直交する。つまり、  ( )grad f x0

はその接超平面の法線ベクトルとなる。

微分可能であるということは  ( ) が定まることをいうので、そのことは超接grad f x0

平面が一つに定まることを意味している。また、各偏微分の値は  ( ) からgrad f x0

 への射影となる。つまり、  ( ) ·  に等しい。ei grad f x0 ei

 （P.142　例２）

 = { (  , ( ) ) |  ∈  }   ,   = {  = (  , ) ∈  | ( ) = ( )－  = 0 }G x f x x U S u x z Rn＋1 g u f x z

とすると、  ⊂  である。G S

なぜなら、任意の (  , ( ) ) ∈  に対して (  , ( ) ) = ( )－ ( ) = 0x0 f x0 G g x0 f x0 f x0 f x0

となり、(  , ( ) ) ∈ x0 f x0 S

逆に  ( )－  = 0  となる  ,  は例１のような場合は  = ± － －  の場f x z x z z r2 x2 y2

合分けが必要になる。

（例） { (  , ＋ ) |  ∈  } = { (  , ) ∈  | ＋ －  = 0 }x ax b x R x y R2 ax b y

左は  = ＋  上の点の座標を表す。右は ＋ －  = 0 の解の集合であってy ax y ax b y

同じ要素からできている。この場合は  (  , ) = (  , －1) だからgrad g x0 y0 a

(  , －1) · ( －  , － ) = 0  →  －  = ( － )  →   = －( － )a x x0 y y0 y y0 a x x0 y ax ax0 y0
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→   = －(－ ) = ＋y ax b ax b

 （P.142　例１を例２で解釈すると）

(  , ) = － －    (  ,  > 0 )f x y r2 x2 y2 x0 y0

 における  のグラフは  = { (  ,  , － －  ) | (  , ) ∈  }R3 f G x z r2 x2 y2 x y R2

 の点を  = (  ,  , ) と書き、 ( ) = － － －R3 u x y z g u r2 x2 y2 z

によって定義する。

 のグラフ  は － － －  = 0 となる  内の曲面である。 　f G r2 x2 y2 z R3

 = (  ,  ,  = － －  )  とすればu0 x0 y0 z0 r2 x0
2 y0

2

 ( ) = ( －2 ×
2

1

－ －

1
 , －2 ×

2

1

－ －

1
 , －1 )grad g u0 x0

r2 x0
2 y2

0

y0
r2 x0

2 y2
0

= ( －  , －  , －1 )
z0

x0

z0

y0

 における接平面の方程式はu0

－  = － ( － )－ ( － )z z0 z0

x0
x x0 z0

y0
y y0

－  = － ( － )－ ( － )zz0 z2
0 x0 x x0 y0 y y0

＋ ＋  = ＋ ＋  =      ←　例１と同じになる。zz0 xx0 yy0 z2
0 x0

2 y0
2 r2

 （P.143　問題１４．１）

3) | | =  とおく。  ( ) (  ≠ ) 求めよ。(  > 0 )x r grad f x x 0 k

( ) ( ) = a f x rk

 =     →   = (   )   →  
∂

∂
 = 2 ×

2
×(   )r å

i=1

n
x2
i rk å

i=1

n
xi

2 2

k

xi

f
xi

k
å
i=1

n
xi

2 2

k－2

→ 
∂

∂
 = ×(   )

xi

f
kxi å

i=1

n
xi

2 2

1
(k－2)

よって  ( ) = grad f x krk－2x

( ) ( ) = 
1

b f x
rk
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1
 = (   )   →  

∂

∂
 = 2 ×(－

2
)×(   )

rk
å
i=1

n
xi

2
－

2

k

xi

f
xi

k
å
i=1

n
xi

2 2

－k－2

→  
∂

∂
 = － (   )

xi

f
xik å

i=1

n
xi

2 2

1
(－k－2)

よって  ( ) = －grad f x kr－k－2x

( ) ( ) =  c f x log r

  = ( (   )  )  →  
∂

∂
 = 2 ×

2

1
×(   ) ×

1
log r log å

i=1

n
xi

2 2

1

xi

f
xi å

i=1

n
xi

2 2

－1

r

→ 
∂

∂
 = (   )

1

xi

f
xi å

i=1

n
xi

2 2

－1

r

よって  ( ) = 
1

grad f x
r2 x

( ) ( ) = d f x e－r2

 =  ( －(   ) ) →  
∂

∂
 = －2 ×e－r2

exp å
i=1

n
xi

2

xi

f
xi e－r2

よって  ( ) = －2grad f x e－r2

x

● ( ) = f x r

 = (   )   →  
∂

∂
 = 2 ×

2

1
×(   )   → 

∂

∂
 = 

1
 r å

i=1

n
xi

2 2

1

xi

f
xi å

i=1

n
xi

2
－

2

1

xi

f
xi r

よって  ( ) = 
1

grad f x
r
x

ここで、  =  , | | =  とすればr x r r

∇  = 
1

r
r
r

( ) ∇  = a rk krk－2r = (krk－1)∇r = (krk－1)×
r

r

( ) ∇
1

 = (－ )∇  = (－ )×  = －b
rk

kr－k－1 r kr－k－1

r

r
kr－k－2r

( ) ∇   = (
1

)∇  = 
1

×  = c log r
r

r
r r

r

r2

r
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( ) ∇  = (－2 )∇  = (－2 )×  = －2d e－r2

re－r2

r re－r2

r

r
e－r2

r

よって

∇ ( ) = '( )∇   ( | | =  ≠ 0 )  という公式ができる。f r f r r r r

もう少し一般化すると

( ) = ( ( ) ) のような合成関数の場合h x f g x

∂

∂
 = '( ( ) )

∂

∂
  →  ∇  = '( ( ) )∇

xi

h
f g x

xi

g
h f g x g

5) ∇ ( ) =  ∇ ＋  ∇   ,  ∇
1

 = －
1

 ∇fg g f f g
f f 2 f

∂

∂( )
 = 

∂

∂
＋

∂

∂
   →  ∇ ( ) =  ∇ ＋  ∇

xi

fg

xi

f
g

xi

g
f fg g f f g

∂

∂
(
1

) = 
∂

∂
(－

1
)  → ∇

1
 = －

1
 ∇

xi f xi

f

f 2 f f 2 f

 （P.148　定理１）

(  , ＋ )         ( ＋  , ＋ )a b k a h b k の内部の点 (  , ) でQ s t

(  , )s t| ( )(  , )－  | < εD2D1f s t A
Q

が成り立つ。
(  , )s0 t0

補題からΔ( )(  , ) は  の内部のQ h k D
(  , )              ( ＋  , )a b a h b

ある点 (  , ) でs0 t0

Δ( )(  , ) = ( )(  , ) となる。したがって (  , ) ∈  だからQ h k hk D2D1f s0 t0 s0 t0 Q

| 
Δ( )(  , )

－  | < ε　　(  → 0 ⇒  →   ,   → 0 ⇒  →  )
hk

Q h k
A h s0 a k t0 b

●  が  変数ならば、f n

Δ  = (  , ··· , ＋  , ··· , ＋  , ··· , )Q f a1 ai h aj k an

－ (  , ··· , ＋  , ··· ,  , ··· , )－{ (  , ··· ,  , ··· , ＋  , ··· , )f a1 ai h aj an f a1 ai aj k an
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－ (  , ··· ,  , ··· ,  , ··· , ) }f a1 ai aj an

とし、 ( ) = (  , ··· ,  , ··· ,  ＋ , ··· , )－ (  , ··· ,  , ··· ,  , ··· , ) とg x f a1 x aj k an f a1 x aj an

おけば、

Δ  = ( ＋ )－ ( )Q g ai hi g ai

となり、あとは平均値の定理を同じように使えばよい。

 （P.154　∇ · h）

微分作用子  = ＋···＋  = (  , ··· ,  ) ⋮  = ∇ · D h1D1 hnDn D1 Dn

h1

hn
h

（P.165　例２）

 =  上では  =  （青線）y x z x2
(  , ) =  f x y xy

 = －  上では  = －  （緑線） y x z x2

アンテン

原点が となっている。鞍点

（P.165　例３）

(  , ) = ( － )( －2 )f x y y x2 y x2

∂

∂
 = －2 ( －2 )－4 ( － )

x

f
x y x2 x y x2

= 8 －6x3 xy

∂

∂
 = ( －2 )＋( － )

y

f
y x2 y x2

= －3 ＋2x2 y

(0 , 0) は臨界点である。

 =  (1 <  < 2 )y ax2 a

 (  , ) = ( －1) ×( －2)  = ( －1)( －2)  < 0f x y a x2 a x2 a a x4

O

O

x

y

O
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（P.166　例１）

2 ＋ －2 = 0 →  = －2 ＋2  → ＋2(－2 ＋2)－2 = 0 → －3  = －2x y y x x x x

→  = 
3

2
  よって  = －

3

4
＋2 = 

3

2
x y

（P.167　例２）

2 －  = 0  →  ≠ 0 とすれば  = 
2

 → 
4

－  = 0 →  = 0 となり矛盾xy y2 y x
y y2

y2 y

→　  = 0 ,  = 0y x

－  = －( － ) = －{ ( －
2

1
) －

4

1
 } = －( －

2

1
) ＋

4

1
y y2 y2 y y 2 y 2

－  = ( －
2

1
) －

4

1
x2 x x 2

（P.168　(*)）

 = 3 としてみると、(*) はn

( ＋ ＋ ) ( )h1D1 h2D2 h3D3
2f a

= ( ＋ ＋ ＋2 ＋2 ＋2 ) ( )h2
1D

2
1 h2

2D
2
2 h2

3D
2
3 h1h2D1D2 h1h3D1D3 h2h3D2D3 f a

= 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

h1 h2 h3

D2
1f a D1D2f a D1D3f a

D1D2f a D2
2f a D1D2f a

D1D3f a D1D2f a D2
3f a

h1

h2

h3

= 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

h1 h2 h3

h1D
2
1f a h2D1D2f a h3D1D3f a

h1D1D2f a h2D
2
2f a h3D1D2f a

h1D1D3f a h2D1D2f a h3D
2
3f a

= ( )＋ ( )＋ ( )＋ ( )＋ ( )＋ ( )h2
1D

2
1f a h1h2D1D2f a h1h3D1D3f a h1h2D1D2f a h2

2D
2
2f a h2h3D1D2f a

＋ ( )＋ ( )＋ ( )h1h3D1D3f a h2h3D1D2f a h2
3D

2
3f a

 = 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

 は対称行列となっており、  =  である。A

D2
1f a D1D2f a D1D3f a

D1D2f a D2
2f a D1D2f a

D1D3f a D1D2f a D2
3f a

A A
t

この行列をヘッセ行列と呼ぶ。  が 級 なので対称行列となる。f C 2

（P.169　定理２）

( ) =  ( )( )   　 （  は臨界点）Q h å
i,j=1

n
DiDjf a hihj a
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| |

( )
 =  

| |

1
( )( )  =  ( )( )

| |
 · 

| |
 

h 2

Q h
å
i,j=1

n

h 2
DiDjf a hihj å

i,j=1

n
DiDjf a

h

hi
h

hj

 = 
| |

 ,  = (  , ··· ,  ) とおけば  →  | | = 1ki h

hi
k k1 kn k

| |

( )
 = ( ) =  ( )( )

h 2

Q h
Q k å

i,j=1

n
DiDjf a kikj

 ( ) > 0 とする。　
| |

| |
 < 

2

ρ
 なので －

2

ρ
 < 

| |
 < 

2

ρ
 であるから(a) Q h

h 2

R3

h 2

R3

任意の  に対し 
| |

( )
 ≧ ρ= 

| |

( )
 h

h 2

Q h

h0
2

Q h0

|h|2

|R3|

0 < | | < δ のときh

2

1

|h0|
2

Q(h0)
 = 

2

ρ

2

1

| |

( )
＋

| |
 ≧ 

2

ρ
＋

| |
 > 0   

h 2

Q h

h 2

R3

h 2

R3

>0 1( 0 <  
2

ρ
＋

| |
 < ρ)

h 2

R3

S

( ) が は、  の近傍で ( ) ≧ 0 で ( ) = 0 となる  ≠  が存在Q h  半 正 の 場 合 a Q h Q h h 0

するので、ρ= 0 とせざるえない。すると、どんなにδを小さくとっても

－  < 
| |

 < 　なので　－  > 0＋
| |

 >  となり、極小値といいきれない。r
h 2

R3
r r

h 2

R3
r

 ( ) < 0 とする。  ≠  のときの 
| |

( )
 の最大値   

| |

( )
 = μ が存在(b) Q h 　h 0

h 2

Q h
max
h≠0 h 2

Q h

して、μ< 0 である。上と同様にδをとれば、
2

μ
 < 

| |
 < －

2

μ
 であるから

h 2

R3

2

1

| |

( )
＋

| |
 ≦ 

2

μ
＋

| |
 < 0   ←  ( μ <  

2

μ
＋

| |
 < 0 )  

h 2

Q h

h 2

R3

h 2

R3

h 2

R3

( ) が は、  の近傍で ( ) ≦ 0 で ( ) = 0 となる  ≠  が存在Q h  半 負 の 場 合 a Q h Q h h 0

するので、μ= 0 とせざるえない。すると、どんなにδを小さくとっても

－  < 
| |

 < 　なので　－  > 0＋
| |

 >  となり、極大値といいきれない。r
h 2

R3
r r

h 2

R3
r
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 ( ) が不定符号であるとする。そのとき、  の近傍で(c) Q h a

| |

( )
 = ρ  > 0  ,  

| |

( )
 = ρ  < 0  となるような  ≠  ,  ≠  が存在する。

h1
2

Q h1

1 h2
2

Q h2

2 h1
0 h2

0

0 でない任意の定数  に対してc
h1

| |

( )
 =  

| |

1
( )( )  

ch 2

Q ch
å
i,j=1

n

ch 2
DiDjf a chichj hch1 h2dh2

=  ( )( )
| |

 · 
| |

 · å
i,j=1

n
DiDjf a

h

hi
h

hj

c2

c2

δ0

= 
| |

( )

h 2

Q h

2

ρ
 < 

| |
 < －

2

ρ
  →  ρ  < 

| |
＋

2

ρ
 < 0  だから

2

h2
2

R3 2

2 h2
2

R3 2

2

1

| |

( )
＋

| |
 = 

2

ρ
＋

| |
 < 0

h2
2

Q h2

h2
2

R3 2

h2
2

R3

（P.172　補題）

( )  =  →  =   として  ＋2 ＋   に代入a t
y

x
x yt ax2 bxy cy2

＋2 ＋  = ( ＋2 ＋ )ay2t2 by2t cy2 y2 at2 bt c  を固定し、  を  の関数とする。y x t

そのとき  > 0 である。Q
＋2 ＋  = ( ＋

2
＋ )at2 bt c a t2

a

b
t

a

c

(  , )Q t ty
Q

= { ( ＋ ) － ＋  }a t
a

b
2

a2

b2

a

c

= { ( ＋ ) ＋
－

 }a t
a

b
2

a2

ac b2

(  , )t ty

t

( ) c

(  ≠ 0 の場合)a

＋2 ＋  > 0 からat2
1 bt1 c

( η , η) = η ( ＋2 ＋ ) > 0Q t1
2 at1

2 bt1 c
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＋2 ＋  < 0 からat2
2 bt2 c

( η , η) = η ( ＋2 ＋ ) < 0Q t2
2 at2

2 bt2 c

(  = 0 の場合)a

－  > 0 から  ≠ 0b2 ac b

( )d

(  ≠ 0 の場合)a

(α  , ) = ( α ＋2 α＋ ) = 0  つまり直線  = α  上で 0 となる。Q y y y2 a 2 b c x y

それ以外の点では符号は一定である。なぜなら

 ≠ α に対し、  > 0 ならば ＋2 ＋  > 0 なので (  , ) > 0t a at2 bt c Q ty y

 ≠ α に対し、  < 0 ならば ＋2 ＋  < 0 なので (  , ) < 0t a at2 bt c Q ty y

（P.173　定理３）

Δ = ( ( ) ) － ( ) ( )D1D2f a
2 D2

1f a D2
2f a

定理２の

( ) = ( ＋ ) ( ) = (( ＋2 ＋ ) )( )Q h D1h D2k
2f a D2

1h
2 D1D2hk D2

2k
2 f a

= ( ) ＋2 ( ) ＋ ( )D2
1f a h

2 D1D2f a hk D2
2f a k

2

= ＋2 ＋Ah2 Bhk Ck2

Δ = －B2 AC

（P.174　例１）

(  , ) = 3 －9  = 0D1f x y x2 y

(  , ) = 3 －9  = 0D2f x y y2 x

 = 0 とすれば  = 0 なので (  , ) = (0 , 0) が一つ目の臨界点である。y x x y

 ≠ 0 として、  = 
3

1
 下の式に代入してy y x2

3×
9

1
 = 9  →  ≠ 0 として  = 27 →  = 3 ,  = 3 x4 x x x3 x y

よって、二つ目の臨界点は (  , ) = (3 , 3) となる。x y
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(  , ) = 6  , (  , ) = －9 , (  , ) = 6D2
1f x y x D1D2f x y D2

2f x y y

(  , ) = (0 , 0) の場合x y

 = 0 ,  = －9 ,  = 0    →   = 0 , Δ = －  = 81 > 0A B C A B2 AC

定理３の ( ) から (0 , 0) は極値点ではない。c

(  , ) = (3 , 3) の場合x y

 = 18 ,  = －9 ,  = 18    →   > 0 , Δ = －  = 81－18×18 < 0A B C A B2 AC

定理３の ( ) から (3 , 3) は狭義の極小点で、 (3 , 3) = 27＋27－27 = 27 が極小a f

値である。

(  , ＋ρ)f x b
（P.176　定理１）

 = ( －ρ , ＋ρ) とおきI a a

各  ∈  に対しx I

＋ρb の関数 (  , ) はy f x y

ε－ρ ≦  ≦ ＋ρ でb y b
b  = ( )y g x

であるから狭義単調増加
－ρb δ

－ρ                                ＋ρa a a中間値の定理により

(  , －ρ)f x b(  , ) = 0 f x y

を満たす  がただ一つ存在する。その  を ( ) とする。y y g x

●  が  で連続であることを示す。g a
(  , ＋ε)a b

( )g x
ρε

(  , )a b (α,β)b

ρ
ε

(  , －ε)a b

ρ             ρ
δ             δ a

| － | < δ (δ≦ρ)  →  (  , ) = 0 を満たす  = ( ) は －ε と ＋εの間x a f x y y g x b b

にあるから | ( )－ | <εg x b
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● '( ) = －
(  , ( ) )

(  , ( ) )
g x

D2f x g x

D1f x g x

 ∈  において (  , ( ) ) > 0 であり、 (  , ) , (  , ) はともに連続x I D2f x g x D1f x y D2f x y

なので、 ' も連続である。g

● 注意について

γ( ) = (  , ( ) ) とおけば、微分鎖律によりx x g x

(γ( ) ) =  (γ( ) ) · γ'( ) = ( (  , ) , (  , )
1
'( )dx

d
f x grad f x x D1f x y D2f x y g x

（P.180　定理３）

(2) ( ) = 
∂

∂
 = －

(  , ( ) )

(  , ( ) )
Di g x

～

xi

g

Dn f x
～ g x～

Di f x
～ g x～

 を  の任意の点とし、| | ≠ 0 を十分小さい数として、x～ V h
i
∨

 = (0 , ··· , 0 ,  , 0 , ··· ,　0) を加えた ＋  も  に属するとする。h～ h x～ h～ V

( ) =  , ( ＋ ) = ＋  とし g x～ y g x～ h～ y k
                  i n
                  ∨ ∨

 = (  , ) ,  = (  , ) = (0 , ··· , 0 ,  , 0 , ··· , 0 , )x x～ y h h～ k h k

とおく。そのとき多変数関数に関する平均値の定理によって

( ＋ )－ ( ) =  ( ＋θ ) · f x h f x grad f x h h

を満たす θ ( 0 < θ < 1 ) が存在する。

( ) = 0  ,  ( ＋ ) = ( ＋  , ( ＋ ) ) = 0f x f x h f x～ h～ g x～ h～

であるから、

(  ( ＋θ ) , ··· ,  ( ＋θ ) , ··· ,  ( ＋θ ) ) ·  = 0D1 f x h Di f x h Dn f x h h

 ( ＋θ ) ＋  ( ＋θ ) )  = 0Di f x h h Dn f x h k

( ＋ )－ ( )
 =  = －

 ( ＋θ ) )

 ( ＋θ )

h

g x～ h～ g x～

h

k

Dn f x h

Di f x h

左辺は  → 0 としたときの 
∂

∂
 であり、  →   なので 

∂

∂
 = －

 ( )

 ( )
h

xi

g
h 0

xi

g

Dn f x

Di f x
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（P.183　定理３　ラグランジュ乗数法）

(  , ··· ,  , ··· , ) = (  , ··· ,  , ··· ,  , (  , ··· ,  , ··· , ) )F x1 xi xn－1 f x1 xi xn－1 g x1 xi xn－1

とおく。 (  , ··· ,  , ··· , )  ,  (  , ··· ,  , ··· , )  を  の関数とみなせF x1 xi xn－1 g x1 xi xn－1 xi

ば、γ( ) = (  , ··· ,  , ··· ,  , ( ) ) としてxi x1 xi xn－1 g xi
γ

( ) = (0 , ··· , 0 , 1 , 0 , ··· , 0 , ( ) )  なので、微分鎖律により
dxi

d
xi Dig xi

(γ( ) ) =  (γ( ) ) · γ( )  Di f xi grad f xi Di xi

= ( ( ) , ··· , ( ) , ··· , ( ) ) · 
γ

( ) D1f x Di f x Dn f x dxi

d
xi

= ( )＋ ( ) ( )Di f x Dn f x Di g xi

また、 ( ) = 0    (  = 1 , ··· , － 1) なのでDi F a
～ i n

( ) = ( )＋ ( )
∂

∂
( ) = 0   (  = 1 , ··· , － 1)    Di F a

～ Di f a Dn f a xi
g a～ i n

（P.185　例１）

－2λ  = 0 →  = 2λ  y x y x

－2λ  = 0 →  = 2λx y x y

＋  = 4λ ＋4λ  = 4λ ( ＋ )  →  4λ  = 1  →  λ = ±
2

1
   x2 y2 2x2 2y2 2 x2 y2 2

λ= 
2

1
 の場合  =  となりy x

2  = 1 から  = ±
2

1
 この場合  x2 x

(
2

1
 , 

2

1
) , (－

2

1
 , －

2

1
)

λ= －
2

1
 の場合  = －  となり y x

2  = 1 から  = ±
2

1
　この場合x2 x

(
2

1
 , －

2

1
) , (－

2

1
 , 

2

1
)
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（P.186　例２）

2

λ
＋···＋

2

λ
 =   →  λ( ＋···＋ ) = 2  → λ = 

＋···＋

2
a1

a1
a1

a1
k a2

1 a2
n k

a2
1 a2

n

k

よって ② より

 = 
＋···＋

  →  ＋···＋  = 
( ＋···＋ )

( ＋···＋ ) = 
＋···＋

xi a2
1 a2

n

aik
x2

1 x2
n a2

1 a2
n

2

k2

a2
1 a2

n a2
1 a2

n

k2

● 最小点であることの理由

＋···＋  ≦ | |  かつ ＋···＋  =  を満たす集合を  とすれば、  はx2
1 xn

2

a1

k
2 a1x1 anxn k S S

コンパクトであり、点 (  , 0 , ··· , 0) は  に含まれ、そのときの  の値は  で　
a1

k
S f

a2
1

k2

 ≧ 
＋···＋

 である。また③で求めた点を  とすれば  の対称性から、
a2

1

k2

a2
1 a2

n

k2

P f P

の近傍で符号は一定であるので鞍点ではない。最大点でないことはわかっている

ので、③で求めた点は  の内点であり、最小点ということになる。(P.166 参照)S

（境界点でのチェックなしに最小点であることを決断できるか疑問である。次の注

意の内容が決定的である。）

（P.186　例３）

 は定数なので、 (  ,  , ) = ( － )( － )( － ) としている。s f x y z s x s y s z

－( － )( － )－λ= 0  ···  ①

－( － )( － )－λ = 0  ···  ②

－( － )( － )－λ = 0  ···  ③

＋ ＋  = 2   ···  ④

s y s z

s x s z

s x s y

x y z s

一番長い辺を  とするとz

三角不等式で  ≦ ＋  → 2  ≦ ＋ ＋  →  ≦ 
2

2
 = z x y z x y z z

s
s

 =  のとき三角形は直線となってしまうので、そのときの面積は 0 となる。よってz s

 <  としてよい。当然  <  ,  <  である。z s x s y s

①、②から

 →  ( － ) = ( － ) →  = s y s x x y( － )( － ) = ( － )( － )s y s z s x s z
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②、③から

( － ) = ( － ) →  = s z s y y z

z
④から 3  = 2  →  =  =  = 

3

2
x s x y z s

Cs
３点  ,  ,  は平面 ① の上にある。A B C

A
右図の△  上の点は ① を満たしている。ABC

y
sそしてこの△  上の点の集合を  とすABC E s

Bれば、  はコンパクトである。E x

点  ,  ,  では  = 0 A B C f

辺  上では  =  なので  = 0 同様に、辺  , 辺  上で  = 0 である。AB x s f AC BC f

したがって、  の境界点で  = 0 である。  の内部では  > 0 なので最大点は E f S f E

の内部の点である。したがってそれは  の臨界点である。f

以上によって、(
3

2
 , 

3

2
 , 

3

2
) が最大点となり、そのときの面積はs s s

(
3

)  = 
3

 = 
3 3

s
s

3

3

s4 s2

（P.191　定理１）

( ) は  で一様連続であるということは、任意のε> 0 に対し、あるδ> 0 が存在f x S

し、 ( － ') <δ となる任意の  , ' に対して、| ( )－ ( ') | <ε が成り立つ。d x x x x f x f x

ただし、このδは  , ' の選び方には依存しない。x x

この定理の証明では、  = (  , ) としたとき、  を 区間 [  , ] で止めて考えていx x y x a b

るので、 | (  , )－(  , ') | <δ  →  | － ' | <δ としている。x y x y y y

● φ  を [  , ] で連続な関数、φ  を [  , ] で連続な関数とする。
1 a b 2 c d

φ(  , ) = φ ( )φ ( ) x y 1 x 2 y

とすれば、

(φ) =  [  φ(  , )  ]  =  [  φ ( )φ ( )  ]I ó
õc

d ó
õa

b
x y dx dy ó

õc

d ó
õa

b

1 x 2 y dx dy

=  φ ( )  ·  φ ( )ó
õa

b

1 x dx
ó
õc

d

2 y dy
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 '(φ) =  [  φ(  , )  ]  =  [  φ ( )φ ( )  ]I ó
õa

b ó
õc

d
x y dx dy ó

õa

b ó
õc

d

1 x 2 y dx dy

=  φ ( )  ·  φ ( )ó
õc

d

2 y dy
ó
õa

b

1 x dx

(φ) =  '(φ)I I

●  の点を分離することについては、  ≠ ' に対して φ( ) ≠ φ( ) となるS x x x x

φ∈  が存在することを確かめればよい。A y

xy2

(0 <  <  の場合)a b
(－ , )a b ( , ) a b

この場合は
( , )b a(－ , )b a

－  = ( － ) ≠ 0　なのでa2b ab2 ab a b x2y x
0

 ,  のいずれかでx2y xy2
(－ ,－ )b a ( ,－ )b a

( ,－ )a b(－ ,－ )a b分離できる。

(0 <  =  の場合)a b xy2

 ,  のいずれかでxy2 x2y
(－ , )a a ( , ) a a

分離できる。

x2y
0

(－ ,－ )a a ( ,－ )a a

(どちらか 0 の場合)

( ＋1)  , ( ＋1) のいずれかでx y x y
(0, )b

分離できる。
(－ ,0)a ( ,0)a

0

(0,－ )b

(0,0) と (± ,0) の場合は　 ( ＋1) a x y

(0,0) と (0,± ) の場合は  ( ＋1)b x y
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以上により、分離できるφが存在する。（もっと上手い証明はないだろうか？）

● 零化に関しては ( － )( － ) という形の関数で  ,  を調整すればよい。 x m y n m n

この定理は他書では、 (  , ) が  で可積分であることを仮定としてf x y S

 (  , )  =   (  , )  =   (  , )ó
õS

　
f x y dS ó

õc

d ó
õa

b
f x y dxdy ó

õa

b ó
õc

d
f x y dxdy

としている。まだ重積分を定義してない状態で右の等号が成り立つことを示したこ

とはすばらしい。

（P.194　定理３）

 ≦  ≦  ,  ≦  ≦  として、３変数の関数a u b a v b

Φ(  ;  , ) =  (  , )y u v ó
õu

v
f x y dx

を考える。この段階では、  ,  ,  は唯の独立変数と考える。そして、定理２の仮y u v

定から  = [  , ]×  であり、 (  , ) が  で存在して連続である。S a b I D2f x y S

単なる偏微分なので、  ,  を定数とみなせば、定理２によってu v

∂

∂Φ
 =  (  , )   

y
ó
õu

v
D2f x y dx

(  , ) は  で連続なので定理１から 
∂

∂Φ
 は  内の閉区間で連続である。D2f x y S

y
I

ここで次のことを証明する。

●  ≦  ≦  ,  ≦  ≦  で定義された関数 (  , ) は (  , ) = ( ) a x b c y d f x y f x y g y

のとき、 ( ) が  ≦  ≦  で連続ならば、[  , ]×[  , ] で連続である。g y c y d a b c d

（証）  = (  , ) ,  = (  , ) とする。 ( ) は連続なので、任意のε> 0 にa a1 a2 x x1 x2 g y

対して、あるδ> 0 が存在して

| －  | <δ → | ( )－ ( ) | <ε とすることができる。a2 x2 g a2 g x2

このとき、任意の  , ' ∈ [  , ] に対して (  , ) = ( ' , ) = ( ) なのでx x a b f x y f x y g y

| －  | <δ とすれば | －  | ≦ | －  | から a x a2 x2 a x

| ( )－ ( ) | = | ( )－ ( ) | < ε となる。f a f x g a2 g x2

そこで、上の  内の閉区間を [  , ] とすれば [  , ]×[  , ] ⊂  となり、I c d a b c d S

[  , ]×[  , ] で 
∂

∂Φ
 は連続となる。a b c d

y
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また７．２節の定理３によって

 (  , )  を  の関数とみれば 
∂

∂Φ
 = (  , ) となり、  で連続である。ó

õu

v
f x y dx v

v
f v y S

 (  , )  を  の関数とみれば、  (  , )  = －  (  , )  からó
õu

v
f x y dx u ó

õu

v
f x y dx ó

õv

u
f x y dx

∂

∂Φ
 = － (  , ) となり、  で連続である。

u
f u y S

故に、
∂

∂Φ
 , 

∂

∂Φ
 , 

∂

∂Φ
 は [  , ]×[  , ] で  級となる。

y v u
a b c d C 1

したがって、P.136 系から Φ は [  , ]×[  , ] で微分可能となる。a b c d

次に γ( ) = (  , ( ) , ( ) ) とすれば、微分鎖律からy y u y v y

( ) = Φ(  ; ( ) , ( ) )  であるからF y y u y v y

 '( ) = ( 
∂

∂Φ
 , 

∂

∂Φ
 , 

∂

∂Φ
) 

1

= 
∂

∂Φ
＋

∂

∂Φ
＋

∂

∂Φ
F y

y u v
dy

du

dy

dv
y u dy

du

v dy

dv

=  (  , ) － ( ( ) , ) ＋ ( ( ) , )ó
õu(y)

v(y)
D2f x y dx f u y y

dy

du
f v y y

dy

dv

（P.195　例１）

 =  →  =   →   = α    として 
α

 =   y xα y eα log x t log x
d

dt
log x

→   α = 
 

1
   = 

 
＋ó

õ
xα d

log x
ó
õ
et dt

log x

xα

C

（P.195　例２）

 =  →   = α    →  
1

∂α

∂
 =   → ' =  y xα log y log x

y

y
log x y xαlog x

 = [0 , 1]×(  , ＋∞) とすると、   は  で連続なので、αの関数S a xαlog x S

(α) =   = 
α＋1

1
  は 定理２からαに関して (  , ＋∞) で微分可能で、 F ó

õ0

1
xαdx a

 '(α) =     = －
(α＋1)

1
F ó

õ0

1
xαlog x dx

2
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 =   → 
∂α

∂
 =   ( )' = (  )y xαlog x

y
log x xα xα log x 2

 回微分するとn

∂α

∂
 = (  )

n

ny
xα log x n

 = 
α＋1

1
 → 

α
 = (

1
)'×1 = －

1
 = －

(α＋1)

1
 y

d

dy

t t2 2

もう一回 αで微分すると

(－
(α＋1)

1
)' = －1×(－2)×  = 

(α＋1)

2
2

t－3

3

もう一回 αで微分すると

(
(α＋1)

2
)' = 2×(－3)×  = 

(α＋1)

(－1) × 3!
3

t－4

4

3

 回微分するとn

 (  )  = 
(α＋1)

(－1)  !ó
õ0

1
xα log x ndx

n＋1

n n

　  （P.196　例３） ( まぎらわしいので、x , y を入れかえる。)

定理３をまとめておくことにする。

(  , ) は  の領域  = [  , ]×  で定義された連続関数とする。ただし、f x y R2 S a b I

 は  のある区間である。 ( ) , ( ) は  ≦ ( ) ≦  ,  ≦ ( ) ≦  を満 I R u y v y a u y b a v y b

たす 級の関数とする。そのとき、 (  , ) が  で存在して連続ならばC　1 D2f x y S

( ) =  (  , )F y ó
õu(y)

v(y)
f x y dx

とおけば

 '( ) =  (  , ) － ( ( ) , ) ＋ ( ( ) , )F y ó
õu(y)

v(y)
D2f x y dx f u y y

dy

du
f v y y

dy

dv

( ) は原点を含むある区間  で連続であるとし、  ∈  に対してf y I y I

( ) =  
( －1)!

( － )
( )        (  = 2 , 3 , ··· )Fn y

ó
ô
õ0

y

n

y x n－1

f x dx n
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とおく。特に  = 1 のときには次のようにする。n

( ) =  ( )  F1 y
ó
õ0

y
f x dx

φ(  , ) = 
( －1)!

( － )
( )   (  = 2 , 3 , ··· ) とすれば φ は  = [  , ]×  で連x y

n

y x n－1

f x n S a b I

続である。 ( ) =  とし、 ( ) は  級であり、  ≦ ( ) ≦  とする。定理３からv y y v y C 1 a v y b

'( ) =  φ(  , ) ＋φ(  , )Fn y ó
õ0

y
D2 x y dx y y

=  
( －2)!

( － )
( ) ＋

( －1)!

( － )
( ) =  

( －2)!

( － )
( )  = ( )

ó
ô
õ0

y

n

y x n－2

f x dx
n

y y n－1

f y
ó
ô
õ0

y

n

y x n－2

f x dx Fn－1 y

'( ) = ( )   ···  ①Fn y Fn－1 y

'( ) = ( )         ···  ②F1 y f y

①、②から '( ) = ( )  →  ''( ) = '( ) = ( )  →  '''( ) = ( ) となりF3 y F2 y F3 y F2 y F1 x F3 y f x

( ) = ( )  ···  ③ 
dyn
dn

Fn y f y

( ) =  
( －1)!

( － )
( )     (  ≧ 2 )  からFn y

ó
ô
õ0

y

n

y x n－1

f x dx n

( ) =  
( －( －1) )!

( － )
( )  =  

1!

( － )
( )   だからFn

 (n－1) y
ó
ô
õ0

y

n n

y x n－(n－1)

f x dx
ó
ô
õ0

y y x
f x dx

(0) = '(0) = ··· = ( ) = 0 Fn Fn Fn
 (n－1) y

となる。

（P.197　広義積分の一様収束）

(  , ) が  の領域  = [  , ＋∞)×  で連続であるとする。各  ∈  に対しf x y R2 S a I y I

 (  , )  が収束するとし、それを  の関数として ( ) とする。ó
õa

＋∞
f x y dx y F y

 >  として、 (  , ) は連続なので可積分であり、 ( ) を次のように定義する。t a f x y Ft y

( ) =  (  , )  Ft y
ó
õa

t
f x y dx

このとき、任意のε> 0 に対し、  に無関係な実数  が存在して、  >  である限y K t K
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り、すべての  ∈  に対してy I

| ( )－ ( ) | = |  (  , ) －  (  , )  | = |  (  , )  | <εF y Ft y
ó
õa

＋∞
f x y dx ó

õa

t
f x y dx ó

õt

＋∞
f x y dx

となるとき、 ( ) は ( ) に一様収束するという。Ft y F y

（P.198　定理４）

定理１から (  , ) は ' = [  , ]×[  , ] で連続なので、 ( ) =  (  , )f x y S a t c d Ft y
ó
õa

t
f x y dx

は  ∈ [  ,  ] で連続である。仮定により  → ＋∞ のとき ( ) は ( ) に一様y c d t Ft y F y

収束するのであるから、広義積分

( ) =  (  , )F y ó
õa

＋∞
f x y dx

は各  に対し存在し、命題１から ( ) は連続である。よって、  ( )  は確定y F y ó
õc

d
F y dy

する。さらに命題２から

 ( )  = lim  ( )ó
õc

d
F y dy

t→＋∞

ó
õc

d
Ft y dy

lim  ( )  は確定する。しかるに定理１によって
t→＋∞

ó
õc

d
Ft y dy

 ( )  =   (  , )  =   (  , )ó
õc

d
Ft y dy

ó
õc

d ó
õa

t
f x y dxdy ó

õa

t ó
õc

d
f x y dxdy

lim    (  , )  = lim  ( )  
t→＋∞

ó
õa

t ó
õc

d
f x y dxdy

t→＋∞

ó
õc

d
Ft y dy

なので lim    (  , )  は確定し   (  , )  と表すことが
t→＋∞

ó
õa

t ó
õc

d
f x y dxdy ó

õa

＋∞ ó
õc

d
f x y dxdy

できる。よって

 ( )  =   (  , )ó
õc

d
F y dy ó

õa

＋∞ ó
õc

d
f x y dxdy

● 有限区間における広義積分に命題１，２を置きかえる。

（命題１’）

関数 fα
 : I → R が連続で、α → α

0
＋0 のとき fα

 が I で f に一様収束す

るならば、f も I で連続である。

（証）  を  の任意の 1 点とする。ε> 0 に対し、あるη> 0 が存在し、x0 I

0 < α－α  <η を満たすすべての α と  に対して
0

すべての x ∈ I
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| ( )－ ( ) | <
3

ε
fα x f x

が成り立つ。また、  は  で連続なので、あるδ> 0 が存在して、| －  | <δfα I x x0

なるすべての  に対してx

| ( )－ ( ) | < 
3

ε
fα x fα x0

が成り立つ。よって | －  | <δ ならば、x x0

| ( )－ ( ) | = | ( )－ ( )＋ ( )－ ( )＋ ( )－ ( ) |f x f x0 f x fα x fα x fα x0 fα x0 f x0

≦ | ( )－ ( ) |＋| ( )－ ( ) |＋| ( )－ ( ) |f x fα x fα x fα x0 fα x0 f x0

< 
3

ε
＋

3

ε
＋

3

ε
 = ε

よって  は  で連続である。f x0

（命題２’）

fα
 が区間 [a , b] で連続な関数で、α → α

0
＋0 のとき f に一様収束すると

する。そのとき

lim
α→α0＋0

 ó
õa

b
 fα

(x)dx = ó
õa

b
 f(x)dx

が成り立つ。

（証）一様収束性より、任意のε> 0 に対し、あるδ> 0 が存在して

0 < α－α  < δ なるすべてのαとすべての  ∈ [  , ] に対して
0 x a b

| ( )－ ( ) | < 
－

ε
fα x f x

b a

が成り立つ。よって

|  －   | ≦  | －  | < 
－

ε
×( － ) = εó

õa

b
fα

ó
õa

b
f ó

õa

b
fα f

b a
b a

となる。

　有界区間の広義積分に置きかえる。（直線  =  上で不連続）（定理４’） x a

(  , ) は  = (  , ]×[  , ] で連続であるとする。  <  ≦  としf x y S a b c d a t b

定理１から (  , ) は ' = (  , ]×[  , ] で連続なので、 ( ) =  (  , )f x y S t b c d Ft y
ó
õt

b
f x y dx

は  ∈ [  ,  ] で連続である。仮定により  → ＋0 のとき ( ) は ( ) に一様y c d t a Ft y F y

収束するのであるから、広義積分
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 (  , )ó
õa

b
f x y dx

は各  ∈ [  ,  ] に対し収束し、 ( ) =  (  , )  と定義でき、命題１’からy c d F y ó
õa

b
f x y dx

( ) は [  , ] で連続である。したがって  ( )  は確定する。F y c d ó
õc

d
F y dy 

命題２’により

 ( )  = lim   ( )ó
õc

d
F y dy

t→a＋0

ó
õc

d
Ft y dy

が成り立つ。つまり lim   ( )  が確定する。
t→a＋0

ó
õc

d
Ft y dy

しかるに定理１によって

 ( )  =   (  , )  =   (  , )ó
õc

d
Ft y dy

ó
õc

d ó
õt

b
f x y dxdy ó

õt

b ó
õc

d
f x y dxdy

よって

lim   ( )  = lim    (  , )  
t→a＋0

ó
õc

d
Ft y dy t→a＋0

ó
õt

b ó
õc

d
f x y dxdy

から lim    (  , )  は確定し、これを   (  , )  とし
t→a＋0

ó
õt

b ó
õc

d
f x y dxdy ó

õ→a

b ó
õc

d
f x y dxdy

 ( )  =   (  , )ó
õc

d
F y dy ó

õ→a

b ó
õc

d
f x y dxdy

となる。

　（定理５’） 有界区間の広義積分に置きかえる。（直線 x = a 上で不連続）

 = (  , ]×  としS a b I

( ) =  (  , )  , ( ) =  (  , )  とおけば、 ( ) は連続でG y ó
õ→a

b
D2f x y dx Gt y

ó
õt

b
D2f x y dx Gt y

( ) に一様収束するのであるから、 ( ) は  で連続である。続きは定理４’からG y G y I

導き出せる。

（P.200　定理６）

各  ∈  に対しy I

 (  , )  は上巻P.260 定理３、または P.261 系によりó
õa

＋∞
f x y dx

 | (  , ) |  ≦  φ( )ó
õa

＋∞
f x y dx ó

õa

＋∞
x dx
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であるから絶対収束する。したがって

F(y) = ó
õa

＋∞
 f(x , y)dx 　←　この収束は一様収束のターゲットになる。

とする。次に一様収束の定義から、  >  として (  , ) は連続なのでt a f x y

( ) =  (  , )Ft y
ó
õa

t
f x y dx

と定義できる。そして、任意のε> 0 に対して実数  が存在して、  >  なるすべK t K

ての  に対してt

  φ( )  < εó
õt

＋∞
x dx

とできるので、任意の  ∈  に対してy I

| ( )－ ( ) | = |  (  , )  | ≦ |  | (  , ) |  ≦  φ( )F y Ft y
ó
õt

＋∞
f x y dx ó

õt

＋∞
f x y dx ó

õt

＋∞
x dx

から、  に関して一様収束する。y

● 任意のε> 0 に対して実数  が存在して、  >  なるすべての  に対してK t K t

|  φ( )  | =   φ( )  < εó
õt

＋∞
x dx ó

õt

＋∞
x dx

については  φ( )  が存在するのであるから、任意の ε> 0 に対し、あるó
õa

＋∞
x dx

実数  が存在して  >  なるすべての  に関してK t K t

|  φ( ) －  φ( )  | =  φ( )  < εó
õa

＋∞
x dx ó

õa

t
x dx ó

õt

＋∞
x dx

とならなければならない。

● この定理を有界区間の広義積分の形にする。

(  , ) が  = (  , ]×  で定義された連続関数とする。f x y S a b I

（ⅰ） (  , ] で定義されたある連続関数 φ( ) が存在して、任意の  ∈  に対しa b x y I

| (  , ) | ≦ φ( )f x y x

（ⅱ）  φ( )  が収束する。ó
õ→a

b
x dx

上の二つが満たされたとき、  (  , )  は  →  のとき、  に関して一様収束ó
õt

b
f x y dx t a y

する。つまり、 ( ) =  (  , )  に一様収束するので、 ( ) は  で連続となF y ó
õ→a

b
f x y dx F y I

る。
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（略証） |  (  , )  | ≦  | (  , ) |  ≦  φ( )  < εó
õt

b
f x y dx ó

õt

b
f x y dx ó

õt

b
x dx

（P.200　例１）

 =  →   = ( －1)   → 
'
 =   → ' =  y xs－1 log y s log x

y

y
log x y xs－1log x

ガンマ関数 Γ( ) は、  > 0 に対しs s

● Γ( ) =     →  Γ'( ) =     s ó
õ0

＋∞
e－xxs－1dx s ó

õ0

＋∞
e－xxs－1log x dx

（証） 次のように区間にわける。

Γ( ) =  ＋   = ( )＋ ( ) s ó
õ0

1
e－xxs－1dx ó

õ1

＋∞
e－xxs－1dx F1 s F2 s

Γ'( ) =    ＋     = ( )＋ ( )s ó
õ0

1
e－xxs－1log x dx ó

õ1

＋∞
e－xxs－1log x dx G1 s G2 s

上巻 P.291 定理４から、F1
(s) , F2

(s) は、s > 0 に対し収束する。

定理５、６を有界区間の形に書き直す。

（定理５’）

(  , ) は  = (  , ]×  で定義された連続関数であるとする。f x y S a b I

（ⅰ） 各  ∈  に対し、 　 (  , )  は収束する。 それを ( ) とおく。y I ó
õ→a

b
f x y dx F y

（ⅱ）  で (  , ) は連続で ( ) =  (  , )  が  ∈  に関し S D2f x y Ft y
ó
õt

b
D2f x y dx y I

 →  のとき ( ) に一様収束する。t a F y

上の二つが満たされたとき、　  '( ) =  (  , )F y ó
õ→a

b
D2f x y dx

（定理６’）

（ⅰ） (  , ] で定義されたある連続関数 φ( ) が存在して、任意の  ∈  a b x y I

に対し | (  , ) | ≦ φ( )f x y x

（ⅱ）  φ( )  が収束する。ó
õ→a

b
x dx

上の二つが満たされたとき、  (  , )  は  →  のとき、  に関して一様ó
õt

b
f x y dx t a y

収束する。つまり、 ( ) =  (  , )  に一様収束するので、 ( ) は  でF y ó
õ→a

b
f x y dx F y I

連続となる。
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● 区間 (0 , 1]

 = (0 , 1]×(0 , ＋∞) として  ∈  = (0 , ＋∞) で '( ) = ( ) を証明する。 S s I F1 s G1 s

  0 <α のとき    → 0  (  → 0＋) （準備） xαlog x x

（証） －  =   とすれば   = α   = －α   →  = t log x log xα log x t xα e－αt

lim    = lim  －  = lim  －  = 0  （上巻 P.167 定理２）
x→0

xαlog x
t→＋∞

te－αt

t→＋∞ e－αt

t

( ) =     は  ≦ 1 ならば広義積分になる。G1 s
ó
õ0

1
e－xxs－1log x dx s

いま  > 0 を一つ固定する。0 <δ<  なるδをとれば、任意の  ≧  に対しs1 s1 s s1

区間 0 <  ≦ 1 でx

|   | ≦ |   | = |   |e－xxs－1log x e－xx
s1－1

log x e－xx
δ－1＋s1－δ

log x

= |   |e－xxδ－1 x
s1－δ

log x

となり、 －δ> 0 なので、上の準備から   → 0  (  → 0＋)s1 x
s1－δ

log x x

よってある定数  が存在して、0 <  ≦ 1 でM x

|   | ≦ e－xxs－1log x Me－xxδ－1

が成り立つ。ここで φ( ) =  とすれば、定理６’において x Me－xxδ－1

（ⅰ） φ( ) は (0 , 1] において連続であり、任意の  ∈  に対してx s I

|   | ≦ φ( )e－xxs－1log x x

（ⅱ）   =   は δ> 0 なので収束する。 ó
õ→0

1
Me－xxδ－1dx Mó

õ→0

1
e－xxδ－1dx

よって  ≧  において    (  → 0) は一様収束する。そしてs s1
ó
õt

1
e－xxs－1log xdx t

その極限は定理５’から  (   )' = '( ) に等しい。 つまり ó
õ0

1
e－xxs－1dx F1 s

'( ) = ( ) F1 s G1 s

 は任意であったから、いくらでも小さくできるので  > 0 においてs1 s

'( ) = ( ) F1 s G1 s

● 区間 [1 , ＋∞)

 = [1 , ＋∞]×  として  ∈  で '( ) = ( ) を証明する。 S I s I F2 s G2 s
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 > 0 を一つ固定し、  ≦  ならば  の区間 [1 , ＋∞) でs2 s s2 x

  =  
 

 ≦  
 

e－xxs－1log x e－xxs
x

log x
e－xx

s2

x

log x

となり、
 

 → 0  (  → ＋∞)  （上巻 P.167 定理３）
x

log x
x

よってある定数  が存在して、1 ≦  < ＋∞ でM x

|   | =   ≦ e－xxs－1log x e－xxs－1log x Me－xx
s2

が成り立つ。ここで φ( ) =  とすれば、定理６においてx Me－xx
s2

（ⅰ） φ( ) は [1 , ＋∞) において連続であり、任意の  ∈  に対してx s I

|   | ≦ φ( )e－xxs－1log x x

（ⅱ）   =   は  > 0 なので収束する。 ó
õ1

＋∞
Me－xx

s2dx Mó
õ1

＋∞
e－xx

s2dx s2

よって  ≦  において    (  → ＋∞) は一様収束する。そしs s2
ó
õ1

t
e－xxs－1log xdx t

てその極限は定理５から  (   )' = '( ) に等しい。 つまり ó
õ1

＋∞
e－xxs－1dx F2 s

'( ) = ( ) F2 s G2 s

 は任意であったから、いくらでも大きくできるので  > 0 においてs1 s

'( ) = ( ) F2 s G2 s

ゆえに  > 0 において Γ'( ) =    s s ó
õ0

＋∞
e－xxs－1log xdx

となる。

（解析入門 Ⅰ　杉浦光夫 著　東大出版 P.326 以降が詳しい。）

（P.202　例２）

 
 

 = 
2

π
 の証明　　（上巻 P.290 例）

ó
ô
õ0

＋∞

x

sin x
dx

（証）  ,  を定数、  > 0 とする。a b a

    = 
＋

(  －  )
  　 ←　上巻 P.270 例２ó

õ
e－axcos bx dx

a2 b2

e－ax bsin bx acos bx

    = 0－
＋

－
 = 

＋
  ···  ①ó

õ0

＋∞
e－axcos bx dx

a2 b2

a

a2 b2

a
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ここで、上の積分を  = [0 , ＋∞)×  とし (  , ) ∈  に対し S I x b S

(  , ) =   とみる。f x b e－axcos bx

したがって |   | ≦  e－axcos bx e－ax

 (  , )  は収束する。定理６から 0 ≦  < ＋∞ において φ( ) = ó
õ0

＋∞
f x b dx x x e－ax

とすれば

（ⅰ） φ( ) は [0 , ＋∞) で連続で、  に属する任意の  に対し x I b

 | (  , ) | ≦ φ( )f x b x

（ⅱ）   = －
1

 = 
1

 となり収束する。ó
õ0

＋∞
e－axdx

a
e－ax

＋∞

0 a

よって、  に関して  (  , )  に一様収束するので、定理４から [0 , ] ⊂ b ó
õ0

＋∞
f x b dx b I

としたとき、

( ) =  (  , )  =     は [0 , ] で連続でF b ó
õ0

＋∞
f x b dx ó

õ0

＋∞
e－axcos bx dx b

 ( )  = (     )  となる。ó
õ0

b
F b db ó

õ0

＋∞ ó
õ0

b
e－axcos bx db dx

 =  とすれば  =  →  = 
1

t bx
db

dt
x db

x
dt

    = [  ]  =  　←   の  に  を代入ó
õ0

b
e－axcos bx db

x

e－ax

sin bx
b
0 x

e－ax

sin bx bx b b

よって①の左辺を  に関して 0 から  まで定積分するとb b

(     )  = 
 

 ó
õ0

＋∞ ó
õ0

b
e－axcos bx db dx

ó
ô
õ0

＋∞

e－ax

x

sin bx
dx

また①の右辺は

 
＋

 =      ←  上巻 P.252 定理１ ( )
ó
ô
õ0

b

a2 b2

a
db arc tan

a

b
e

①から

 
 =     ···  ②

ó
ô
õ0

＋∞

e－ax

x

sin bx
dx arc tan

a

b

を得る。
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　準備 １

 =  ,  =    →  ' = 1f x g arctan
a

x
f

  =  →  (  )  =  = 
1－

 =  tan g
a

x
tan g 2

cos2g

sin2g

cos2g

cos2g

a2

x2

→  ( ＋1) = 1  →   = 

＋1

1
 = 

＋
  ···  ①cos2g

a2

x2

cos2g

a2

x2 x2 a2

a2

  =  の両辺を  で微分して、①を代入するとtan g
a

x
x

＋
 ' = 

1
  →  

1
 ' = 

1
  →  ' =  = 

＋cos2g

sin2g cos2g
g

a cos2g
g

a
g

a

cos2g

x2 a2

a

 '  = －  ' からó
õ
f g fg ó

õ
fg

   =    －  
＋

ó
ô
õ0

b

arctan
a

x
dx x arctan

a

x b

0

ó
ô
õ0

b

x2 a2

ax
dx

=    －
2

1
 

＋

2
    ←  

 '
 =  x arctan

a

x b

0
a
ó
ô
õ0

b

x2 a2

x
dx ó

õ f

f
log f

=   －
2

( ＋ )x arctan
a

x a
log x2 a2

b

0

=   －
2

( ＋ )＋
2

( )    ← ( ) = 2  b arctan
a

b a
log b2 a2

a
log a2 log a2 log a

=   －
2

( ＋ )＋  b arctan
a

b a
log b2 a2 alog a

準備 ２

 
 の  = 0 はこの積分の特異点ではない。

ó
ô
õ0

＋∞

e－ax

x

sin bx
dx x

 
 = 

 
 →   (  → 0 )e－ax

x

sin bx
be－ax

bx

sin bx
b x

 
 =     この左辺の積分も  について一様収束す

ó
ô
õ0

＋∞

e－ax

x

sin bx
dx arc tan

a

b
b

る。
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 = 

 
＋

 ó
ô
õ0

＋∞

e－ax

x

sin bx
dx

ó
ô
õ0

1

e－ax

x

sin bx
dx

ó
ô
õ1

＋∞

e－ax

x

sin bx
dx

とすれば、１番目の項は確定する。２番目の項は、  ≧ 1 なのでx

| 
 

 | ≦ e－ax

x

sin bx
e－ax

上と同様に  = [1 , ＋∞)×  とし (  , ) ∈  に対しS I x b S

(  , ) = 
 

 とみる。f x b e－ax

x

sin bx

定理６から 1 ≦  < ＋∞ において φ( ) =  とすればx x e－ax

（ⅰ） φ( ) は [1 , ＋∞) で連続で、  に属する任意の  に対し x I b

 | (  , ) | ≦ φ( )f x b x

（ⅱ）   = －
1

 = 
1

＋
1

 となり収束する。ó
õ1

＋∞
e－axdx

a
e－ax

＋∞

1 a a
e－a

よって  (  , )  は収束する。つまり  (  , )  は収束する。ó
õ1

＋∞
f x b dx ó

õ0

＋∞
f x b dx

よって、  に関して  (  , )  に一様収束するので、定理４から [0 , ] ⊂ b ó
õ0

＋∞
f x b dx b I

としたとき

( ) =  (  , )  =  
 

 は [0 , ] で連続でF b ó
õ0

＋∞
f x b dx

ó
ô
õ0

＋∞

e－ax

x

sin bx
dx b

 ( )  = (  
 

 )  となる。ó
õ0

b
F b db

ó
ô
õ0

＋∞ ó
ô
õ0

b

e－ax

x

sin bx
db dx

準備 ３

 
 

 =       (  =  とすると  =   →   =  )
ó
ô
õ0

b

e－ax

x

sin tx
dt

x

e－ax
ó
õ0

b
sin tx dt y tx

dt

dy
x dt

x

dy

= [ －  ]  = (1－  )
x2

e－ax

cos tx
b
0 x2

e－ax

cos bx

②の左辺を  に関して 0 から  まで定積分するとb b

(     )  =  
1－  ó

õ0

＋∞ ó
õ0

b
e－axcos bx db dx

ó
ô
õ0

＋∞

e－ax

x2

cos bx
dx
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②の右辺については、準備 １から

 
1－  ó

ô
õ0

＋∞

e－ax

x2

cos bx
dx

=   －
2

( ＋ )＋  b arctan
a

b a
log b2 a2 alog a

ここで  = 1 とすればb

 
1－  

 =  
1

－
2

(1＋ )＋     ···  ③
ó
ô
õ0

＋∞

e－ax

x2

cos x
dx arctan

a

a
log a2 alog a

さて、ここまで  > 0 として得たのであるが、  ≧ 0 なるとき 0 ≦  < ＋∞ でa a x

0 ≦ 
1－  

 ≦ 
1－  

e－ax

x2

cos x

x2

cos x

準備 ４

,   ' = 
 －2 (1－  )

 f = x , g = 
x2

1－cos x
 →　f ' = 1 g

x4

x2sin x x cos x

 = 
 ＋2  －2

x3

xsin x cos x

  '  = －  ' に代入してó
õ
f g fg ó

õ
fg

 
1－  

 = 
1－  

－  
 ＋2  －2ó

õ x2

cos x
dx

x

cos x ó
õ x2

xsin x cos x
dx

= 
1－  

－  (
2  －2

＋
 

)
x

cos x ó
õ x2

cos x

x2

xsin x
dx

   = 
1－  

＋2  
1－  

－  
 

x

cos x ó
õ x2

cos x
dx ó

õ x

sin x
dx

 
1－  

 = －
1－  

＋  
 

   ←  移項するとó
õ x2

cos x
dx

x

cos x ó
õ x

sin x
dx

lim
1－  

 = lim  
1

 
 = 0 ,  

 
 は収束することはわかっている。

x→0 x

cos x

x→0

sin x ó
ô
õ0

＋∞

x

sin x
dx

したがって 
1－  

 は収束する。
ó
ô
õ0

＋∞

x2

cos x
dx

(  , ) = 
1－  

 とみる。定理６から φ( ) = 
1－  

 とすればf x a e－ax

x2

cos x
x

x2

cos x
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準備 ４から (  , ) は  ≧ 0 で  に関して一様収束する。よって、  =0 でf x a a a a

連続である。

ゆえに ③の左辺は  → 0 のとき  
1－  

 =  
1－  

a
ó
ô
õ0

＋∞

e－ax

x2

cos x
dx

ó
ô
õ0

＋∞

x2

cos x
dx

右辺は  
1

－
2

(1＋ )＋   → 
2

π
  (  → 0 )arctan

a

a
log a2 alog a a

したがって

 
1－  

 = 
2

π
  ··· ④ 

ó
ô
õ0

＋∞

x2

cos x
dx

準備 ４から

 
1－  

 =  
 

 = 
2

πó
ô
õ0

＋∞

x2

cos x
dx

ó
ô
õ0

＋∞

x

sin x
dx

（P.204　例３）

 を定数として、積分      は　  = [0 , ＋∞)×  で定義されてa ó
õ0

＋∞
e－x2

cos ax dx S I

いるとする。|   | ≦  であるから、定理６のφ( ) =  とすればe－x2

cos ax e－x2

x e－x2

φ( ) は [0 , ＋∞) で連続で、任意の  ∈  に対し （ⅰ）、（ⅱ） を満たすのでx a I

 ( ) =    J a ó
õ0

＋∞
e－x2

cos ax dx

とすれば、任意の  ∈  に対し、     は一様収束する。a I ó
õ0

＋∞
e－x2

cos ax dx

(  , ) =  f x a e－x2

cos ax

とすれば (  , ) = －   でありD2f x a xe－x2

sin ax

 (  , )  =  －    は |－  | ≦  でó
õ0

＋∞
D2f x a dx ó

õ0

＋∞
xe－x2

sin ax dx xe－x2

sin ax xe－x2

あるから、定理６のφ( ) =  とすれば、φ( ) は [0 , ＋∞) で連続で、任意x xe－x2

x

 ∈  に対し （ⅰ） を満たす。a I

 =  →  = 2  から →  = 
2

1
 t x2

dx

dt
x dx

x
dt

  = 
2

1
  = －

2

1
[ ]  = 

2

1ó
õ0

＋∞
xe－x2

dx ó
õ0

＋∞
e－tdt e－t ＋∞

0

よって （ⅱ） を満たす。ゆえに  に関して一様収束することがわかったので、定a
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理５から

 '( ) =  －    =  (－ )   J a ó
õ0

＋∞
xe－x2

sin ax dx ó
õ0

＋∞
xe－x2

sin ax dx

 ' = －  ,  =   →    = 
2

1
 ,  ' =   f xe－x2

g sin ax f e－x2

g a cos ax

  '  = [ ] －  ' に代入してó
õ0

＋∞
f g fg ＋∞

0
ó
õ0

＋∞
fg

 (－ )    = 
2

1
 －  

2

1
   ó

õ0

＋∞
xe－x2

sin ax dx e－x2

sin ax
＋∞

0

ó
ô
õ0

＋∞

e－x2

a cos ax dx

= 
2

1
 －

2
   e－x2

sin ax
＋∞

0

a ó
õ0

＋∞
e－x2

cos ax dx

= －
2

 ( )
a
J a

よって 

 '( ) = －
2

 ( )J a
a
J a

（P.211　命題１）

{ (   ) } = { (   )  }  についてå
h=1

l
ckh å

i=1

m
bhiaij å

i=1

m
å
k=1

l
ckhbhi aij

予備定理

  =    (  記号の交換法則）å
i=1

m
å
j=1

n
aij å

j=1

n
å
i=1

m
aij å

 

 
⋯ ⋯

⋯ ⋯

⋮ ⋮ ⋮ ⋮

⋯ ⋯

⋮ ⋮ ⋮ ⋮

⋯ ⋯

a11 a12
a1j a1n

a21 a22
a2j a2n

ai1 ai2 aij ain

am1am2 amj amn

左辺は  を固定しておいて  を動かi j

したときの 、右辺は  を固定和の和 j

しておいて  を動かしたときのi 和の

である。なぜ一致するかは右図か和

らわかる。

{ (   ) } = (   ) =   å
h=1

l
ckh å

i=1

m
bhiaij å

h=1

l
å
i=1

m
bhiaijckh å

h=1

l
å
i=1

m
aijbhickh

ここで  =   (  ,  は変化しない ） とすれば、予備定理よりdih aijbhickh j k

=    =   =   =   = { (   )  }å
h=1

l
å
i=1

m
dih å

i=1

m
å
h=1

l
dih å

i=1

m
å
h=1

l
aijbhickh å

i=1

m
å
h=1

l
bhickhaij å

i=1

m
å
h=1

l
bhickh aij
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別の考え方としては、両辺とも同類項はなく  項ある。また、(  ,  ) を指定すlm i h

れば、両辺とも  という項が一つずつ存在するので等号が成り立つ。aijbhickh

（P.213　命題５）

もし  が単射だとして、  ≠ 0 , ( ) = 0 となる  が存在したとしたならば L v L v v

( ) = (0) = 0 となり矛盾する。よって  = 0 以外ない。L v L v

（P.214　命題７）

● もし他に ( ) =   (  = 1 , 2 , ··· ,  ) があったとすれば、 ( ) = ( ) となる。R vi wi i n L v R v

●  = 0 ＋···＋1 ＋···＋0  と一意的に表されるはずなので、 ( ) = vi v1 vi vn L vi wi

（P.215　命題８）

( ) =  (  = 1 , 2 , ··· , ) とする。L vi wi i n

●  が全射ならば ( ) =  なので、  の任意の元  に対して ( ) =  とL L V W W w L v w

なる  の元  が存在する。そのとき、  = ＋···＋  とすればV v v x1v1 xnvn

( ) = ( )＋···＋ ( ) =  なので、 ( ) (  = 1 , 2 , ··· , ) は  を生成L v x1L v1 xnL vn w L vi i n W

することになる。

単射ならば命題５から　 ( ) = 0 ならば  = 0 のときに限るので、0 ∈  に対してL v v W

0 = ( )＋···＋ ( ) とおけば、0 = ( ＋···＋ ) なのでx1L v1 xnL vn L x1v1 xnvn

＋···＋  = 0 でなければならない。したがって、  = ··· =  = 0 となり、x1v1 xnvn x1 xn

( ) は一次独立となる。L vi

● ( ) (  = 1 , 2 , ··· , ) が  の基底ならば、  の任意の元  に対しL vi i n W W w

 = ( )＋···＋ ( ) とすることができるはずである。 ( )＋···＋ ( )w y1L v1 ynL vn y1L v1 ynL vn

= ( ＋···＋ ) なので、  = ＋···＋  とすれば  ∈　  となってL y1v1 ynvn v y1v1 ynvn v V

( ) =  となる  が存在するので、  は全射となる。L v w v L

また ( ) = ( ＋···＋ ) = 0 とおけば  L v L y1v1 ynvn

( ＋···＋ ) = ( )＋···＋ ( ) = 0 なので、 ( ) の一次独立性から L y1v1 ynvn y1L v1 ynL vn L vi

 = ··· =  = 0 でなければならない。つまり  = 0 でなければならない。よってy1 yn v

命題５から  は単射である。L
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●  ,  が同型ならば  :  →  への同型写像が存在するので、  の底をV W L V W V

 (  = 1 , ··· , ) とすれば ( ) (  = 1 , ··· , ) は  の底になるので   =  vi i n L vi i n W dim V

  となる。dim W

逆に   =    ならば  の底  と  の底  は同数あることになる。dim V dim W W wi V vi

よって命題７から、 ( ) =  となる線型写像  がただ一つ存在する。そして上のL vi wi L

証明からこの  は同型写像でなければならないことになる。L

（P.217　命題１１）

この命題は数ベクトル空間について語っていることに注意したい。したがって

底は標準基底であり、  次元 ベクトル空間から  次元 ベクトル空間への写n 数 m 数

像  に限定している。LA

 = ＋···＋  とすれば p.210 の定義 ② から  = ＋···＋  であx x1e1 xnen Ax x1a1 xnan

り、 ( ) = ( ＋···＋ ) =  = ＋···＋LA x LA x1e1 xnen Ax x1a1 xnan

 の底を {  , ··· ,  } とすれば、F m  u1 um
  a1
       aj         an＋···＋x1a1 xnan

= ( ＋···＋ ＋···＋ ) ＋···x1a11 xja1j xna1n u1

 = 

⋯ ⋯

⋮  ⋮  ⋮
⋯ ⋯

⋮  ⋮  ⋮
⋯ ⋯

A

a11 a1j a1n

ai1 aij ain

am1 amj amn

＋( ＋···＋ ＋···＋ ) ＋···x1ai1 xjaij xnain ui

＋( ＋···＋ ＋···＋ )x1am1 xjamj xnamn um

ここまでは写像としての対応である。

成分だけを見れば

＋···＋ ＋···＋

⋮
＋···＋ ＋···＋

⋮
＋···＋ ＋···＋

 = 

⋯ ⋯

⋮  ⋮  ⋮
⋯ ⋯

⋮  ⋮  ⋮
⋯ ⋯

⋮

⋮

x1a11 xja1j xna1n

x1ai1 xjaij xnain

x1am1 xjamj xnamn

a11 a1j a1n

ai1 aij ain

am1 amj amn

x1

xj

xn

　（P.218　表現行列） 佐武流で行う。

 の底を α= {  , ··· ,  } ,  の底を β= {  , ··· ,  } とする。  を  から V v1 vn W w1 wm L V

 への線型写像とする。W
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(  , ··· ,  ) = ( ( ) , ··· , ( ) ) = (  , ··· ,  )

⋯

⋮  ⋮
⋯

 ···  ※L v1 vn L v1 L vn w1 wm

a11 a1n

am1 amn
とおけば、 ( ) =  のときL x y

 = (  , ··· ,  )  = ( (  , ··· ,  ) ⋮ ) = ( ＋···＋  )y w1 wm

y1

⋮
ym

L v1 vn

x1

xn

L x1v1 xnvn

 = ( ( ) , ··· , ( ) ) ⋮  = ( (  , ··· ,  ) ) ⋮L v1 L vn

x1

xn
L v1 vn

x1

xn

= (  , ··· ,  )w1 wm

a11
⋯ a1n

⋮  ⋮
am1

⋯ amn

x1

⋮
xn

(  , ··· ,  ) ⋮ は成分表示のように見えるが ＋···＋  というベクトw1 wm

y1

ym
y1w1 ymwm

ルである。したがって、上の計算は線型写像によるベクトルの計算である。しかし

 = 

y1

⋮
ym

a11
⋯ a1n

⋮  ⋮
am1

⋯ amn

x1

⋮
xn

は成分間の計算である。この行列  = [ ]  を  の表現行列と呼ぶ。A L α

β L

※ によって  から  を求めたが、逆に  から  を ※ を使って定めることがで L A A L

きる。

 命題１１では ( ) =  で直接定義したが、  ,  が標準基底を使（注意） LA x Ax F n F m

っていたためで、※からわかるように

※ ( ) =    (  = 1 , 2 , ··· , )LA ej å
i=1

m
aijui j n

は P.218 の ( ) =    (  = 1 , 2 , ··· , ) の形をしていることからわかるようL vj å
i=1

m
aijwi j n

 =  LA e'

e
A

となっている。
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　（P.219　命題１３） 佐武流で行う。

 の底を α= {  , ··· ,  } ,  の底を β= {  , ··· ,  } ,  の底を γ= V v1 vn W w1 wm Z

 {  , ··· ,  } とし、  :  →   ,   :  →  を線型写像とする。u1 ul L V W M W Z

 (  , ··· ,  ) = (  , ··· ,  )

⋯

⋮  ⋮
⋯

  ···  ①L v1 vn w1 wm

a11 a1n

am1 amn

(  , ··· ,  ) = (  , ··· ,  )

⋯

⋮  ⋮
⋯

  ···  ②M w1 wm u1 ul

b11 b1m

bl1 blm

( ) =  , ( ) =  とする。L x y M y z

 = (  , ··· ,  ) ⋮  = ∘ ( (  , ··· ,  ) ⋮ ) = ( ∘  (  , ··· ,  ) ) ⋮

①から

z u1 ul

z1

zl
M L v1 vn

x1

xn
M L v1 vn

x1

xn

= ( (  , ··· ,  )

⋯

⋮  ⋮
⋯

⋮ ) = ( (  , ··· ,  ) ⋮ )M w1 wm

a11 a1n

am1 amn

x1

xn
M w1 wm

å
j=1

n
a1jxj

å
j=1

n
amjxj

= (  ＋···＋   ) = ( (  , ··· ,  ) ) ⋮  M w1 å
j=1

n
a1jxj wm å

j=1

n
amjxj M w1 wm

å
j=1

n
a1jxj

å
j=1

n
amjxj

②から

= (  , ··· ,  )

⋯

⋮  ⋮
⋯

⋮u1 ul

b11 b1m

bl1 blm

å
j=1

n
a1jxj

å
j=1

n
amjxj

= (  , ··· ,  )

⋯

⋮  ⋮
⋯

⋯

⋮  ⋮
⋯

⋮   ···  ③u1 ul

b11 b1m

bl1 blm

a11 a1n

am1 amn

x1

xn

一方

∘ (  , ··· ,  ) = (  , ··· ,  )

⋯

⋮  ⋮
⋯

M L v1 vn u1 ul

c11 c1n

cl1 bln
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 = (  , ··· ,  ) ⋮  = ∘ ( (  , ··· ,  ) ⋮ ) = ( ∘ (  , ··· ,  ) ) ⋮z u1 ul

z1

zl

M L v1 vn

x1

xn

M L v1 vn

x1

xn

= (  , ··· ,  )

⋯

⋮  ⋮
⋯

⋮u1 ul

c11 c1n

cl1 bln

x1

xn

以上により

⋯

⋮  ⋮
⋯

⋯

⋮  ⋮
⋯

 = [ ] [ ]  = 

⋯

⋮  ⋮
⋯

 = [ ∘ ]

b11 b1m

bl1 blm

a11 a1n

am1 amn

M γ

β L β

α
c11 c1n

cl1 bln

M L α

γ

（命題１３）

各  = 1 , ··· ,  に対し ( ) =    ,  各  = 1 , ··· ,  に対し ( ) = j n L vj å
i=1

m
aijwi i m M wi å

k=1

l
bkiui

( ∘ )( ) = ( ( )) = (   ) =  ( ( )) =  (  )M L vj M L vj M å
i=1

m
aijwi å

i=1

m
aij M wi å

i=1

m
aij å

k=1

l
bkiui

= (   )å
k=1

l
å
i=1

m
aijbki ui

から証明しているが、少しややこしい。

（P.220　逆変換は線形変換）

( ) =  , ( ') = ' とおけばL x y L x y

( ＋ ') = ( ( ＋ ')) = ＋ ' = ( )＋ ( ')L－1 y y L－1 L x x x x L－1 y L－1 y

(α ) = (α ( )) = ( (α )) = α  = α ( )L－1 y L1 L x L－1 L x x L－1 y

（P.220　命題１４）

 =  =  =  =   B BI BAC IC C

（P.222　核は部分空間）

 , ' ∈   とすれば、 ( ＋ ') = ( )＋ ( ') = 0＋0 = 0  w w ker L L w w L w L w

(α ) = α ( ) = 0 L w L w
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L（P.222　定理１） →　　　　　　　　　　　　V W
 が単射ならば  の基底をL V

( )L V{  , ··· ,  } として ( ) =  u1 un L ui wi

0とすれば  , ··· ,  は  をw1 wn W0
 ker L

生成する。

次に  , ··· ,  が一次独立であるこw1 wn

とについては、 ＋···＋  = 0 →  = ··· =  = 0c1u1 cnun c1 cn

P.215 命題８を使えば、  と ( ) =  は同型なので、   = －0V L V W0 dim W0 n

（P.224　定理２）

一次独立

 = 

 ⋯  

⋮    ⋮
 ⋯  

 ⋯  

⋮    ⋮
 ⋯  

 = 

⋮

⋮

A

a11 a1n

as1 asn
as＋1,1 as＋1,1

am1 amn

a1

as

as＋1

am
←  =     (  = ＋1 , ··· ,  )ak å

i=1

s
ckia

i k s m

 , ··· ,  の中かに  個の一次独立のベクトルがあったとする。その添え字集合a1 am s

を大きさの順に並べて  = (  ,  , ··· ,  ) とする。  ( 1 ≦  ≦  ) は一次独立

　 

S s1 s2 ss a
si i s

である。

すると  に含まれない添え字の  =    ( 1 ≦  ≦  ) と書けるからS ak∉S å
i=1

s
ckia

si i s

 ∈   が  = 0 , ··· ,  = 0  を満たせばx F n   a
s1x a

ssx

 = (   ) = 0  ak∉Sx å
i=1

s
ckia

si x 

● 行を変えても解空間は普遍

＋ ＋···＋  = 0

＋ ＋···＋  = 0

                     ⋮
＋ ＋···＋  = 0

 →  

＋ ＋···＋  = 0

＋ ＋···＋  = 0

                     ⋮
＋ ＋···＋  = 0

a11x1 a12x2 a1nxn
a21x1 a22x2 a2nxn

am1x1 am2x2 amnxn

a21x1 a22x2 a2nxn
a11x1 a12x2 a1nxn

am1x1 am2x2 amnxn
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● ' は ×  行列なので '  |  ∈  } の次元は  以下である。A s n { A x x F n s

 = 

 ⋯  

⋮  '  ⋮
 ⋯  

 ⋯  

⋮    ⋮
 ⋯  

  A

a11 a1n

A
as1 asn
as＋1,1 as＋1,1

am1 amn

（P.227　空間 L (V,W) ）

( )( ＋ ') = ( ＋ ') = ( )＋ ( ') = ( )( )＋( )( ') →  ∈  ( , )cL v v cL v v cL v cL v cL v cL v cL L VW

（P.228　行列環 algebra）

 ( , ) はベクトル空間だが環ではない。なぜなら２つの行列が同じ ×  行

 

L F n F m n m

列ならば、その積が定義できない。したがって  ( ) でなければならない。L F n

 ( , ) についても同じことが言える。L VW

（P.231　命題６）

| |  =  (  )  =  (  ) ＋(  ) ＋···＋(  )Ax 2 å
i=1

m
 aix 2  a1x 2  a2x 2  amx 2

≦ | | | | ＋| | | | ＋···＋| | | |  = ( | | ＋| | ＋···＋| |  )| |  = (  )| |a1 2 x 2 a2 2 x 2 am 2 x 2 a1 2 a2 2 am 2 x 2 å
i=1

m
å
j=1

n
aij

2 x 2

| | ≦ (  )  | |Ax å
i=1

m
å
j=1

n
aij

2 2

1

x

(  )  = ρ とみれば、命題４の ( ) から || || ≦ (  )å
i=1

m
å
j=1

n
a2
ij

2

1

b A å
i=1

m
å
j=1

n
a2
ij

2

1

（P.232　定理２）

●  が単射であることについては、P.213 命題５から、 ( ) =  となるのは  = M M x 0 x 0

のときに限ることをいえばよい。 ( ) =  は明らかであるので  ≠  の場合 ( )M 0 0  x 0  M x

 ≠  であることを示せばよい。その根拠が①である。0

● Ω が開集合であることについては、  ,  を標準基底に関して行列化すればL M

 の点として  の表現行列の近くに  の表現行列を選ぶことができるので、R n2

M M

<λ とすることができる。つまり、( ) を満たす  が存在する。a M

詳しくは、線形代数学　佐武一郎 著　裳華房 P.142
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● || －  || ≦ ||  || || －  || ||  ||  だと思う。M－1 L－1 M－1 L M L－1

この写像が全射であることは明らかである。単射であることは、  =  ならば M－1 L－1

任意の  に対し ( ) = ( ) なので  = ( ) となる。よって  はx M－1 x L－1 x x ML－1 x ML－1

恒等写像なので、( )  =  =  となる。L－1 －1 L M

（P.233　問題１５．２,１）

( ) P.230 命題４から ( ) は連続であり、P.108 命題１からノルムは連続なのでそのa L x

合成関数は連続である。また | | ≦ 1 はコンパクトな集合であるから、P.81 定理６x

から  | ( ) | =  | ( ) |max
|x|≦1

L x sup
|x|≦1

L x

( ) ||  || =  
| |

| ( ) |
 （スペクトルノルム・作用素ノルム・誘導ノルム）b L sup

x∈X , x≠0 x

L x

この定義が大本で ||  || =  
| |

| ( ) |
 からL sup

x∈X , x≠0 x

L x

||  || = | ( ) | =  | ( ) | L sup
x≠0 , |x|≦1

L x sup
|x|=1

L x

（証） α=  | ( ) | , β=  
| |

| ( ) |
 とする。sup

|x|=1
L x sup

x∈X , x≠0 x

L x

α=  
| |

| ( ) |
 とも書けるので、{ ∈  , | |=1} ⊂ { ∈  , ≠0} なのでsup

x∈X , |x|=1 x

L x
x X x x X x

上限の定義から α≦β である。

一方、  ≠ 0 なる任意の  ∈  に対して ' = 
| |

 とおけば | '| = 1 であるのでx x X x
x

x
x

であることに注意して、上巻 P.352 定理４ と  は線型写像であるこ|x| はスカラー L

とから

| |

| ( ) |
 = 

| |

| (| | ') |
 = 

| |

| | | ( ') |
 = | ( ') | ≦  | ( ) | = α

x

L x

x

L x x

x

x L x
L x sup

|x|=1
L x

 ≠ 0 なる任意の  ∈  に対して 
| |

| ( ) |
 ≦α から、最小上界である上限のx x X

x

L x

定義から β≦α

以上により α=β を得る。

次に   | ( ) | = γ とすれば γ≧α である。sup
|x|≦1

L x
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一方、| | ≦ 1 ならば、  = 0 も含めて  
| |

| ( ) |
 ≧ | ( ) | よって β≧γx x

x

L x
L x

α= β だったので γ=α=β となる。

　 ( ) =  として、  もしくは  の最大固有値の正の平方根で（求め方） L x Ax A
T
A A A

T

求めることができる。（線形代数学　佐武一郎 著　裳華房　P.162 注意参照）

（P.237　置換の符号）

{  ,  } が Ω 全体を動くとき {σ( ) , σ( ) } も Ω 全体を動く。i j i j

  = 3 とする。（例） n

Ω = { (1 , 2) , (1 , 3) , (2 , 3) } , σ = 1 2 3
3 1 2

 としてみる。

(σ(1) , σ(2) )  =  (1 , 3) , (σ(1) , σ(3) ) = (2 , 3) , (σ(2) , σ(3) ) = (1 , 2)

（証）  (  , ) ≠ (  ' ,  ')　（注意  (  , ) = (   , ) ) i j i j i j j i

(σ( ) , σ( ) ) = (σ(  ') , σ(  ') ) とすると、i j i j

σ( ) = σ(  ') , σ( ) = σ(  ') であるか σ( ) = σ(  ') , σ( ) = σ(  ') である。i i j j i j j i

σは全単射なので前の方ならば (  , ) = (  ' ,  ') となる。 i j i j

後ろの方ならば  =  ' ,  =  ' となり、順番を入れかえただけなので同じ互換となi j j i

る。よって、この写像は単射である。

全射であることはσが全単射であることから明らかである。

（P.237　命題２）
Ωj

Ωの (  , ) 以外の元は右図の青線p q

赤線、緑の領域となる。

pこれらの領域を数学的に記述すると

ますます紛らわしくなるので、色で
q

区別することにする。

(τ) = 
－

τ( )－τ( )
s Õ

(i , j)∈Ω

 

i j

i j

iq p

= 
－

τ( )－τ( )
 · 

－

τ( )－τ( )
 · 

－

τ( )－τ( )
 ·

－

τ( )－τ( )

p q

p q
Õ
青線

 

i j

i j
Õ
赤線

 

i j

i j
Õ

緑領域

 

i j

i j
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= 
－

－
 · 

－

τ( )－τ( )
 · 

－

τ( )－τ( )
 ·

－

－

p q

q p
Õ

青線

 

i j

i j
Õ

赤線

 

i j

i j
Õ

緑領域

 

i j

i j

= (－1) · 
－

τ( )－τ( )
 · 

－

τ( )－τ( )
  ···  ①Õ

青線

 

i j

i j
Õ
赤線

 

i j

i j

－

τ( )－τ( )
 = 

－

τ( )－τ( )
 · 

－

τ( )－τ( )
 = 

－

－τ( )
 · 

－

－τ( )
Õ
青線

 

i j

i j
Õ

青線1

 

p j

p j
Õ

青線2

 

q j

q j
Õ

青線1

 

p j

q j
Õ

青線2

 

q j

p j

Ωj= 
－

－
 · 

－

－
Õ

青線1

 

p j

q j
Õ

青線2

 

q j

p j

= 
－1

－1
×

－2

－2
×···×

－( －2)

－( －2)
×

－( －1)

－( －1)

q

p

q

p

q q

p q

q q

p q

p積が１ 2

×
－1

－1
×

－2

－2
×···×

－( －2)

－( －2)
×

－( －1)

－( －1)

p

q

p

q

p q

q q

p q

q q

1q

×
－( ＋1)

－( ＋1)
×···×

－( －1)

－( －1)
 

p q

q q

p p

q p

= 
－( ＋1)

－( ＋1)
×···×

－( －1)

－( －1)
  ···  ②

p q

q q

p p

q p
iq p

1       2

－

τ( )－τ( )
 = 

－

τ( )－τ( )
 · 

－

τ( )－τ( )
 = 

－

τ( )－
 · 

－

τ( )－
Õ
赤線

 

i j

i j
Õ

赤線1

 

i q

i q
Õ

赤線2

 

i p

i p
Õ

赤線1

 

i q

i p
Õ

赤線2

 

i p

i q

= 
－

－
 · 

－

－
Õ

赤線1

 

i q

i p
Õ

赤線2

 

i p

i q

= 
( ＋1)－

( ＋1)－
×···×

( －1)－

( －1)－
×

( ＋1)－

( ＋1)－
×

( ＋2)－

( ＋2)－
×···×

( －1)－

( －1)－
×

－

－

q q

q p

p q

p p

p q

p p

p q

p p

n q

n p

n q

n p

積が１

×
( ＋1)－

( ＋1)－
×

( ＋2)－

( ＋2)－
×···×

( －1)－

( －1)－
×

－

－

p p

p q

p p

p q

n p

n q

n p

n q

= 
( ＋1)－

( ＋1)－
×···×

( －1)－

( －1)－
  ···  ③

q q

q p

p q

p p

②、③から

－

τ( )－τ( )
 · 

－

τ( )－τ( )
 Õ

青線

 

i j

i j
Õ
赤線

 

i j

i j

= 
－( ＋1)

－( ＋1)
×···×

－( －1)

－( －1)
 × 

( ＋1)－

( ＋1)－
×···×

( －1)－

( －1)－
 = 1

p q

q q

p p

q p

q q

q p

p q

p p

①に代入して
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(τ) = 
－

τ( )－τ( )
 = －1s Õ

(i , j)∈Ω

 

i j

i j

P.238 の証明は  の扱いがよくわからなかった。E

　（P.246　D２の証明） ◎ P.246 のD２の証明は間違っている。

 <  とする。p q

  =   ···  ···  ··· det A å
σ∈U

 

aσ(1),1 aσ(p),p aσ(q),q aσ(n),n

－    ···  ···  ··· å
ρ∈V

　

aρ(1),1 aρ(p),p aρ(q),q aρ(n),n

=   ···  ···  ··· å
σ∈U

 

aσ(1),1 aσ(p),p aσ(q),q aσ(n),n

－    ···  ···  ··· å
σ∈U

　

aστ(1),1 aστ(p),p aστ(q),q aστ(n),n

τ( ) =  , τ( ) =   ,   =   ,   =  だからp q q p aσ(p),p aσ(p),q aσ(q),q aσ(q),p

=   ···  ···  ··· å
σ∈U

 

aσ(1),1 aσ(p),p aσ(q),q aσ(n),n

－    ···  ···  ···  = 0å
σ∈U

　

aσ(1),1 aσ(q),p aσ(p),q aσ(n),n

（P.247　定理５）

  =  (σ) ···det A å
σ∈Sn

 

s aσ(1),1aσ(2),2 aσ(n),n

σ( ) =  →  = σ ( )  なので  =  となるので ···i j i －1 j aσ(i),i aj,σ－1(j) aσ(1),1aσ(2),2 aσ(n),n

の並び順を  の小さい順にずれば ···  となる。またj a1,σ－1(1)a2,σ－1(2) an,σ－1(n)

(σ) = (σ ) からs s －1

  =  (σ) ···  =  (σ ) ···det A å
σ∈Sn

 

s aσ(1),1aσ(2),2 aσ(n),n å
σ∈Sn

 

s －1 a1,σ－1(1)a2,σ－1(2) an,σ－1(n)

=  (σ) ···å
σ∈Sn

 

s a1,σ(1)a2,σ(2) an,σ(n)

 =  とすれば  =  となって A
T

B bij aji

=  (σ) ···  =   =  ( )å
σ∈Sn

 

s bσ(1),1bσ(2),2 bσ(n),n det B det A
T
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（P.251　定理１）

１D

 = 

⋯ ⋯ ＋ ⋯

⋮  ⋮  ⋮  ⋮
⋯ ⋯ ＋ ⋯

⋯ ⋯ ＋ ⋯

⋯ ⋯ ＋ ⋯

⋮  ⋮  ⋮  ⋮
⋯ ⋯ ＋ ⋯

  A

a11 a1,j a1,p b1,p a1,n

ai－1,1 ai－1,j ai－1,p bi－1,p ai－1,n

ai,1 ai,j ai,p bi,p ai,n
ai＋1,1 ai＋1,j ai＋1,p bi＋1,p ai＋1,n

an,1 an,j an,p bn,p an,n

(  ≠  )  →  (－1)

⋯ ⋯ ＋ ⋯

⋮  ⋮ ⋮  ⋮  ⋮
⋯ ⋯ ＋ ⋯

⋯ ⋯ ＋ ⋯

⋮  ⋮ ⋮  ⋮  ⋮
⋯ ⋯ ＋ ⋯

j p i＋jaij

a11 a1,j－1 a1,j＋1 a1,p b1,p a1,n

ai－1,1 ai－1,j－1 ai－1,j＋1 ai－1,p bi－1,p ai－1,n

ai＋1,1 ai＋1,j－1 ai＋1,j＋1 ai＋1,p bi＋1,p ai＋1n

an,1 an,j－1 an,j＋1 an,p bn,p an,n

(  =  )  →  (－1) ( ＋ )

⋯ ⋯

⋮  ⋮ ⋮  ⋮
⋯ ⋯

⋯ ⋯

⋮  ⋮ ⋮  ⋮
⋯ ⋯

j p i＋p aip bip

a11 a1,p－1 a1,p＋1 a1,n

ai－1,1 ai－1,p－1 ai－1,p＋1 ai－1,n

ai＋1,1 ai＋1,p－1 ai＋1,p＋1 ai＋1,n

an,1 an,p－1 an,p＋1 an,n

 = 

⋯ ⋯ ⋯

⋮  ⋮  ⋮  ⋮
⋯ ⋯ ⋯

⋯ ⋯ ⋯

⋯ ⋯ ⋯

⋮  ⋮  ⋮  ⋮
⋯ ⋯ ⋯

A

a11 a1,j Ka1,p a1,n

ai－1,1 ai－1,j Kai－1,p ai－1,n

ai,1 ai,j Kai,p ai,n
ai＋1,1 ai＋1,j Kai＋1,p ai＋1,n

an,1 an,j Kan,p an,n

(  ≠  )  →  (－1)

⋯ ⋯ ⋯

⋮  ⋮ ⋮  ⋮  ⋮
⋯ ⋯ ⋯

⋯ ⋯ ⋯

⋮  ⋮ ⋮  ⋮  ⋮
⋯ ⋯ ⋯

j p i＋jaij

a11 a1,j－1 a1,j＋1 Ka1,p a1,n

ai－1,1 ai－1,j－1 ai－1,j＋1 Kai－1,p ai－1,n

ai＋1,1 ai＋1,j－1 ai＋1,j＋1 Kai＋1,p ai＋1n

an,1 an,j－1 an,j＋1 Kan,p an,n

(  =  )  →  (－1)

⋯ ⋯

⋮  ⋮ ⋮  ⋮
⋯ ⋯

⋯ ⋯

⋮  ⋮ ⋮  ⋮
⋯ ⋯

j p i＋pKaip

a11 a1,p－1 a1,p＋1 a1,n

ai－1,1 ai－1,p－1 ai－1,p＋1 ai－1,n

ai＋1,1 ai＋1,p－1 ai＋1,p＋1 ai＋1,n

an,1 an,p－1 an,p＋1 an,n
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２D

 = 

⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋮  ⋮  ⋮  ⋮  ⋮
⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋮  ⋮  ⋮  ⋮  ⋮
⋯ ⋯ ⋯ ⋯

A

a11 a1,j a1,p a1,q a1,n

ai－1,1 ai－1,j ai－1,p ai－1,q ai－1,n

ai,1 ai,j ai,p ai,q ai,n
ai＋1,1 ai＋1,j ai＋1,p ai＋1,q ai＋1,n

an,1 an,j an,p an,q an,n

 ≠  ,  ≠  ならば  ( ) = 0 からj p j q det Aij

( ) = (－1)  ( )＋(－1)  ( )   ···  ※D A i＋paipdet Aip
i＋qaiqdet Aiq

 = 

⋯ ⋯ ⋯

⋮  ⋮ ⋮  ⋮ ⋮ ⋮  ⋮
⋯ ⋯ ⋯

⋯ ⋯ ⋯

⋮  ⋮ ⋮  ⋮ ⋮ ⋮  ⋮
⋯ ⋯ ⋯

Aip

a11 a1,p－1 a1,p＋1 a1,q－1 a1,q a1,q＋1 a1,n

ai－1,1 ai－1,p－1 ai－1,p＋1 ai－1,q－1 ai－1,q ai－1,q＋1 ai－1,n

ai＋1,1 ai＋1,p－1 ai＋1,p＋1 ai＋1,q－1 ai＋1,q ai＋1,q＋1 ai＋1,n

an,1 an,p－1 an,p＋1 an,q－1 an,q an,q＋1 an,n

 = 

⋯ ⋯ ⋯

⋮  ⋮ ⋮ ⋮  ⋮ ⋮  ⋮
⋯ ⋯ ⋯

⋯ ⋯ ⋯

⋮  ⋮ ⋮ ⋮  ⋮ ⋮  ⋮
⋯ ⋯ ⋯

Aiq

a11 a1,p－1 a1,p a1,p＋1 a1,q－1 a1,q＋1 a1,n

ai－1,1 ai－1,p－1 ai－1,p ai－1,p＋1 ai－1,q－1 ai－1,q＋1 ai－1,n

ai＋1,1 ai＋1,p－1 ai＋1,p ai＋1,p＋1 ai＋1,q－1 ai＋1,q＋1 ai＋1,n

an,1 an,p－1 an,p an,p＋1 an,q－1 an,q＋1 an,n

    ,    ＋1   ,   ＋2   , ··· ,   ＋ －1             － 　=   とすればp p p p l q p l

×(－1)              －1 = － －1l q p

×(－1)2

×(－1)l－1

 ( ) = (－1)  ( )  ,   =  なのでdet Aip
q－p－1det Aiq aip aiq

※に代入して

( ) = (－1) (－1)  ( )＋(－1)  ( )D A i＋p q－p－1aiqdet Aiq
i＋qaiqdet Aip

= (－1)  ( )＋(－1)  ( ) i＋q－1aipdet Aip
i＋qaipdet Aip

= 0
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３D

 = 

1      
 ⋱      
  1     
0  0 1 0  0
    1   
     ⋱  

  1

  行    →   ( ) = (－1)  ( ) = 1In

0

0    

i D In
i＋1aiidet In－1

この展開を と呼ぶ。余因子展開

（P.252　ヴァンデルモンドの行列式）

1 1 ⋯ 1
⋯

⋯

⋮ ⋮  ⋮
⋯

 = 

1 1 ⋯ 1
⋯

⋯

⋮ ⋮  ⋮
⋯

  とみれば、帰納法の仮定から

x2 x3 xn
x2

2 x2
3 x2

n

xn－2
2 xn－2

3 xn－2

n

y1 y2 yn－1

y2
1 y2

2 y2
n－1

yn－2
1 yn－2

2 yn－2

n－1

=  ( － ) =  ( － )Õ
1≦ i < j≦n－1

 

yj yi Õ
2≦ i < j≦n

 

xj xi

（P.255　命題２）

 = 

⋯

⋯

⋮ ⋮  ⋮
⋯

 ,    = 

Δ Δ ⋯ Δ

Δ Δ ⋯ Δ

⋮ ⋮  ⋮
Δ Δ ⋯ Δ

A

a11 a12 a1n

a21 a22 a2n

an1 an2 ann

adj A

11 21 n1

12 22 n2

1n 2n nn

(  ) の (  , ) 成分は  Δ  となる。そこで次のことを証明する。A adj A i k å
j=1

n
aij kj

 Δ  = δ     ···   ①å
j=1

n
aij kj ik det A

（  =  の場合 )i k

これは  行に関する余因子展開なので   Δ  = δ   i å
j=1

n
aij ij ii det A

（  ≠  の場合 )i k

 の第  行に  の第  行は貼り付けてできる行列を ' とする。A k A i A

よって  ' = 0 である。det A

 行に関して余因子展開すればk

(－1) '   ( ' ) = 0å
j=1

n
k＋ja kj det A kj
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 = 

 ⋯  

⋮ ⋮    ⋮
 ⋯  

⋮ ⋮    ⋮
 ⋯  

⋮ ⋮    ⋮
 ⋯  

  →  ' = 

 ⋯  

⋮ ⋮    ⋮
 ⋯  

⋮ ⋮    ⋮
 ⋯  

⋮ ⋮    ⋮
 ⋯  

A

a11 a12 a1n

ai1 ai2 ain

ak1 ak2 akn

an1 an2 ann

A

a11 a12 a1n

ai1 ai2 ain

ai1 ai2 ain

an1 an2 ann

'  =   ,  '  =  だからa kj aij A kj Akj

(－1) '   ( ' ) = (－1)   ( ) = (－1)  ( )å
j=1

n
k＋ja kj det A kj å

j=1

n
k＋jaij det Akj å

j=1

n
aij

k＋jdet Akj

= Δ  = 0å
j=1

n
aij kj

● 列については

 = 

⋯ ⋯ ⋯

⋯ ⋯ ⋯

       
⋮  ⋮  ⋮  ⋮
       

⋯ ⋯ ⋯

  →  ' = 

⋯ ⋯ ⋯

⋯ ⋯ ⋯

       
⋮  ⋮  ⋮  ⋮
       

⋯ ⋯ ⋯

A

a11 a1j a1k a1n

a21 a2j a2k a2n

a11 a1j a1k a1n

A

a11 a1j a1j a1n

a21 a2j a2j a2n

a11 a1j a1j a1n

 列に関して余因子展開すれば、  ' = 0 からk det A

(－1) '   ( ' ) = 0å
i=1

n
i＋ka ik det A ik

'  =   ,  '  =  だからa ik aij A ik Aik

(－1) '   ( ' ) = (－1)   ( ) = (－1)  ( )å
i=1

n
i＋ka ik det A ik å

i=1

n
i＋kaij det Aik å

i=1

n
aij

i＋kdet Aik

= Δ  = 0å
i=1

n
aij ik

よって   ≠ 0 ならば   = 
 

1
Δ ⋯ Δ

⋮  ⋮
Δ ⋯ Δ

 となる。det A A－1

det A

11 n1

1n nn

（P.256　系）

（別証明） P.243 定理３から証明できる。

 =  → ＋ ＋···＋  =   Ax b x1a1 x2a2 xnan b

 の  列を  に置きかえた行列を  とすれば A j b Aj
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  =  (  , ··· , ,  ,  , ··· ,  )det Aj det a1 aj－1 b aj＋1 an

=  (  , ··· , , ＋ ＋···＋  ,  , ··· ,  )det a1 aj－1 x1a1 x2a2 xnan aj＋1 an

=   xj det A

 = (  , ··· ,  ,  ,  , ··· ,  )  →   = 
 

 
　　(   ≠ 0 )Aj a1 aj－1 b aj＋1 an xj det A

det Aj
det A

 = 

⋯ ⋯

⋯ ⋯

       
⋮  ⋮ ⋮ ⋮  ⋮
       

⋯ ⋯

Aj

a11 a1,j－1 b1 a1,j＋1 a1n

a21 a2,j－1 b2 a2,j＋1 a2n

an1 an,j－1 bn an,j＋1 ann

 列に関して余因子展開すればb

  =  (－1)   ( ) =   Δdet Aj å
i=1

n
i＋jbi det Aij å

i=1

n
bi ij

 = 
 

 
 = 

 

1
   Δ  = 

 

1
( Δ ＋···＋ Δ ) xj det A

det Aj

det A
å
i=1

n
bi ij det A

b1 1j bn nj

⋮  = 
 

1
Δ ⋯ Δ

⋮  ⋮
Δ ⋯ Δ

⋮

x1

xn
det A

11 n1

1n nn

b1

bn

 =  →  =  から   = 
 

1
Δ ⋯ Δ

⋮  ⋮
Δ ⋯ Δ

 となる。Ax b x A－1b A－1

det A

11 n1

1n nn

（P.270　定理１（微分鎖律）

Rn VRmU gf Rl

( )g V( )f U
x0 ( ( ))g f x0

( )f x0

 = ∘   →   '( ) = '( ( ) )  '( )  が成り立つ。F g f F x0 g f x0 f x0
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（証） ( ) =  ,  =  '( ) ,  = '( ) とおく、  ,  は  ,  で微分可能からf x0 y0 L f x0 M g y0 f g x0 y0

( ＋ )－ ( ) = ( )＋| |ε( )    ,   lim  |ε( )| = 0f x0 h f x0 L h h h
|h|→0

h

( ＋ )－ ( ) = ( )＋| |η( )   ,   lim  |η( )| = 0g y0 k g y0 M k k k
|k|→0

h

である。いま ( ＋ ) = ＋  とおけば、上の第１式よりf x0 h y0 k

 = ( )＋| |ε( )  ···  ①k L h h h

よって第２式より

( ＋ )－ ( ) = ( ( )＋| |ε( ) )＋| |η( )F x0 h F x0 M L h h h k k

= ( ( ) )＋| | ε( )＋| |η( )M L h h M h k k

= ( ( ) )＋γ( )M L h h

ただし γ( ) = | | ε( )＋| |η( ) である。  ≠  ならばh h M h k k h 0

| |

|γ( ) |
 ≦ | ε( ) |＋

| |

| |
 |η( ) |  ···  ②

h

h
M h

h

k
k

P.230 命題４から

| ε( ) | ≦ || || |ε( ) |M h M h

また、①から | | ≦ | ( )|＋| | |ε( ) | ≦ || || | |＋| | |ε( ) | なのでk L h h h L h h h

| |

| |
 ≦ || ||＋|ε( ) |

h

k
L h

よって ② に代入して

| |

|γ( ) |
 ≦ || || |ε( ) |＋( || ||＋|ε( ) | ) |η( ) |

h

h
M h L h k

 →  のとき  →  、したがって |ε( ) | → 0 , |η( ) | → 0 であるからh 0 k 0 h k

| |

|γ( ) |
 → 0、すなわち

h

h

lim  
| |

| ( ＋ )－ ( )－(  )( ) |
 = 0

|h|→0 h

 F x0 h F x0 M L h

ゆえに  は  において微分可能で、次のようになる。F x0

 '( ) =  = '( )  '( ) = '( ( ) ) '( )F x0 ML g y0 f x0 g f x0 f x0
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（P.272　C 1可逆の定義）

（ ）C 1可逆の定義

 :  →  , 級f U Rn C 1
Rn Rn VU f

( ) = 　（  ,  は開集合）f U V U V

 は  →  への全単射f U V

 :  →  , 級f－1 V U C 1

ならば 

 は  において 可逆f U C 1

であるという。

Rn Rn VU f（ ）局所的に C 1可逆の定義

 :  →  , 級f U Rn C 1 ( )f U0
U0

 は開集合U
x0 ∈  x0 U

もし、  ∈  ⊂  なる開x0 U0 U

集合を適当にとれば  が  f

 おいて 可逆となるとき、  は  において局所的に 可逆であるという。U0 C 1 f x0 C 1

つまり、

( ) = 　（  ,  は開集合）f U0 V0 U0 V0

 は  →  への全単射f U0 V0

 :  →  , 級f－1 V0 U0 C 1

となる  が存在すればよい。U0

（P.273　定理３　（逆写像定理））

（証）  '( ) =  とおく。仮定によって  は可逆な線型変換であるから、逆変換f a L L

 が存在する。実数λを 2λ|| || = 1 によって定める。L－1 L－1

( )  は  なので  ' は連続であるから、  を中心とする開球  (⊂ ) を適当a f C 1 f a U0 U

にとって

 ∈   ならば  ||  '( )－  || <λx U0 f x L
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とすることができるとあるが、ここでは注意が必要である。  '( ) =  としたとき連続f x M

であるから、|| － || =  | ( － )( ) | < λM L sup
|z|≦1

M L z

という意味である。

2λ|| || = 1 から || || = 
2λ

1
 なので P.232 定理２からL－1 L－1

||  '( )－  || <λ < 2λ となって、  ∈  のとき  '( ) は可逆である。f x L x U0 f x

● ( ) =  とおいたとき、  が  上で単射（P.215 命題９ から全単射となる。）f U0 V0 f U0

であることを示す。

まず点  ∈  を固定して、写像 φ:  →  を次のように定義する。y Rn U0 Rn

φ( ) = ＋ ( － ( ))   ···   ①x x L－1 y f x

定義によって ( ) =  とφ( ) =  は同値である。（  が全単射であるため）f x y x x L－1

φを微分すれば、微分鎖律により

φ'( ) = －  '( ) = ( －  '( ))   ←  = ⋮  だから ( )' = 
1  
 ⋱  

 1
x I L－1f x L－1 L f x x

x1

xn
x

0

0

ゆえに P.231 命題５から

||φ'( ) || ≦ || || || －  '( ) || < 
2λ

1
 · λ= 

2

1
x L－1 L f x

また  は開球で凸なので P.271 定理２から、  ,  ∈  に対してU0 x1 x2 U0

| φ( )－φ( ) | ≦ 
2

1
| － |   ···   ②x1 x2 x1 x2

を得る。よって、もし  ,  ∈  に対して ( ) = ( ) ならば、 ( ) を  としx1 x2 U0 f x1 f x2 f x1 y

て上のφを作れば、φ( ) = ＋ ( ( )－ ( )) となりx x L－1 f x1 f x

φ( ) = ＋ ( ( )－ ( )) =  , φ( ) = ＋ ( ( )－ ( )) =  からx1 x1 L－1 f x1 f x1 x1 x2 x2 L－1 f x1 f x2 x2

| － | ≦ 
2

1
| － |  x1 x2 x1 x2

を得るから、  =  となる。ゆえに  は  で単射（全単射）である。x1 x2 f U0

●  も  の開集合であることを示す。V0 Rn

いま  を  の１点とし、  ∈  を ( ) =  なる点とする。（上の証明から全y0 V0 x0 U0 f x0 y0

単射であることがわかっているので可能である。）
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実数  > 0 を、開球  = ( ; ) の閉包  が  に含まれるようにとる。そのときr B B x0 r
___
B U0

 を中心、λ  を半径とする開球 ( ;λ ) が  に含まれることを次のようにし y0 r B y0 r V0

て示される。

 を ( ;λ ) のy B y0 r
V0任意の点とする。 BU0 frこの点  をy 固定 →x0 λr

して上の①により y0

写像φ:  → U0 Rn

を定義する。

もしφが  内に   をもつことが示されれば、この  に対して ( ) =  とU0
固定点 x x f x y

なる（φ( ) =  は ( ) =  と同値）から、  ∈  であって  は  から  へx x f x y x U0 f U0 V0

の全単射であるから、  ∈  したがって ( ;λ ) ⊂  となって開集合であるy V0 B y0 r V0

ことが証明できる。

さて、φの定義によって φ( ) = ＋ ( － ( )) で ( ) =  だったのでx x L－1 y f x f x0 y0

φ( ) = ＋ ( － ) である。x0 x0 L－1 y y0

φ( )－  = ( － )x0 x0 L－1 y y0

したがって

|φ( )－ | ≦ || || | － | < 
2λ

1
 · λ  = 

2
x0 x0 L－1 y y0 r

r

である。一方、任意の  ,  ∈  に対して ② が成り立つ（  は  の任意のx1 x2 U0 y Rn

固定点であればよかったので）から、  ∈  ならばx
___
B

|φ( )－φ( )| ≦ 
2

1
| － | ≦ 

2
x x0 x x0

r

よって

|φ( )－ | ≦ |φ( )－φ( )|＋|φ( )－ | < 
2

＋
2

 = 　x x0 x x0 x0 x0

r r
r

となる。ゆえに φ( ) ∈  で、φの定義域を  に制限した写像は  から  へx
___
B

___
B

___
B

___
B

の写像となる。②によってそれは縮小写像であり、しかも  は有界閉集合で
___
B

P.69 命題４から  は完備な距離空間であるので  は完備であり、P.70 定理２Rn
___
B

90



によって ことになる。これでこれまでφは 
___
B のなかにただ一つの固定点をもつ

の主張が証明されたことになる。

( )  上で  =  とおく、  および ＋   (  ≠ ) を  の２点とし、 ( ) =  ,b V0 g f－1 y y k k 0 V0 g y x

( ＋ ) = ＋  とする。すなわち  , ＋  はg y k x h x x h

( ) =   ,  ( ＋ ) = ＋f x y f x h y k

となる  の２点である。上の  を用いてふたたび前のように  上で写像 φをU0 y U0

次のように定義する。

φ( ) = ＋ ( － ( ))      (  ∈ )u u L－1 y f u u U0

このとき φ( ) =  である。またx x

φ( ＋ ) = ＋ ＋ ( － ( ＋ )) = ＋ ＋ ( －( ＋ ))x h x h L－1 y f x h x h L－1 y y k

= ＋ － ( )x h L－1 k

であるから、

φ( ＋ )－φ( ) = － ( )x h x h L－1 k

よって ②より

| － ( ) | = |φ( ＋ )－φ( ) | ≦
2

1
| |h L－1 k x h x h

を得る。| － ( ) | ≦ 
2

1
| | → | |－| ( )| ≦ 

2

1
| |  → 

2

1
| | ≦ | ( )|h L－1 k h h L－1 k h h L－1 k

したがって

λ| | ≦ 2λ| ( )| ≦ 2λ|| || | | = | |   ···   ③h L－1 k L－1 k k

である。

いま (  '( ) )  =  （  ∈  ならば  '( ) は可逆だから）とおく。そうすればf x －1 M x U0 f x

( ＋ )－ ( )－ ( )g y k g y M k

= － ( )h M k

= － ( )＋  = － ( )＋ ( ) = － ( )＋(  '( ))M k h M k I h M k Mf x h

= － ( －  '( )  )M k f x h

= － ( ( ＋ )－ ( )－  '( )  )M f x h f x f x h

ゆえに
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| ( ＋ )－ ( )－ ( ) | ≦ || || | ( ＋ )－ ( )－  '( )  |  g y k g y M k M f x h f x f x h

これと③により

| |

| ( ＋ )－ ( )－ ( ) |
 ≦ 

| |

|| || | ( ＋ )－ ( )－  '( )  |

k

 g y k g y M k

k

M f x h f x f x h

≦ 
λ

|| ||

| |

| ( ＋ )－ ( )－  '( )  |M

h

f x h f x f x h

そこで | | → 0 とすれば、③により | | → 0 であるから、上式の右辺は 0 に近づくk h

よって

lim  
| |

| ( ＋ )－ ( )－ ( ) |
 = 0

|k|→0 k

 g y k g y M k

ゆえに写像  :  →  は  において微分可能で '( ) =  = (  '( ) )g V0 U0 y g y M f x －1

である。

最後に ' :  →  ( ) が連続であることを示す。上にみたようにg V0
L Rn

'( ) = (  '( ) )  = {  '( ( ) ) }g y f x －1 f g y －1

であるが、  は微分可能であるから連続、また仮定によって  ' は連続である。g f

そしてその逆変換を対応させる写像は P.232 定理２から連続である。ゆえに 

' :  →  ( ) は連続で、  は 級写像である。g V0
L Rn g C 1

（P.278　系）

 を  の任意の部分開集合とする。任意の  ∈ ( ) に対して ( ) =  なる W U b f W f a b a

∈  をとれば、仮定から  ∈  ⊂  なる適当な開集合をとれば ( ) は開W a U0 W f U0

集合で  ∈ ( ) ⊂ ( ) とすることができる。したがって、適当な半径  をとっb f U0 f W r

て (  ; ) ⊂ ( ) ⊂ ( ) とすることができるので ( ) は開集合である。B b r f U0 f W f W

（P.279　線型の場合）

底を定め  の表現行列を  とすればL A

 = 

⋯ ⋯

⋮  ⋮ ⋮  ⋮
⋯ ⋯

⋮

⋮

 A
a11 a1n b11 b1m

an1 ann bn1 bnm

x1

xn
y1

ym
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= 

⋯ ⋯

⋮  ⋮ ⋮  ⋮
⋯ ⋯

(

⋮

0
⋮
0

＋

0
⋮
0

⋮

 ) 

a11 a1n b11 b1m

an1 ann bn1 bnm

x1

xn y1

ym

= 

⋯

⋮  ⋮
⋯

⋮ ＋

⋯

⋮  ⋮
⋯

⋮ = 

a11 a1n

an1 ann

x1

xn

b11 b1m

bn1 bnm

y1

ym

0

⋮  = －

⋯

⋮  ⋮
⋯

⋯

⋮  ⋮
⋯

⋮

x1

xn

a11 a1n

an1 ann

－1 b11 b1m

bn1 bnm

y1

ym

（P.280　定理１　（陰関数定理））

（証） 写像 (  , ) = ( (  , ) , ) =  によって定義する。F x y f x y y

f1(x , y)

⋮
fn(x , y)

y1

⋮
ym

 が 級であるから  のすべての成分関数は 級であるのでf C 1 F C 1

 

 '(  , ) =  であり、 級である。F x y

∂x1

∂f1
⋯

∂xn

∂f1

∂y1

∂f1
⋯

∂ym

∂f1

⋮  ⋮ ⋮  ⋮

∂x1

∂fn
⋯

∂xn

∂fn
∂y1

∂fn
⋯

∂ym

∂fn

0  0 1  0
 ⋱   ⋱  
0  0 0  1

C 1

●  について  '(  , ) が  の可逆線型変換であることを示す。F F a b Rn＋m

(  , ) =  であるから、(  , ) ∈  に対して f a b 0 h k Rn＋m

( ＋  , ＋ ) = (  , )＋ (  , )　　　　　f a h b k L h k r h k

 (  , ) = 

⋮

⋮

 L h k L

h1

hn
k1

km

とおけば、 lim
|(  , )|

| (  , )|
 = 0 である。

|(h , k)|→0 h k

r h k

そして  の定義からF
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( ＋  , ＋ )－ (  , ) = ( ( ＋  , ＋ ) , ) = ( (  , )＋ (  , ) , )F a h b k F a b f a h b k k L h k r h k k

= 
(  , )＋ (  , )

 = 
(  , )

＋
(  , )

 = ( (  , ) , )＋( (  , ) , )
L h k r h k

k
L h k

k
r h k

0
L h k k r h k 0

よって (  , ) に ( (  , ) , ) を対応させる  の線型変換を  とし、h k L h k k Rn＋m L
～

(  , ) = ( (  , ) , ) とおけばr～ h k r h k 0 L
～ h
k

( ＋  , ＋ )－ (  , ) = (  , )＋ (  , )F a h b k F a b L
～
h k r～ h k

lim
|(  , )|

| (  , )|
 = lim

|(  , )|

|( (  , ) , )|
 = lim

|(  , )|

|( (  , )|
 = 0

|(h , k)|→0 h k

r～ h k

|(h , k)|→0 h k

r h k 0

|(h , k)|→0 h k

r h k

である。ゆえに  =  '(  , ) である。そしてこの線型変換  は可逆である。L
～

F a b L
～

なぜならば、 (  , ) = ( (  , ) , ) = (  , ) ならば、L
～
h k L h k k 0 0

(  , ) =   かつ   =  L h k 0 k 0

で  が可逆であるから (  , ) = ( ) =  より  =  を得る。ゆえに  は単射Lx L h 0 Lx h 0 h 0 L
～

であり、P.215 命題９から全単射となり、可逆線型変換である。

●  は  の開集合、  は  から  への 級写像であり、(  , ) を U Rn＋m F U Rn＋m C 1 a b U

の１点とし、  '(  , ) が可逆線型変換なので、 を適用することができF a b 逆関数定理

る。

よって (  , ) を含む開集合  ⊂  を適当にとれば、 ( ) =  はa b U0 U F U0 V0

(  , ) = ( (  , ) , ) = (  , ) を含む開集合で  :  →  は全単射、かつF a b f a b b 0 b F U0 V0

逆写像  =  :  →  は 級写像である。G F －1 V0 U0 C 1

● (  , ) ∈  ならば  =  '(  , ) とおくとき  は可逆であることを示す。x y U0 M f x y Mx

 =  '(  , ) = L f a b
∂x1

∂f1
(a , b) ⋯

∂xn

∂f1
(a , b)

∂y1

∂f1
(a , b) ⋯

∂ym

∂f1
(a , b)

⋮  ⋮ ⋮  ⋮

∂x1

∂fn
(a , b) ⋯

∂xn

∂fn
(a , b)

∂y1

∂fn
(a , b) ⋯

∂ym

∂fn
(a , b)

 =  '(  , ) = M f x y
∂x1

∂f1
(x , y) ⋯

∂xn

∂f1
(x , y)

∂y1

∂f1
(x , y) ⋯

∂ym

∂f1
(x , y)

⋮  ⋮ ⋮  ⋮

∂x1

∂fn
(x , y) ⋯

∂xn

∂fn
(x , y)

∂y1

∂fn
(x , y) ⋯

∂ym

∂fn
(x , y)
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 =  ,   = Lx
∂x1

∂f1
(a , b) ⋯

∂xn

∂f1
(a , b)

⋮  ⋮

∂x1

∂fn
(a , b) ⋯

∂xn

∂fn
(a , b)

Mx

∂x1

∂f1
(x , y) ⋯

∂xn

∂f1
(x , y)

⋮  ⋮

∂x1

∂fn
(x , y) ⋯

∂xn

∂fn
(x , y)

 　

と考えてよい。また、  は仮定から可逆線型変換なので  が存在する。Lx L－1
x

よって || || = 
λ

1
 とすると  は 級だったのですべての成分関数も連続であLx

－1 f C 1

る。したがって  は上の (  , ) を含む開集合  で連続である。よって、  をMx a b U0 U0

十分に小さくとれば

(  , ) ∈   ならば  || －  || < λx b U0
 Mx Lx

とすることができる。よって  は可逆線型変換である。Mx

さて、(  , ) ∈  となるような  ∈  全体の集合を  とする。  ∈  であ0 y V0 y Rm W0 b W0

る。

●  は  の開集合である。W0 Rm

任意の  ∈  に対し (  , ) ∈  であるから、(  , ) のある開近傍 y W0
0 y V0

0 y

( (  , ) ;  ) が存在して ( (  , ) ;  ) ⊂  とできる。B 0 y r B 0 y r V0

そのとき、任意の '∈ '(  ;  ) に対し| (  , )－(  , ') | = | － ' | <  なのでy B y r 0 y 0 y y y r

(  , ') ∈ ( (  , ) ;  )⊂  よって  ' ∈   ゆえに '(  ;  ) ⊂ 0 y B 0 y r V0 y W0 B y r W0

また  ∈  に対し、 (  , ) = (  , ) の形をしている。(  がどの様な値かわy W0 G 0 y x y x

からないが ) (  , ) = (  , ) = (  , ) であるから (  , ) =  である。F x y FG 0 y 0 y f x y 0

もし ' ∈  も ( ' , ) ∈   かつ  ( ' , ) =  を満たすならば、x Rn x y U0 f x y 0

(  , ) = ( (  , ) , ) = (  , ) = ( ( ' , ) , ) = ( ' , )F x y f x y y 0 y f x y y F x y

となり、  は  上で全単射であるから  = ' となる。すなわち、  ∈  に対しF U0 x x y W0

(  , ) ∈   かつ  (  , ) = x y U0 f x y 0

となる  ∈  は そこでこの  を  = ( ) と書けば、x Rn 一意的に定まる。 x x g y

(  , ) = ( ( ) , )G 0 y g y y

であるから、  :  →  は 級写像である。(  が 級なので、その成分関g W0 Rn C 1 G C 1
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数も 級である。) また (  , ) = (  , ) から (  , ) = (  , ) = ( ( ) , ) だかC 1 F a b 0 b a b G 0 b g b b

ら ( ) =  であり、任意の  ∈  に対して ( ( ) , ) =  である。g b a y W0 f g y y 0

● '( ) = －  についてg y M－1
x My

(  , ) = ( ( ) , ) = ( ) とおく。G 0 y g y y H y

 ∈  に対してk Rm

( ＋ )－ ( ) = '( )( )＋ ( )   ,   lim  
| |

| ( )|
 = 0 g y k g y g y k r k

|k|→0 k

r k

そして  の定義から  ∈  H y Rm

( ＋ )－ ( ) = ( ( ＋ ) , ＋ )－( ( ) , ) = ( '( )( )＋ ( ) , )H y k H y g y k y k g y y g y k r k k

= ( '( )( ) , )＋( ( ) , )g y k k r k 0

よって  に ( '( )( ) , ) を対応させる  から  への線型写像を  としk g y k k Rm Rn＋m N
～

( ) = ( ( ) , ) とすればr～ k r k 0

( ＋ )－ ( ) = ( '( )( ) , )＋ ( )H y k H y g y k k r～ k

lim  
| |

| ( )|
 = lim  

| |

| ( )|
 = 0 

|k|→0 k

r～ k

|k|→0 k

r k

ゆえに  = '( ) である。よって '( )( ) = ( '( )( ) , )N
～

H y   H y k g y k k

また ( ( )) = ( ( ) , ) = f H y f g y y 0

であるから、微分鎖律によって

 '( ( )) =  '( ( )) '( ) =    (  は零写像 ）f H y f H y H y 0 0

よって任意の  ∈  に対してk Rm

 '( ( )) '( )( ) =  '( ( ))( '( )( ) , ) =   ···   ※f H y H y k f H y g y k k 0

である。ここで ( ) =  とおけば ( ) = ( ( ) , ) = (  , ) 、したがってg y x H y g y y x y

 '( ( )) =  '(  , ) であるから、これを  と書けば、上式※は f H y f x y M

( '( )( ) , ) = M g y k k 0

'( ) は  から  への線型写像なのでg y Rm Rn

'( )( ) ∈  ,  ∈  ,  ∈  (  , ) からg y k Rn k Rm M L Rn＋m Rn
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 =  '(  , ) = M f x y
∂x1

∂f1
(x , y) ⋯

∂xn

∂f1
(x , y)

∂y1

∂f1
(x , y) ⋯

∂ym

∂f1
(x , y)

⋮ Mx ⋮ ⋮ My ⋮

∂x1

∂fn
(x , y) ⋯

∂xn

∂fn
(x , y)

∂y1

∂fn
(x , y) ⋯

∂ym

∂fn
(x , y)

であり、これは

( '( )( ) , ) = 
'( )( )

 = { (  , )＋( , ) }
'( )( )

 M g y k k M g y k
k

Mx 0 0 My
g y k

k

= ( '( ))( )＋ ( ) = Mxg y k My k 0

と同値である。これがすべての  ∈  に対して成り立つからk Rm

'( )＋  =    (  は零写像 ）　Mxg y My 0 0

 は可逆だったのでMx

'( ) = －g y M－1
x My

が得られる。

● (  , ··· ,  ,  , ··· , ) = 0 を  を  の関数として  について微分すれfi x1 xn y1 ym x y yk

ば、  = (  , ··· , )   (  = 1 , 2 , ··· ,  ) なので、微分鎖律からxi gi y1 ym i n

φ(  , ··· , ) = ( (  , ··· , ) , ··· , (  , ··· , ) ,  , ··· , )y1 ym g1 y1 ym gn y1 ym y1 ym
T

= )  
∂yk

∂
(fi(φ(y1 , ··· , ym) ) ( 

∂x1

∂fi
 , ··· , 

∂xn

∂fi
 , 

∂y1

∂fi
 , ··· , 

∂yk

∂fi
 , ··· , 

∂ym

∂fi

∂yk

∂g1

⋮

∂yk

∂gn

0
⋮
0
1
0
⋮
0

= å
j=1

n
 
∂xj

∂fi
∂yk

∂gj
＋

∂yk

∂fi
 = 0   ( k = 1 , 2 , ··· , m )

（問題１７．２ 問１）

 は凸集合であるから、  ,  = ＋ρ  (ρ> 0 ) を  , ··· ,  座標が等しい U a b a e1 x2 xn U

の２点とすれば、線分 ( ) = ＋  ( 0 ≦  ≦ρ) は  に含まれる。r t a te1 t U
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( ) = ( ( )) とおけばg t f r t

'( ) =  ( ( )) · '( )         ※  ( ) = 

＋

⋮
 → '( ) = 

1
0
0
0

g t grad f r t r t r t

a1 t
a2

an

r t

  = ( 0 , 
∂

∂
 , ··· , 

∂

∂
 ) だからgrad f

x2

f

x2

f

'( ) = 0g t

よって  は定数である。ゆえに (0) = (ρ)、すなわち ( ) = ( ) であり、  のg g g f a f b f

値は  成分に影響されない。x1

　（P.286　定理２　（階数定理）） 解析入門 Ⅱ　局所関連定理

 (  , ) = 

(  , ··· ,  ,  , ··· , )

⋮
(  , ··· ,  ,  , ··· , )

 f x y
f1 x1 xr y1 yq

fm x1 xr y1 yq

 , ··· ,  を独立変数とみて γ :  →  として次のように定める。u1 ur Rn＋r Rr

γ(  ,  , ) = γ(  , ··· ,  ,  , ··· ,  ,  , ··· , )x y u x1 xr y1 yq u1 ur

= 

γ (  , ··· ,  ,  , ··· ,  ,  , ··· , )

⋮
γ (  , ··· ,  ,  , ··· ,  ,  , ··· , )

1 x1 xr y1 yq u1 ur

r x1 xr y1 yq u1 ur

= 

(  , ··· ,  ,  , ··· , )－ )

⋮
(  , ··· ,  ,  , ··· , )－ )

 = (  , )－

f1 x1 xr y1 yq u1

fr x1 xr y1 yq ur

f x y u

(  , ) =   →  

(  , )

⋮
(  , )

 =    →  γ(  ,  , ) = f x0 y0 u0

f1 x0 y0

fr x0 y0

u0 x0 y0 u0
0

② から 
∂(  , ··· , )

∂(  , ··· , )
 = 

∂(  , ··· , )

∂(γ  , ··· , γ )
 ≠ 0 なので、陰関数定理から

x1 xr

f1 fr
x1 xr

1 r

(  , ) の近傍で  が (  , ) の陰関数として定められる。y0 u0 x y u

すなわち 級の関数φ  (1 ≦  ≦ ) が存在して C 1
i i r

 = φ (  , ··· ,  ,  , ··· , )x1 1 y1 yq u1 ur
⋮

 = φ (  , ··· ,  ,  , ··· , )xr 1 y1 yq u1 ur
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とすることができる。これらを

(  , ··· ,  ,  , ··· , )  (1 ≦  ≦ )vi x1 xr y1 yq i p

の  , ··· ,  に代入すれば  は  , ··· ,  ,  , ··· ,  の関数となる。定理のx1 xr vi y1 yq u1 ur

主張は  が  , ··· ,  のみの関数となることである。その結論を導くためには vi u1 ur

∂

∂
 = 0    (1 ≦  ≦ )

yj

vi
j q

を証明すればよい。

まずその前に問題１７．２の問１をこの証明のために少し補強する必要がある。

（補強版）

 は凸集合であるから、  , ··· ,  座標が等しい  の２点を  ,  とすると、線U u1 ur U a b

分 ( ) = ＋( － )  ( 0 ≦  ≦ 1) は  に含まれる。r t a b a t t U

 = (  , ··· ,  ,  , ··· ,  )  ,  = (  , ··· ,  ,  , ··· ,  )  としa au1 aur ay1 ayq  b au1 aur by1 byq

( ) = ( ( )) とおけばg t vi r t

'( ) =  ( ( )) · '( )       ※  ( ) =  → '( ) = g t grad vi r t r t r t

au1

⋮
aur

ay1＋(by1－ay1)t
⋮

ayq＋(byq－ayq)t

r t

0
⋮
0

(by1－ay1)

⋮
(byq－ayq)

  = ( 
∂

∂
 , ··· , 

∂

∂
 , 0 , ··· , 0 )  とすればgrad vi u1

vi
ur

vi

'( ) = 0g t

よって  は定数である。ゆえに (0) = (1)、すなわち ( ) = ( ) であり、  のg g g vi a vi b vi
値は  , ··· ,  成分に影響されない。y1 yq

( 
∂yj

∂vi
 = 0    (1 ≦ j ≦ q)　の証明 )

 =  (φ (  , ··· , ) , ··· , φ (  , ··· , ) ,  , ··· ,  )vi gi 1 u1 yq r u1 yq y1 yq

であるから、微分鎖律で

   ···   ③
∂yj

∂vi
 = 

∂x1

∂gi
∂yj

∂φ1
＋···＋

∂xr

∂gi
∂yj

∂φr
＋

∂yj

∂gi
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一方

 = (  , ··· ,  ,  , ··· , )u1 f1 x1 xr y1 yq

⋮
 = (  , ··· ,  ,  , ··· , )ur fr x1 xr y1 yq

の各式を  で偏微分すれば、(  , ) は独立変数だから、微分鎖律からyj u y

0 = 
∂

∂

∂

∂φ
＋···＋

∂

∂

∂

∂φ
＋

∂

∂

x1

f1

yj

1

xr

f1

yj

r

yj

f1

         ···   ④
                                ⋮

0 = 
∂

∂

∂

∂φ
＋···＋

∂

∂

∂

∂φ
＋

∂

∂

x1

f1

yj

1

xr

f1

yj

r

yj

f1

となる。

ところで上に注意したように、行列①の最初の  行  列にもう１つの行および列をr r

加えて得られる ＋1 次の小行列式の値は 0 であるから、1 ≦  ≦  , 1 ≦  ≦r i p j

 を満たす任意の正数  ,  に対してq i j

 = 0                            ···   ⑤

∂x1

∂f1
⋯

∂xr

∂f1

∂yj

∂f1

⋮  ⋮ ⋮

∂x1

∂fr
⋯

∂xr

∂fr
∂yj

∂fr

∂x1

∂gi
⋯

∂xr

∂gi
∂yj

∂gi

が成り立つ。⑤の行列式の第１列、···　、第  列にそれぞれ 
∂

∂φ
 , ··· , 

∂

∂φ
r

yj

1

yj

r

を掛けて第 ＋1 列に加えれば、④によって第 ＋1 列の第１成分から第  成分r r r

まではすべて 0 となる。一方③によって最後の成分は 
∂

∂
 になる。ゆえに

yj

vi

∂

∂
⋯

∂

∂
0

⋮  ⋮ ⋮

∂

∂
⋯

∂

∂
0

∂

∂
⋯

∂

∂

∂

∂

∂

∂
⋯

∂

∂

⋮  ⋮

∂

∂
⋯

∂

∂

x1

f1

xr

f1

x1

fr
xr

fr

x1

gi
xr

gi
yj

vi

 = 0      、 ②から 
x1

f1

xr

f1

x1

fr
xr

fr
≠ 0  → 

∂

∂
 = 0

yj

vi

とならなければならない。
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（P.290　命題１）

 の元  の標準基底εに関する座標ベクトルを ⋮  とする。F n x
x1

xn

 が可逆行列であると仮定し、  の元  の基底α= {  , ··· , } に関する座標P F n x p1 pn

ベクトルを ( ' , ··· , ') とする。x1 xn
T

そのことは定義によって、  = ' ＋···＋ '  を意味する。x x1 p1 xn pn

 を  , ··· ,  を列ベクトルとする行列とすれば　 P p1 pn

 = 

'

⋮
'

x P
x1

xn

である。つまり ⋮  = 

'

⋮
'

 の関係にある。

'

⋮
'

 = ⋮  となる。

x1

xn
P

x1

xn

x1

xn
P－1

x1

xn

基底α= {  , ··· , } に関してp1 pn

( ) =     (1 ≦  ≦ )L pj å
i=1

n
bijpi j n

とすれば、  = ( ) が  のαに関する表現行列 [ ]  である。B bij L L α

（P.291　命題２）

[ ]  =  , [ ]  =  とする。 L ε A L α B

[ ]  = ⋮  ,  [ ]  = ⋮  ,  [ ]  = 

'

⋮
'

 , [ ]  = 

'

⋮
'

 x ε

x1

xn

y ε

y1

yn

x α

x1

xn

y α

y1

yn

⋮  = ⋮  このに ⋮  =  

'

⋮
'

 , ⋮  = 

'

⋮
'

 を代入すれば

y1

yn
A

x1

xn

x1

xn
P

x1

xn

y1

yn
P

y1

yn

'

⋮
'

 =  

'

⋮
'

 →  

'

⋮
'

 =  

'

⋮
'

 となりP
y1

yn

AP
x1

xn

y1

yn

P－1AP
x1

xn

[ ]  =  =  となる。L α B P－1AP
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（P.294　定理１）

 =  = 

λ  

 ⋱  
 λ

とする。P－1AP B
1

0

0 n

そのとき、λ  , ··· , λ  は  の固有値である。ただし相異なるとは限らない。
1 n B

い。この場合  が λ  に対する  の固有値である。実際ej j B

λ  

 ⋱  
 λ

0
⋮
1

⋮
0

 = λ

0
⋮
1

⋮
0

1
0

0 n

j j j

である。命題４によって固有値は変わらない。固有ベクトルは  =  が λ  にpj Pej j

対する  の固有ベクトルだったので、{  , ··· , } は一次独立であるという仮定A p1 pn

から、{  , ··· , } は  の基底となる。p1 pn F n

逆に、  の固有ベクトルからなる基底 {  , ··· , } が存在するならば、  = (  , ··· A p1 pn P p1

, ) とおくとき、  は可逆で、pn P

 = λ      (1 ≦  ≦ )Apj jpj j n

とすれば、  =  であるから、pj Pej

 = λ      (1 ≦  ≦ )APej jPej j n

 = λ   = λ     (1 ≦  ≦ )P－1APej jP
－1Pej jej j n

 =  とおけばP－1AP B

 = λ     (1 ≦  ≦ )Bej jej j n

となる。よって  は対角行列である。B

（P.298　例２）

 = 
－

 → ( ) = ( － ) ＋  →  = ±A a b
b a

fA x x a 2 b2 x a ib

固有値 ＋  に対する固有ベクトルを求める。a ib

－
 = ( ＋ )   →  

－  = ＋    ···   ①

＋  = ＋    ···   ②
a b
b a

x1

x2

a ib
x1

x2

ax1 bx2 ax1 ibx1

bx1 ax2 ax2 ibx2
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①から、－  =  → －  =  bx2 ibx1 x2 ix1

→  固有ベクトルは  
1

－
c i②から、  =  →  = bx1 ibx2 x1 ix2

固有値 －  に対する固有ベクトルを求める。a ib

－
 = ( － )   →  

－  = －    ···   ①

＋  = －    ···   ②
a b
b a

x1

x2

a ib
x1

x2

ax1 bx2 ax1 ibx1

bx1 ax2 ax2 ibx2

①から、－  = －  →  =  bx2 ibx1 x2 ix1
→　固有ベクトルは   

1c i②から、  = －  →  = bx1 ibx2 x1 ix2

そこで  = 
1 1

－
 とすれば  = 

2

1 -1
1

 = 
2

1 1
1 －

P i i P－1

i
i
i

i
i

この位置の余因子がここに行く！

 = 
2

1 1
1 －

－ 1 1
－

 = 2

- + +2

2

+

2

+

2

- + -2
P－1AP i

i
a b
b a i i

ai2 a bi ai2 a

ai2 a ai2 a bi

= 
＋ 0
0 －

a ib
a ib

（P.300　定理５（代数学の基本定理））

もし (0) ≠ 0 ならば、補題１から | ( )| < | (0)| となる  ∈  が存在するはずg g w0 g w0 C

だが、全ての  ∈  に対して | (0)| ≦ | ( )| なので、そのような  は存在しなw C g g w w0

い。したがって (0) = 0 でなければならない。g

（P.301　系２）

任意の  ∈  に対しz C

( ) = ( －α )( －α )···( －α ) と分解されるのであればf z c z 1 z 2 z n

( ) = ( －α )( －α )···( －α )
_____
f z

__
c
__
z

___

1

__
z

___

2

__
z

____

n

また ( ) = ＋ ＋···＋  だったのでf z a0 a1z anz
n

( ) = ＋ ＋···＋
_____
f z

___
a0

___
a1

__
z

___
an

__
z
n

ここで、  =  おけば
__
z w

( －α )( －α )···( －α ) = ＋ ＋···＋
__
c w

___

1 w
___

2 w
____

n

___
a0

___
a1w

___
anw

n
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よって ( ) = ＋ ＋···＋  とすれば
__
f w

___
a0

___
a1w

___
anw

n

( ) = ( －α )( －α )···( －α ) 
__
f w

__
c w

___

1 w
___

2 w
____

n

と表すことができる。  がすべての  内を動くとき  もすべての  内を動くのでz C w C

( ) = ( －α )( －α )···( －α )
__
f z

__
c z

___

1 z
___

2 z
____

n

と表しても良いことになる。

（P.302　問題１８．２ の問４）

( ) =  とおけばL x Ax

 =  ,  =  ,  =  としたときa
a1

a2

a3

b
b1

b2

b3

c
c1

c2

c3

成分を比べてみればわかるが

(  ,  , ) = (  ,  ,  ) =  Aa Ab Ac A a b c A
a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

P.259 の公式から   倍となる。det A

（P.304　シュバルツの不等式の証明）

|α| (  · )＋αβ(  · )＋βα(  · )＋|β| (  · ) ≧ 02 a a
___

a b
___

b a 2 b b

α= (  · ) , β= －(  · ) とおけばb b a b

(  · ) (  · )－(  · )(  · )(  · )－(  · )(  · )(  · )＋|  · | (  · ) ≧ 0b b 2 a a b b b a a b a b b b b a a b 2 b b

(  · ) (  · )－2(  · )(  · )(  · )＋|  · | (  · ) ≧ 0b b 2 a a b b b a a b a b 2 b b

(  · ) (  · )－2(  · )|  · | ＋|  · | (  · ) ≧ 0b b 2 a a b b a b 2 a b 2 b b

(  · ) (  · )－(  · )|  · |  ≧ 0b b 2 a a b b a b 2

(  · ) > 0 であるからb b

(  · )(  · )－|  · |  ≧ 0  →  (  · )(  · ) ≧ |  · |b b a a a b 2 b b a a a b 2

（注） ・ (  · )  ≠ |  · |  である。a b 2 a b 2

(  · ) = ＋   →  (  · )  =  ( ＋ )  = ＋2 －a b x iy a b 2 x iy 2 x2 ixy y2

|  · |  = (  · )(  · ) = －a b 2 a b
_______
a b x2 y2
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・ (  · )  = |  · |  である。a a 2 a a 2

(  · ) = | |  なので実数である。したがって (  · ) =  とすればa a a 2 a a x

(  · )  = a a 2 x2

|  · |  = (  · )(  · ) = a a 2 a a
_______
a a x2

（P.305　命題５（シュミットの直交化法））

p1

 e1
p2

－(  · )p2 p2 e1 e1⇒
= 

| |p1

p1

e1

(  · ( －(  · ) ))e1 p2 p2 e1 e1

bp3 = (  · )－(  · (  · ) )e1 p2 e1 p2 e1 e1

e2

⇐ = (  · )－(  · )| |  = 0e1 p2

________
p2 e1 e1

2

e1  = 
| －(  · ) |

－(  · )
 とすればe2 p2 p2 e1 e1

p2 p2 e1 e1

 = －(  · ) －(  · )b p3 p3 e1 e1 p3 e2 e2  ⊥ e1 e2
(  · ) = (  · )－(  · (  · ) )ei b ei p3 ei p3 ei ei

= (  · )－(  · )| |  = 0   (  = 1 , 2)ei p3

_______
p3 ei ei

2 i

 = 
| |

 とすれば、　  ⊥  ,  ⊥ e3 b

b
e3 e1 e3 e2

 = －(  · ) －(  · ) ···－(  · )  とすればc pk pk e1 e1 pk e2 e2 pk ek－1 ek－1

(  · ) = (  · )－(  · (  · ) )ei c ei pk ei pk ei ei

= (  · )－(  · )| |  = 0   (  = 1 , 2 , 3 , ··· , －1)ei pk

________
pk ei ei

2 i k

 = 
| |

 とすればよい。ek c

c

（P.308　系）

 ⊂ ( )  については、  =  としてみれば、  の任意の元  は  のすべV V⊥ ⊥ V⊥ W V x W

ての元と直交するので  に含まれる。すなわち  ∈  = ( )  となる。W⊥ x W⊥ V⊥ ⊥

●  ⊂  で   =   ならば  =   (線型代数学　佐武一郎　P.101)W V dim W dim V W V
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（準備）

① ( )  = ( )      ②  = ( )     ③ ( )  = ( )
___
A T

____
AT

____
A－1

___
A －1 AT －1 A－1 T

①は明らかである。

②  =   →   =   → ( )  = A－1A I
____
A－1

___
A I

___
A －1

____
A－1

③  =   →  ( )  =   →  ( )  = ( )   A－1A I AT A－1 T I AT －1 A－1 T

（P.309　定理１）

 = λ  ,  =  だから  =  =  = (λ ) Ap1 1p1 p1 Pe1 Be1 P－1APe1 P－1Ap1 P－1
1p1

= λ ( ) = λ    ←   = (  ,  , ··· , ) = 
1 P

－1p1 1e1 P－1P P－1 p1 p2 pn I

 = 

1 0 ⋯ 0
0    
⋮   

0    

 とすると  = 

1 0 ⋯ 0
0    
⋮   

0    

 である。Q Q1
Q－1

Q－1
1

 = 

1 0 ⋯ 0
0    
⋮   

0    

λ 0 ⋯ 0

0    
⋮   

0    

1 0 ⋯ 0
0    
⋮   

0    

  Q－1BQ Q－1
1

1

B1
Q1

= 

λ 0 ⋯ 0

0    
⋮   

0    

= 

λ   

 λ   

  ⋱  
  λ

1

Q－1
1 B1Q

1
0

2

0 n

（ブロック分割による積）

i

 = 

⋮  ⋮ ⋮  ⋮
⋯ ⋯

⋮  ⋮ ⋮  ⋮
⋯ ⋯

⋮  ⋮ ⋮  ⋮
⋯ ⋯

 = A

ai1 ai,m1
ai,m1＋1 ai,m1＋m2

an1＋1,1 an1＋1,m1
an1＋1,m1＋1 an1＋1,m1＋m2

an1＋n2,1
an1＋n2,m1

an1＋n2,m1＋1 an1＋n2,m1＋m2

A11 A12

A21 A22

j

 = 

⋯ ⋯ ⋯

 ⋮  ⋮  ⋮
⋯ ⋯ ⋯

⋯ ⋯ ⋯

 ⋮  ⋮  ⋮
⋯ ⋯ ⋯

 = B

b1k b1,l1＋1 b1,l1＋l2

bm1,k
bm1,l1＋1 bm1,l1＋l2

bm1＋1,k bm1＋1,l1＋1 bm1＋1,l1＋l2

bm1＋m2,k
bm1＋m2,l1＋1 bm1＋m2,l1＋l2

B11 B12

B21 B22
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① 1≦ ≦  , 1≦ ≦  の場合i n1 k l1

(  の (  , ) 成分) =  = ＋AB i k å
j=1

m1＋m2

aijbjk å
j=1

m1

aijbjk å
j=1

m2

ai,m1＋jbm1＋j,k

= ( ＋ ＋···＋ )ai1b1k ai2b2k ai,m1
bm1,k

＋( ＋ ＋···＋ )ai,m1＋1bm1＋1,k ai,m1＋2bm1＋2,k ai,m1＋m2
bm1＋m2,k

= (  の (  , ) 成分 )(  の (  , ) 成分 ) å
j=1

m1

A11 i j B11 j k

＋ (  の (  , ) 成分 )(  の (  , ) 成分 )     å
j=1

m2

A12 i j B21 j k

 =  = AB C
C11 C12

C21 C22
= ( ( ＋  ) の (  , ) 成分 )　　　　　　　　A11B11 A12B21 i k

② 1≦ ≦  , ＋1≦ ≦ ＋  の場合i n1 l1 k l1 l2

i

 = 

⋮  ⋮ ⋮  ⋮
⋯ ⋯

⋮  ⋮ ⋮  ⋮
⋯ ⋯

⋮  ⋮ ⋮  ⋮
⋯ ⋯

 = A

ai1 ai,m1
ai,m1＋1 ai,m1＋m2

an1＋1,1 an1＋1,m1
an1＋1,m1＋1 an1＋1,m1＋m2

an1＋n2,1
an1＋n2,m1

an1＋n2,m1＋1 an1＋n2,m1＋m2

A11 A12

A21 A22

j

 = 

⋯ ⋯ ⋯

⋮  ⋮  ⋮  
⋯ ⋯ ⋯

⋯ ⋯ ⋯

⋮  ⋮  ⋮  
⋯ ⋯ ⋯

 = B

b11 b1,l1
b1,l1＋k

bm1,1
bm1,l1

bm1,l1＋k

bm1＋1,1 bm1＋1,l1
bm1＋1,l1＋k

bm1＋m2,1
bm1＋m2,l1

bm1＋m2,l1＋k

B11 B12

B21 B22

(  の (  , ＋ ) 成分) =  = ＋AB i l1 k å
j=1

m1＋m2

aijbj,l1＋k å
j=1

m1

aijbj,l1＋k å
j=1

m2

ai,m1＋jbm1＋j,l1＋k

= ( ＋ ＋···＋ )ai1b1,l1＋k ai2b2,l1＋k ai,m1
bm1,l1＋k

＋( ＋ ＋···＋ )ai,m1＋1bm1＋1,l1＋k ai,m1＋2bm1＋2,l1＋k ai,m1＋m2
bm1＋m2,l1＋k

= (  の (  , ) 成分 )(  の (  , ) 成分 )å
j=1

m1

A11 i j B12 j k

l1
＋ (  の (  , ) 成分 )(  の (  , ) 成分 )å

j=1

m1

A12 i j B22 j k
 =  = AB C

C11 C12

C21 C22= ( ( ＋  ) の (  , ) 成分 )A11B12 A12B22 i k

相対的成分

107



③ ＋1≦ ≦ ＋  , 1≦ ≦  の場合n1 i n1 n2 k l1

i

 = 

⋯ ⋯

⋮  ⋮ ⋮  ⋮
⋯ ⋯

⋮  ⋮ ⋮  ⋮
⋯ ⋯

⋮  ⋮ ⋮  ⋮

 = A

a11 a1,m1
a1,m1＋1 a1,m1＋m2

an1＋1,1 an1＋1,m1
an1＋1,m1＋1 an1＋1,m1＋m2

an1＋i,1 an1＋i,m1
an1＋i,m1＋1 an1＋i,m1＋m2

A11 A12

A21 A22

j

 = 

⋯ ⋯ ⋯

 ⋮  ⋮  ⋮
⋯ ⋯ ⋯

⋯ ⋯ ⋯

 ⋮  ⋮  ⋮
⋯ ⋯ ⋯

 = B

b1k b1,l1＋1 b1,l1＋l2

bm1,k
bm1,l1＋1 bm1,l1＋l2

bm1＋1,k bm1＋1,l1＋1 bm1＋1,l1＋l2

bm1＋m2,k
bm1＋m2,l1＋1 bm1＋m2,l1＋l2

B11 B12

B21 B22

(  の ( ＋  , ) 成分) =  = ＋AB n1 i k å
j=1

m1＋m2

an1＋i,jbj,k å
j=1

m1

an1＋i,jbj,k å
j=1

m2

an1＋i,m1＋jbm1＋j,k

= ( ＋ ＋···＋ )an1＋i,1b1,k an1＋i,2b2,k an1＋i,m1
bm1,k

＋( ＋ ＋···＋ )an1＋i,m1＋1bm1＋1,k an1＋i,m1＋2bm1＋2,k an1＋i,m1＋m2
bm1＋m2,k

= (  の (  , ) 成分 )(  の (  , ) 成分 )å
j=1

m1

A21 i j B11 j k

n1
＋ (  の (  , ) 成分 )(  の (  , ) 成分 )å

j=1

m1

A22 i j B21 j k
 =  = AB C

C11 C12

C21 C22= ( ( ＋  ) の (  , ) 成分 )A21B11 A22B21 i k

③ ＋1≦ ≦ ＋  , ＋1≦ ≦ ＋  の場合n1 i n1 n2 l1 k l1 l2

i

 = 

⋯ ⋯

⋮  ⋮ ⋮  ⋮
⋯ ⋯

⋮  ⋮ ⋮  ⋮
⋯ ⋯

⋮  ⋮ ⋮  ⋮

 = A

a11 a1,m1
a1,m1＋1 a1,m1＋m2

an1＋1,1 an1＋1,m1
an1＋1,m1＋1 an1＋1,m1＋m2

an1＋i,1 an1＋i,m1
an1＋i,m1＋1 an1＋i,m1＋m2

A11 A12

A21 A22

j

 = 

⋯ ⋯ ⋯

⋮  ⋮  ⋮  
⋯ ⋯ ⋯

⋯ ⋯ ⋯

⋮  ⋮  ⋮  
⋯ ⋯ ⋯

 = B

b11 b1,l1
b1,l1＋k

bm1,1
bm1,l1

bm1,l1＋k

bm1＋1,1 bm1＋1,l1
bm1＋1,l1＋k

bm1＋m2,1
bm1＋m2,l1

bm1＋m2,l1＋k

B11 B12

B21 B22
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(  の ( ＋  , ＋ ) 成分)AB n1 i l1 k

=  = ＋å
j=1

m1＋m2

an1＋i,jbj,l1＋k å
j=1

m1

an1＋i,jbj,l1＋k å
j=1

m2

an1＋i,m1＋jbm1＋j,l1＋k

= ( ＋ ＋···＋ )an1＋i,1b1,l1＋k an1＋i,2b2,l1＋k an1＋i,m1
bm1,l1＋k

＋( ＋ ＋···＋ )an1＋i,m1＋1bm1＋1,l1＋k an1＋i,m1＋2bm1＋2,l1＋k an1＋i,m1＋m2
bm1＋m2,l1＋k

= (  の (  , ) 成分 )(  の (  , ) 成分 )å
j=1

m1

A21 i j B12 j k

＋ (  の (  , ) 成分 )(  の (  , ) 成分 )å
j=1

m1

A22 i j B22 j k
n1

 =  = AB C
C11 C12

C21 C22= ( ( ＋  ) の (  , ) 成分 )A21B12 A22B22 i k

l1以上により

 =  = 
+ +

+ +
 が成り立つ。AB

A11 A12

A21 A22

B11 B12

B21 B22

A11B11 A12B21 A11B12 A12B22

A21B11 A22B21 A21B12 A22B22

特に  ,  が正方行列で次のような場合はA B

 =  = AB
A11 0

0 A22

B11 0

0 B22

A11B11 0

0 A22B22

●  = 

A11 A12 A13

A21 A22 A23

A31 A32 A33

B11 B12 B13

B21 B22 B23

B31 B32 B33

A11 C12

C21 C22

B11 D12

D21 D22

= 
+ +

+ +

A11B11 C12D21 A11D12 C12D22

C21B11 C22D21 C21D12 C22D22

= 

＋ ＋

＋ ＋

A11B11 A12 A13

B21

B31

A11 B12 B13 A12 A13

B22 B23

B32 B33

A21

A31

B11

A22 A23

A32 A33

B21

B31

A21

A31

B12 B13

A22 A23

A32 A33

B22 B23

B32 B33

 ＋                   ＋A11B11 A12 A13

B21

B31

A11 B12 B13 A12 A13

B22 B23

B32 B33

  = ＋ +                    = + + + +A11B11 A12B21 A13B31 A11B12 A12B22 A13B32 A11B13 A12B23 A13B33

 ＋             ＋    
A21

A31

B11

A22 A23

A32 A33

B21

B31

A21

A31

B12 B13

A22 A23

A32 A33

B22 B23

B32 B33

 = 
+ +

+ +
                = 

+ + + +

+ + + +

A21B11 A22B21 A23B31

A31B11 A32B21 A33B31

A21B12 A22B22 A23B32 A21B13 A22B23 A23B33

A31B12 A32B22 A33B32 A31B13 A32B23 A33B33

= 

+ + + + + +

+ + + + + +

+ + + + + +

A11B11 A12B21 A13B31 A11B12 A12B22 A13B32 A11B13 A12B23 A13B33

A21B11 A22B21 A23B31 A21B12 A22B22 A23B32 A21B13 A22B23 A23B33

A31B11 A32B21 A33B31 A31B12 A32B22 A33B32 A31B13 A32B23 A33B33
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 =  = 
+ +

+ +
 を根拠に分割が増えてAB

A11 A12

A21 A22

B11 B12

B21 B22

A11B11 A12B21 A11B12 A12B22

A21B11 A22B21 A21B12 A22B22

も積が定義できれば、上記のように普通の行列の成分の積のように計算できる。

（P.311　２次形式・エルミート形式）

（２次形式）

(  ,  ,  , )Q x y z w

= ＋ ＋ ＋ ＋2 ＋2 ＋2 ＋2 ＋2 ＋2ax2 by2 cz2 dw2 exy fxz gxw hyz kyw mzw
wzy

x

= ( )x y z w

a e f g
e b h k
f h c m
g k m d

x
y
z
w

（エルミート形式）

(  ,  ,  , ) Q x y z w

= ( )x y z w

a
__
e

__
f

__
g

e b
__
h

__
k

f h c
__
m

g k m d

__
x__
y__
z___
w

= ( )

＋ ＋ ＋

＋ ＋ ＋

＋ ＋ ＋

＋ ＋ ＋

x y z w

a
__
x

__
e
__
y

__
f
__
z

__
g
___
w

e
__
x b

__
y

__
h
__
z

__
k
___
w

f
__
x h

__
y c

__
z

__
m
___
w

g
__
x k

__
y m

__
z d

___
w

= ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋     

＋ ＋ ＋ ＋ ＋  

ax
__
x

__
ex

__
y

__
fx

__
z

__
gx

___
w ey

__
x by

__
y

__
hy

__
z

__
ky

___
w fz

__
x hz

__
y cz

__
z

__
mz

___
w gw

__
x kw

__
y mw

__
z dw

___
w

= ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ax
__
x by

__
y cz

__
z dw

___
w

__
ex

__
y ey

__
x

__
fx

__
z fz

__
x

__
gx

___
w gw

__
x

＋ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋
__
hy

__
z hz

__
y

__
ky

___
w kw

__
y

__
mz

___
w mw

__
z

= ＋ ＋ ＋ ＋2ℛ ＋2ℛ ＋2ℛ ＋2ℛax
__
x by

__
y cz

__
z dw

___
w

__
ex

__
y

__
fx

__
z

__
gx

___
w

__
hy

__
z

＋2ℛ ＋2ℛ
__
ky

___
w

__
mz

___
w
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（P.314　定理３）

（注意）

● 
1 0 1
0 2 0
1 0 3

  →  
1－λ 0 1

0 2－λ 0
1 0 3－λ

    

→ (1－λ) 2－λ 0
0 3－λ

＋ 0 2－λ
1 0

 = (1－λ)(2－λ)(3－λ)－(2－λ)

→  (1－λ)(2－λ)(3－λ)－(2－λ) = (2－λ){ (1－λ)(3－λ)－1)

→ －( λ-2) ( (λ－1)(λ－3)－1)  = 0  → －( λ-2) (λ －4λ＋2) = 0 2

→ λ= 2 , λ= 2± 2

● 1 0
0 2

  → 1－λ 0
0 2－λ

 = λ －3λ＋2 = 0  → λ= 1 , 22

 = 

⋯

⋮  ⋮ ⋮
⋯

⋯

 A

a11 a1,n－1 a1n

an－1,1 an－1,n－1 an－1,n

an1 an,n－1 ann

◎ 基本的に、  の固有値と  の固有値はまったく関係がない。A An－1

後半の背理法については、  が正でないと仮定したから、   > 0 からA det A

λ  , ··· , λ  のうちに 0 はない。しかし負の数は偶数個存在するはずである。
1 n

その中の２つを λ  , λ  ,  ≠  として、この  ,  に対して、少なくとも１つは 0 でi j i j i j

ない  ,  ∈  をci cj F

 = ＋x ciui cjuj

の第  成分が 0 となるように選ぶ。n

つまり、  ,  の第  成分が 0 ならば、  ,  はどちらか 0 でなければよいし、ui uj n ci cj

どちらか一方の第  成分が 0 ならば、逆の  を 0 にすればよい。両方 0 でないn c*

場合は、 ＋  = 0 となる  ,  を選べばよい。aci bcj ci cj
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（P.315　例）

1 －1 －1
－1 2 －1
－1 －1 6

 = 2 －1
－1 6

＋(－1) －1 －1
－1 6

－ －1 2
－1 －1

4

= 12－1＋(－7)－3 = 1 > 0

（P.318　補題）

γ(τ) = ＋τ  ∈  となる τ∈  の集合は 0 を含む１つの開区間である。p h U R

なぜなら、その区間を  とすれば、  ∈  で  は凸開集合であるから、ある I p U U

 > 0 が存在して、 (  ; ) ⊂  とすることができる。したがって、|τ | <  となるr B p r U h r

ように τ を十分小さくすれば、 ＋τ  ∈  となる。また、当然 0 ∈  である。p h U I

開集合であることは、任意のτ ∈  に対し
0 I

γ(τ) = ＋τ  ∈  であるから、ある  > 0p 0h U r
＋τp 0hが存在して ( ＋τ  ; ) ⊂  とできる。B p 0h r U p

そこで |τ－τ | < 
| |

 とすれば
0 h

r

| ＋τ －( ＋τ ) | = |(τ－τ ) | = |τ－τ | | | < p h p 0h 0 h 0 h r

よって ＋τ  ∈ ( ＋τ  ; ) ⊂  となるので τ∈  となる。ゆえに  は開p h B p 0h r U I I

集合である。

区間であることについては、任意の  ,  ∈  に対して、  <  <  を満たす任意s t I s c t

の  に対してγ( ) ∉  だとしたら、  が凸集合であることに反するので、γ( ) ∈c c U U c

 、つまり  ∈  となり、  は中間値性質をもつので区間である。U c I I

● γ( ) = ＋  =  , γ( ) = ＋  =  のときa p ah a b p bh b

γ( (1－ ) ＋  ) = ＋( (1－ ) ＋  )  = ＋ － ＋   t a tb p t a tb h p ah tah tbh

= － ＋ － ＋ ＋  = (1－ )( ＋ )＋ ( ＋ )p tp ah tah tp tbh t p ah t p bh

= (1－ ) ＋t a tb

（P.319　定理５）

－  = γ( )－γ( ) = ＋ －( ＋ ) = ( － )b a b a p bh p ah b a h
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（P.321　定理６）

 を第２次までの偏導関数が存在する関数と仮定しているが、 級の間違えではf C 2

ないだろうか。なぜなら、 ( ) が対称行列にならないからである。Hf x

（注意） 「このことは行列式が成分の連続関数であることと・・・」 「が」と「の」が反対

であると思う。

（P.327　三角多項式）

( ) = ＋ (  ＋  )   ···   ①P x a0 å
n=1

N
ancos nx bnsin nx

  = 
2

＋
 ,   = 

2

－
 = 

2

－( － )
cos nx

einx e－inx

sin nx
i

einx e－inx

i

e－inx einx

= 
2

( － )i e－inx einx

これらを①に代入すると

( ) = ＋ (
2

＋
＋

2

－
)P x a0 å

n=1

N
an
einx e－inx

bn
ie－inx ieinx

= ＋ (
2

＋ ＋ －
)a0 å

n=1

N ane
inx ane

－inx ibne
－inx ibne

inx

= ＋ (
2

－ ＋ ＋
)a0 å

n=1

N ane
inx ibne

inx ane
－inx ibne

－inx

= ＋ (
2

－
) ＋ (

2

＋
)a0 å

n=1

N an ibn
einx å

n=1

N an ibn
e－inx

 = 1 に注意して  =  と考えればein×0 a0 c0e
in×0

=     ···   ②å
n=－N

N
cne

inx

ただし、  = 
2

－
 ,  = 

2

＋
   (1 ≦  ≦ ) である。cn

an ibn
c－n

an ibn
n N

逆に②の形の式が与えられたとき、

  = ＋  ＋  å
n=－N

N
cne

inx c0e
i0x å

n=－N

－1

cne
inx å

n=1

N
cne

inx

= ＋ ＋c0 å
n=1

N
c－ne

－inx å
n=1

N
cne

inx
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= ＋ (  －   )＋ (  ＋   )c0 å
n=1

N
c－n cos nx i sin nx å

n=1

N
cn cos nx i sin nx

= ＋ { (  －   )＋ (  ＋   ) }c0 å
n=1

N
c－n cos nx i sin nx cn cos nx i sin nx

= ＋ { ( ＋ )  ＋ ( － )   }c0 å
n=1

N
c－n cn cos nx i cn c－n sin nx

 =   ,   = ＋   ,   = ( － )  (1 ≦  ≦ ) a0 c0 an c－n cn bn i cn c－n n N

とすれば、②は①の形になる。

（P.329　実変数の複素数値関数の積分）

 ( )  =  ( ) ＋  ( )ó
õa

b
f x dx ó

õa

b
u x dx ió

õa

b
v x dx

 ( )  =  ( ) －  ( )  =  ( )ó
õa

b
_____
f x dx ó

õa

b
u x dx ió

õa

b
v x dx

___________
ó
õa

b
f x dx

（P.329　三角多項式と cn の関係）

 ∈  ,  ≠ 0 ならば  = ( )' で、これは周期 2πの関数である。よってn Z n einx
in

einx

 =  = 0　ó
õ－π

π
einxdx

in

einx
π

－π

である。ゆえに  ∈  に対しn Z

2π

1
 = 

1   ,    = 0 のとき

0   ,   ≠0 のとき
ó
õ－π

π
einxdx n

n

となる。

このことから、三角多項式

( ) =  P x å
n=－N

N
cne

inx

の係数  は、 ( ) から積分cn P x

 = 
2π

1
 ( )cn

ó
õ－π

π
P x e－inxdx

によって決定されることがわかる。実際、上式の右辺を計算してみると

2π

1
 (  )  = 

2π

1
 (  )

ó
ô
õ－π

π

å
m=－N

N
cme

imx e－inxdx
ó
ô
õ－π

π

å
m=－N

N
cme

i(m－n)x dx
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=  (
2π

1
 ) = 　　(0 ≦  ≦ )å

m=－N

N
cm

ó
õ－π

π
ei(m－n)x dx cn n N

 >  または  < －  の場合は  = 0 となる。n N n N cn

（P.330　フーリエ級数）

周期 2π で区間 [－π , π] で積分可能な複素数値関数  が与えられたときf

 = 
2π

1
 ( )      (  = 0 , ±1 , ±2 , ···)cn

ó
õ－π

π
f x e－inxdx n

によって定められる数  を  のフーリエ係数と呼び、この数  を用いて作られcn f cn

る三角級数

 å
－∞

∞

cne
inx

を  のフーリエ級数という。f

問題点は３つ

① 関数  のフーリエ係数は収束するか？f

② 収束するとしてそれは関数  に等しいか？f

③  のフーリエ係数はいかなる意味においてもとの関数  を表すか？f f

（P.331　(f , g) = ó
õa

b
 f(x)

_____
g(x)dx のチェック）

１）  (  , ) =  ( ) ( )  =  ( ) ( )  =  ( ) ( )  = (  , )
_______
g f

_______________
ó
õa

b
g x

_____
f x dx ó

õa

b
____
g x f x dx ó

õa

b
f x

____
g x dx f g

４） 任意の  ∈  に対し (  , ) ≧ 0 f V f f

(  , ) =  ( ) ( )  =  | ( )|  ≧ 0f f ó
õa

b
f x

_____
f x dx ó

õa

b
f x 2dx

しかし、(  , ) = 0 であっても  = 0 はいえない。（”半正”の内積と呼ぶ）f f f

●  が連続である場合は  = ＋  とした場合  ,  も連続なので  ,  も連f f u iv u v u2 v2

続であるから | |  = ＋  は連続である。したがって、積分の強単調性から  = 0f 2 u2 v2 f

となる。詳しくは 

 が  で連続ならば、任意のε> 0 に対して、あるδ> 0 が存在してf a

| －  | < δ ならば | ( )－ ( ) | < ε a x f a f x
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が成り立つ。  = ＋  とすれば f u iv

( ( )－ ( ) )  ≦ ( ( )－ ( ) ) ＋( ( )－ ( ) )u a u x 2 u a u x 2 v a v x 2

右辺は | ( )－ ( ) |  であるから | ( )－ ( ) | < ε となる。よって  は連続であf a f z 2 u a u x u

り、  も連続である。  についても同様である。u2 v2

次に  ( )  = 0 ならば  = 0 については背理法で証明する。ó
õa

b
u x 2dx u

（証） 仮に [  , ] 内の一点ξで (ξ) ≠ 0 とすれば、 ( ) の連続性から、正数a b u u x

ε,δを適当にとれば、[ξ－δ,ξ＋δ] において ( )  >ε> 0 となるようにするu x 2

ことができる。よって

 ( )  ≧  ( )  > ε   = 2δε> 0ó
õa

b
u x 2dx ó

õξ－δ

ξ＋δ
u x 2dx ó

õξ－δ

ξ＋δ
dx

これは仮定に反する。この証明では  の連続性を仮定しているので  が連続でu u

なければ証明できない。（微分積分学　第一巻　藤原松三郎 著　P.312）

| |  = ＋   から  = 0 となる。f 2 u2 v2 f

（P.332　命題１(シュバァルツの不等式)）

||α ＋β || = |α| || || ＋αβ(  , )＋αβ(  , )＋|β| || ||f g 2 f 2
___

f g
___

g f 2 g 2

= |α| || || ＋2ℛ αβ(  , ) ＋|β| || ||  ≧ 02 f 2
___

f g 2 g 2

・　|| || > 0 ならば、α= || ||  , β= －(  , ) とおけば β = －(  , ) からg g 2 f g
___ _______

f g

|| || || || －2ℛ || || |(  , )| ＋|(  , )| || ||  ≧ 0g 4 f 2 g 2 f g 2 f g 2 g 2

|| || || || －2|| || |(  , )| ＋|(  , )| || ||  ≧ 0g 4 f 2 g 2 f g 2 f g 2 g 2

|| || || || －|| || |(  , )|  ≧ 0g 4 f 2 g 2 f g 2

・　|| || = 0 ならば、β= －(  , ) とおけばg f g

 |α| || || －2ℛ α|(  , )|  ≧ 02 f 2 f g 2

ここで α∈  とすれば、αの二次関数と見てR

 α || || －2α|(  , )|  ≧ 0  →   = 4|(  , )|  ≦ 0  → (  , ) = 0  2 f 2 f g 2 D f g 4 f g
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（P.334　命題２）

( α φ  , α φ )å
m=1

N

m m å
m=1

N

m m

= ( α φ ＋α φ ＋···＋α φ  , α φ ＋α φ ＋···＋α φ  )
1 1 2 2 N N 1 1 2 2 N N

= |α | ||φ || ＋|α | ||φ || ＋···＋|α | ||φ ||
1

2
1

2
2

2
2

2
N

2
N

2

（P.335　命題３）

確認

[  , ] 上で積分可能な関数全体の集合を  とする。  の正規直交系を (φ ) a b V V n

(  = 1 , 2 , ··· ) とする。n

 ∈  に対し、f V

 = (  , φ ) =  ( )φ ( )cn f n
ó
õa

b
f x

_______

n x dx

とする。  , φ  は積分可能であるので、その積は積分可能であるから  は確定f
____

n cn

する。そこで第  部分和n

( ) =  φ ( )sN x å
n=1

N
cn n x

が確定する。これと任意の  γ φ ( ) (γ ∈  ) を比べた結果が命題３の内容å
n=1

N

n n x n C

である。

（P.336　系３）

| |  は可積分なので  | |  が定まるので、級数 | | が収束することがわかf 2 ó
õa

b
f 2dx å

n=1

∞

cn

る。

（P.337　正規直交系の存在）

関数列 1 ,  ,  は一次独立であるので、それを正規直交化してみる。x x2

 = 1  ,  ||1|| =   = 2    →   = 
2

1
  u～1

ó
õ－1

1
dx u1

 = －(  , 
2

1
)

2

1
 = －

2

1
(

2

1
 )  = －

2

1
×0  u～2 x x x ó

õ－1

1
xdx x

= －0 =  , || || = || || =  = 
3

2
  →   = 

2

3
x x u～2 x ó

õ－1

1
x2dx u2 x
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 = －(  , 
2

1
)

2

1
－(  , 

2

3
)

2

3
u～3 x2 x2 x2 x x

= －
2

1
(

2

1
)－

2

3
(

2

3
) x2 ó

õ－1

1
x2dx x ó

õ－1

1
x3dx

= －
2

1

2

1

3

2
 = －

3

1
x2 x2

, || || = ( －
3

1
)  = ( －

3

2
＋

9

1
)u～3

ó
õ－1

1
x2 2dx ó

õ－1

1
x4 x2 dx

= 
5

1
－

9

2
＋

9

1
 = 

5

2
－

9

4
＋

9

2
 = 

45

18－20＋10
 = 

45

8
x5 x3 x

1

－1

 = 
8

45
( －

3

1
)u3 x2

(  ,  , ) = (
2

1
 , 

2

3
 , 

8

45
( －

3

1
) )u1 u2 u3 x x2

直交しているか確認してみる。

(  , ) =  
4

3
 = 

4

3
 = 0u1 u2

ó
ô
õ－1

1

xdx ó
õ－1

1
xdx

(  , ) = (
4

3 5
－

4

5
)  = 

4

3 5

3
－

4

5
[ ]  = 

4

3 5
×

3

2
－

4

5
×2u1 u3

ó
ô
õ－1

1

x2 dx
x3 1

－1
x 1

－1

= 0

(  , ) = 
2

3
(

8

45
( －

3

1
) ) 　u2 u3

ó
ô
õ－1

1

x x2 dx

= (
4

3 15
－

2

3

8

3 5

3

1
)  = (

4

3 15
－

4

15
)  = 0

ó
ô
õ－1

1

x3 x dx
ó
ô
õ－1

1

x3 x dx

（P.339　ここからが本来のフーリエ係数）

① [－π , π] で可積分で周期 2πをもつ関数全体の集合を  とする。V

②  での内積は次のように定める。  ,  ∈  に対しV f g V

(  , ) = 
2π

1
 ( ) ( ) f g ó

õ－π

π
f x

____
g x dx

③ φ ( ) =   (  = 0 , ±1 , ±2 , ··· ) は正規直交系であり、n x einx n
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 = (  , φ ) = 
2π

1
 ( )φ ( )  = 

2π

1
 ( )  cn f n

ó
õ－π

π
f x

_______

n x dx ó
õ－π

π
f x e－inx dx

④ ( ) のフーリエ級数を   と定める。f x å
－∞

＋∞

cne
inx

 可積分関数の積は可積分なので  は定まる。よって、  から  （注意） cn f å
－∞

＋∞

cne
inx

は定まる。したがって   →    でしかない。f å
－∞

＋∞

cne
inx

（P.341　定理１　n = 1 , ··· , N → n = 0 , ±1 , ··· , ±N）

( )   =  γ  とする。  =  φ  なのでa tN å
－N

N

ne
inx sN å

－N

N
cn n

( －  , φ ) = ( －  φ  , φ ) = (  , φ )－  (φ  , φ ) = －  = 0f sN n f å
－N

N
cm m n f n å

－N

N
cm m n cn cn

残りは同様にしてわかる。

( )   → 0  (  → ±∞)  から   = ＋  ,  = ( － )  なので c cn n an cn c－n bn i cn c－n

 → 0 ,  → 0  (  → ∞)an bn n

（P.342　命題４　（ディリクレの核））

( ) =   （ディリクレの核） としたときDN x å
－N

N
einx

( ) =   =  (
2π

1
 ( )  )sN x å

－N

N
cne

inx å
－N

N ó
õ－π

π
f t e－int dt einx

= 
2π

1
( ( ) )å

－N

N ó
õ－π

π
f t ein(x－t)dt

= 
2π

1
{ ( ) ＋ ( ) ＋···＋ ( )  }ó
õ－π

π
f t e－iN(x－t)dt ó

õ－π

π
f t e－i(N－1)(x－t)dt ó

õ－π

π
f t eiN(x－t)dt

= 
2π

1
( )( ( )

ó
ô
õ－π

π

f t å
－N

N
ein(x－t) dt

= 
2π

1
( ) ( － )ó

õ－π

π
f t DN x t dt

ここで  = －  とすれば  = －1 →  = －y x t
dt

dy
dt dy

= －
2π

1
( － ) ( － )  = 

2π

1
( － ) ( )ó

õx＋π

x－π
f x y DN x y dy ó

õx－π

x＋π
f x y DN y dy
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= 
2π

1
( － ) ( )ó

õx－π

x＋π
f x t DN t dt

上巻P.295 問題８．２　※ P.338 下から 5 ～ 4 行 参照  

(２)  は (－∞ , ∞) に含まれる任意の閉区間で可積分かつ周期  (  > 0) u p p

をもつ周期関数とする。そのとき、 －  =  を満たす任意の  ,  に対してb a p a b

 ( )  =  ( ) 　ó
õa

b
u x dx ó

õ0

p
u x dx

である。

（証） 上巻P.240 定理１( ) から、  は可積分であり b u

0                           p a b  =   =  －  ＋ ó
õa

b
u ó

õa

a＋p
u ó

õ0

p
u ó

õ0

a
u ó

õp

a＋p
u

そこで、－  ＋   についてはó
õ0

a
u ó

õp

a＋p
u

0 ≦  ≦   において　 ( ) = ( ＋ ) であるから 0 になる。x a u x u x p

 および  は任意の閉区間で可積分かつ周期 2πの周期関数なのでf D

( ＋ ) = ( ＋ )＋  ( ＋ ) = ( ) = ( )＋  ( ) f x T u x T i v x T f x u x i v x

よって ( ＋ ) = ( ) , ( ＋ ) = ( ) であり、同じ周期をもつ。  についu x T u x v x T v x D

ても同様で ∘  の実部、虚部も同じ周期をもつことになる。f D

( ) = ∘ ( ) = ( )＋  ( ) と考えれば、定義から g t f D t u t i v t

 ( )  =  ( ) ＋   ( )  ó
õx－π

x＋π
g t dt ó

õx－π

x＋π
u t dt i ó

õx－π

x＋π
v t dt

=  ( ) ＋   ( )  =  ( )ó
õ－π

π
u t dt i ó

õ－π

π
v t dt ó

õ－π

π
g t dt

= 
2π

1
( － ) ( )  = 

2π

1
( － ) ( )ó

õx－π

x＋π
f x t DN t dt

ó
õ0

2π
f x t DN t dt

= 
2π

1
( － ) ( )ó

õ－π

π
f x t DN t dt

（P.342　ディリクレの核の変形）

( ) =   = ＋ ＋···＋ ＋ ＋ ＋ ＋···＋  DN x å
－N

N
einx e－iNx e－i(N－1)x e－ix ei0x eix ei2x eiNx
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= (1＋ ＋ ＋···＋ )e－iNx eix ei2x ei(2N)x

したがって  = 1＋ ＋ ＋···＋  とすればs eix ei2x ei(2N)x

 = ＋ ＋···＋ ＋eixs eix ei2x ei(2N)x ei(2N＋1)x

( －1) = －1  →   = 
－1

－1
s eix ei(2N＋1)x s

eix
ei(2N＋1)x

よって

( ) = 
－1

( －1 )
 = 

－1

－
DN x eix

e－iNx ei(2N＋1)x

eix
ei(N＋1)x e－iNx

分母・分子に  を掛けて、   = 
2

－
 に注意すればe

－
2

ix

sin x
i

eix e－ix

( ) = 

－

－
 = 

2

( ＋
2

1
)

    ···   ①DN x

e 2

ix

e
－

2

ix

e
i(N＋

2

1
)x

e
－i(N＋

2

1
)x

sin
x

sin N x

(0) =   = ＋ ＋···＋ ＋ ＋ ＋ ＋···＋  からDN å
－N

N
ein0 e－iN0 e－i(N－1)0 e－i0 ei0 ei0 ei20 eiN0

(0) = 2 ＋1 である。ロピタルの定理からもDN N

(
2

)'

( ( ＋
2

1
) )'

 = 

2

1

2

( ＋
2

1
) ( ＋

2

1
)

 → 2 ＋1   (  → 0 )

sin
x

sin N x

cos
x

N cos N x
N x

また 

( ) =   = ＋ ＋···＋ ＋1＋ ＋ ＋···＋DN x å
－N

N
einx e－iNx e－i(N－1)x e－ix eix ei2x eiNx

P.329 の公式から

2π

1
( )  = 1   ···   ②ó

õ－π

π
DN x dx

（P.343　命題５）

σ ( ) = 
＋1

1
 ( )N x N

å
n=0

N
sn x

= 
＋1

1
 
2π

1
 ( － ) ( )

N
å
n=0

N ó
õ－π

π
f x t Dn t dt
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=  
2π

1
( － )(

＋1

1
( ) )

ó
ô
õ－π

π

f x t
N

å
n=0

N
Dn t dt

=  
2π

1
( － ) ( )ó

õ－π

π
f x t Kn t dt

（P.344　フェイェールの核の変形）

( ) = 

2

( ＋
2

1
)

 = 

2

( ＋
2

1
)  

2
Dn x

sin
x

sin n x

sin2
x

sin n x sin
x

ここで、 α β = 
2

1
{ (α－β)－ (α＋β) } であるから、分子はsin sin cos cos

( ＋
2

1
)  

2
 = 

2

1
{  － ( ＋1)  }sin n x sin

x
cos nx cos n x

 2α= α－ α = 1－2 α → α = 
2

1
(1－  2α) で、分母はcos cos2 sin2 sin2 sin2 cos

2
 = 

2

1
(1－  )sin2

x
cos x

よって

( ) = 
1－  

 － ( ＋1)
Dn x cos x

cos nx cos n x

 ( ) = 
1－  

1
{ (1－  )＋(  －  2 )＋(  2 －  3 )＋···å

n=0

N
Dn x cos x

cos x cos x cos x cos x cos x

＋(  － ( ＋1) ) }cos Nx cos N x

= 
1－  

1－ ( ＋1)

cos x

cos N x

したがって

( ) = 
＋1

1

1－  

1－ ( ＋1)
    （フェイェールの核）   ···   ③　KN x N cos x

cos N x

 = 0 のときは (0) = 2 ＋1 なので x Dn n

 (2 ＋1) = 1＋3＋5＋···＋(2 ＋1) = ( ＋1)   から　 (0) = ＋1　である。å
n=0

N
n N N 2 KN N
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③から、すべての  に対して ( ) ≧ 0 である。x KN x

②から 

2π

1
 ( )  =  

2π

1

＋1

1
(  ( ) )ó

õ－π

π
KN x dx

ó
ô
õ－π

π

N
å
n=0

N
Dn x dx

= 
＋1

1

2π

1
(  ( ) )  = 

＋1

1
( 

2π

1
( )  ) = 1   ···   ④

N

ó
ô
õ－π

π

å
n=0

N
Dn x dx

N
å
n=0

N ó
õ－π

π
Dn x dx

（P.344　定理２　（フェイェールの定理））

（証） ④から

( ) = 
2π

1
 ( ) ( )f x ó

õ－π

π
f x KN t dt

これと命題５から σ ( ) = 
2π

1
( － ) ( )  なのでN x

ó
õ－π

π
f x t Kn t dt

σ ( )－ ( ) = 
2π

1
{ ( － )－ ( ) } ( )N x f x ó

õ－π

π
f x t f x Kn t dt

この差を評価するのが目標である。

上式から

|σ ( )－ ( ) | = | 
2π

1
{ ( － )－ ( ) } ( )  |N x f x ó

õ－π

π
f x t f x Kn t dt

≦ 
2π

1
| ( － )－ ( ) | ( )     ← ( ) ≧ 0   ···   ⑤ó

õ－π

π
f x t f x Kn t dt Kn t

 は周期 2πの連続関数、したがって閉区間 [－π , π] で一様連続であるからf

全区間で一様連続である。したがって、ε> 0 に対して適当にδ> 0 をとれば、x

に無関係 （  ∉ [－π , π] でもよい） にx

| － － | = | | < δ  ならば  | ( － )－ ( ) | < ε が成り立つ。x t x t f x t f x

δはもちろんδ<πと仮定してよい。そこで⑤の右辺の積分を３つのに分けると

－δ     δ

2π

1
( ＋ ＋  )ó
õ－π

－δ ó
õ－δ

δ ó
õδ

π

t
 －π                  0                   π

中央の項については

2π

1
| ( － )－ ( ) | ( )  < 

2π

ε
( )  = ε   ···   ⑥ó

õ－δ

δ
f x t f x Kn t dt

ó
õ－π

π
Kn t dt

123



また、左右の区間 －π ≦  ≦ －δ , δ≦  ≦ π についてはt t

－1 ≦ (－π) = π≦   ≦ δ= (－δ) < 1 からcos cos cos t cos cos

( ) = 
＋1

1

1－  

1－ ( ＋1)
 ≦ 

＋1

1

1－  δ

2
KN t N cos t

cos N t

N cos

であるから、[－π , π] における | ( )| の上限を  とすれば、f x M

| ( － )－ ( ) | ≦ | ( － ) |＋| ( ) | ≦ 2f x t f x f x t f x M

| ( － )－ ( ) | ( ) ≦ 
＋1

1

1－  δ

4
f x t f x Kn t N cos

M

（左） 
2π

1
| ( － )－ ( ) | ( )  ≦ 

2π

1

＋1

1

1－  δ

4ó
õ－π

－δ
f x t f x Kn t dt N cos

M ó
õ－π

－δ
dt

= 
2π

1

＋1

1

1－  δ

4
(π－δ)

N cos

M

（右） 
2π

1
| ( － )－ ( ) | ( )  ≦ 

2π

1

＋1

1

1－  δ

4ó
õδ

π
f x t f x Kn t dt N cos

M ó
õδ

π
dt

= 
2π

1

＋1

1

1－  δ

4
(π－δ)

N cos

M

（左）＋（右）は

2π

1
( ＋  ) ≦ 

2π

1

＋1

1

1－  δ

4
(2π－2δ) ó

õ－π

－δ ó
õδ

π

N cos

M

< 
2π

1

＋1

1

1－  δ

4
2π = 

＋1

1

1－  δ

4

N cos

M

N cos

M

よって  を十分大きくとれば、  ≧  を満たすすべての  に対してN0 N N0 N

2π

1
( ＋  ) < ε   ···   ⑦ó
õ－π

－δ ó
õδ

π

ゆえに、  ≧  ならば、すべての  ∈ [－π , π] に対して ⑥、⑦ からN N0 x

|σ ( )－ ( ) | < 2εN x f x

すなわち σ ( ) は ( ) に一様収束する。N x f x
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（P.346　定理３　（パーセブァル））

σ ( ) = 
＋1

1
( )  ,  ( ) =  からN x N

å
n=0

N
sn x sn x å

k=－n

n
cke

ikx

( ) = ( )＋ ( )＋ ( )＋···＋ ( )å
n=0

N
sn x s0 x s1 x s2 x sN x

= ＋( ＋ ＋ )＋( ＋ ＋ ＋ ＋ )＋···c0 c－1e
－ix c0 c1e

ix c－2e
－i2x c－1e

－ix c0 c1e
ix c2e

－i2x

＋( ＋···＋ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋···＋ )c－Ne
－iNx c－2e

－i2x c－1e
－ix c0 c1e

ix c2e
－i2x cNe

iNx

=   ←  次三角多項式(  =  , ··· ,  = ( ＋1)  , ··· ,  =  )å
k=－N

N
dke

ikx N d－N c－N d0 N c0 dN cN

（P.347　定理４）

上巻 P.308 定理５と定理３から

2π

1
 | －  |  = lim

2π

1
| － |  = 0ó

õ－π

π
f s 2dx

N→∞

ó
õ－π

π
f sN

2dx

（P.348　定理５）

まず  が [－π , π] で滑らかとしている。f

 = 
2π

1
 ( )  cn

ó
õ－π

π
f x e－inxdx

' = － '   から   =  , ' =   → ' =  ' ,  = 
－

 ó
õ
hg hg ó

õ
h g h f g e－inx h f g

in

e－inx

 = 
2π

1
{ ( )

－
＋

1
  '( )  } cn f x

in

e－inx π

－π in
ó
õ－π

π
f x e－inxdx

ここで

( )
－

= (π)
－

－ (－π)
－

 = (π)
－

＋ (π)f x
in

e－inx π

－π
f

in

e－inπ

f
in

einπ

f
in

e－inπ

f
in

einπ

= (π)
( ) －( )

 = (π)
(－1) －(－1)

 = 0f
in

eiπ n eiπ －n

f
in

n －n

 = 
2π

1
  '( )cn in

ó
õ－π

π
f x e－inxdx

次に仮に [－π , π] の間に分点  が１つあったとして、[－π , ] , [  , π] でa a a

区分的に滑らかであったとすれば。
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 = 
2π

1
{ ( )

－
＋

1
  '( )  } cn f x

in

e－inx a

－π in
ó
õ－π

a
f x e－inxdx

＋  = 
2π

1
{ ( )

－
＋

1
  '( )  } cn f x

in

e－inx π

a in
ó
õa

π
f x e－inxdx

( ) は  で連続（つながっている）なのでf x a

( )
－

＋ ( )
－

= 0 f x
in

e－inx a

－π
f x

in

e－inx

a

π

よって

 = 
2π

1
  '( )cn in

ó
õ－π

π
f x e－inxdx

この結果は分点が有限個であれば増えても同じである。また  ' の周期はf

 '( ＋ ) = lim 
( ＋ ＋ )－ ( ＋ )

 = lim 
( ＋ )－ ( )

 =  '( )  f x T
h→0 h

f x h T f x T

h→0 h

f x h f x
f x

から  '( ) も同じ周期 2π をもつ。f x

ゆえに  ' のフーリエ係数を ' とすれば、  = 
'
 である。これよりf cn cn in

cn

| | = 
| '|

  cn n

cn

ここで  
2

1
( －

1
)  = 

2

1
( －

2
＋

1
) ≧ 0  →  

2

1
( ＋

1
) ≧   なのでx

n
2 x2

n

x

n2 x2

n2 n

x

| | = 
| '|

 ≦ 
2

1
( 

1
＋| '|  )cn n

cn

n2 cn
2

を得る。級数 
1

 は収束する。（上巻P.87 定理７） ゆえに
1

 も収束する。å
n=1

∞

n2 å
n=－1

－∞

n2

 ' が積分可能であることは、下巻 P.206 補題ではっきりする。したがって、定理１f

の ( ) から、 | '|  は収束する。よって | | は上巻P.83 定理６から収束する。c å
－∞

∞

cn
2 å

－∞

∞

cn

そして | | = | | なので上巻P.305 定理２から、  は一様かつ絶対収cne
inx cn å

－∞

∞

cne
inx

束する。ゆえに定理４によって、この級数の和は ( ) に等しい。f x
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つまり、  が [－π , π] で 級ならばフーリエ展開可能である。 f C 1

（P.349　注意）

注意は右図のような場合

を示している。

点線が  '( ) のグラフでf x  =  ＋1y cos x  = －
π

2
＋2y x

ある。

 '(－π) = 0 ,  '(π) = －
π

2
f f

であるが、  '(π) = 0 とすればf

よい。

（P.350　補題のための準備）

（上積分の区間に関する加法性について）

 が区間 [  , ] で有界で [  , ] の内点を  とする。そのときf a b a b c

   =    ＋   ó
õa

b
－

f ó
õa

c
－

f ó
õc

b
－

f

（証） 区間 [  , ] における上方和を  と記すことにする。a b Ub
a

上巻 P.234 定理６から、任意のε> 0 に対して、適当にδ > 0 をとれば ( ) <
1 d Q1

δ  を満たす任意の分割  に対して
1 Q1

0 ≦ (  , )－    < ε   ···   ①Uc
a Q1 f ó

õa

c
－

f

また同じ ε> 0 に対し、適当にδ > 0 をとれば ( ) < δ  を満たす任意の分割
2 d Q2 2

 に対してQ2

0 ≦ (  , )－    < ε   ···   ②Ub
c Q2 f ó

õc

b
－

f

δ=  {δ  , δ  } とすれば、 ( ) , ( ) < δ を満たす任意の  ,  に対min 1 2 d Q1 d Q2 Q1 Q2

して①、②が成り立つので、  = ∪  とすれば  は [  , ] の分割でありP Q1 Q2 P a b

0 ≦ (  , )＋ (  , )－(   ＋   ) < 2εUc
a Q1 f Ub

c Q2 f ó
õa

c
－

f ó
õc

b
－

f

0 ≦ (  , )－(   ＋   ) < 2εUb
a P f ó

õa

c
－

f ó
õc

b
－

f
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また同じε> 0 に対し、適当に δ'> 0 をとれば、 ( ') < δ' を満たす任意の分割d P

' に対してP

0 ≦ ( ' , )－    < εUb
a P f ó

õa

b
－

f

そこで ( ) = ( ∪ ) だったので、δ  , δ  をより小さくすれば ( ) < δ' とd P d Q1 Q2 1 2 d P

することができるので

0 ≦ (  , )－    < ε   ···   ③Ub
a P f ó

õa

b
－

f

①、②、③から

|   －(   ＋   ) | = |   － (  , )＋ (  , )－(   ＋   ) |ó
õa

b
－

f ó
õa

c
－

f ó
õc

b
－

f ó
õa

b
－

f Ub
a P f Ub

a P f ó
õa

c
－

f ó
õc

b
－

f

≦ |   － (  , ) |＋| (  , )－(   ＋   ) | < ε＋2ε= 3εó
õa

b
－

f Ub
a P f Ub

a P f ó
õa

c
－

f ó
õc

b
－

f

εは任意なので

   =    ＋   ó
õa

b
－

f ó
õa

c
－

f ó
õc

b
－

f

が成り立つ。

下積分の区間に関する加法性についても同様である。

（P.350　補題）

上の準備から

  =  ＋   ,    =  ＋ ó
õ

－ b

a
f ó

õ

－ a＋ε

a
f ó

õ

－ b

a＋ε

f ó
õ
－

 b

a
f ó

õ
－

 a＋ε

a
f ó

õ
－

 b

a＋ε

f

 が [  , ＋ε] で可積分であるから  =  である。f a a ó
õ

－ a＋ε

a
f ó

õ
－

 a＋ε

a
f

  －   =   －   →    －    =  －  ó
õ

－
 b

a
f ó

õ

－
 b

a＋ε

f ó
õ
－

 b

a
f ó

õ
－

 b

a＋ε

f ó
õ

－
 b

a
f ó

õ
－

 b

a
f ó

õ

－
 b

a＋ε

f ó
õ
－

 b

a＋ε

f

仮定により [  , ] で | ( )| ≦  となる定数  > 0 が存在するから、a b f x M M

 ≦ ε ,  － ε≦   ó
õ

－ b

a＋ε

f M M ó
õ
－

 b

a＋ε

f
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であるから、 0 ≦   －   ≦ 2 εó
õ

－ b

a
f ó

õ
－

 b

a
f M

（P.351　定理１）

( ) = 

2

( ＋
2

1
)

  ,  
2π

1
 ( )  = 1DN x

sin
x

sin N x
ó
õ－π

π
DN x dx

右の式から ( ) = 
2π

1
 ( ) ( )  であるから、19.1 節の命題４によってf x ó

õ－π

π
f x DN x dx

( )－ ( ) = 
2π

1
 { ( － )－ ( ) } ( )sn x f x ó

õ－π

π
f x t f x DN t dt

そこで、区間 [－π , π] で関数 ( ) を次のように定義する。g t

( ) = 
 

2

( － )－ ( )
  (0 < | | ≦ π)

 0                      (  = 0)

g t sin
t

f x t f x
t

t

( ) ( ＋
2

1
)  は 0 < | | ≦ π のとき { ( － )－ ( ) } ( ) に等しい。g t sin N t t f x t f x DN t

 = 0 のときは ( ) ( ＋
2

1
)  = { ( － )－ ( ) } ( ) = 0  からt g t sin N t f x t f x DN t

( )－ ( ) = 
2π

1
( ) ( ＋

2

1
)  sn x f x

ó
ô
õ－π

π

g t sin N t dt

= 
2π

1
( ){  

2

1
＋  

2

1
 }

ó
ô
õ－π

π

g t sinNt cos t cosNt sin t dt

= 
2π

1
( ( )

2

1
 )  ＋

2π

1
( ( )

2

1
 )  

ó
ô
õ－π

π

g t cos t sinNt dt
ó
ô
õ－π

π

g t sin t cosNt dt

となる。 ここで  の関数t

( )
2

1
 = ( － )－ ( )g t sin t f x t f x

可積分であり、

( －( ＋2π) )－ ( ) = ( － －2π)－ ( ) = ( － )－ ( )f x t f x f x t f x f x t f x

なので周期 2π である。
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また

( )
2

1
 = 

2

( － )－ ( )
g t cos t

tan
t

f x t f x

y = x/tan
2

x

2

＋2π
 = 

(
2

＋π)

(
2

＋π)

 tan
t

cos
t

sin
t

= 

2
π－

2
π

2
π－

2
π

 = 

－
2

－
2

 = 
2

cos
t
cos sin

t
sin

sin
t
cos cos

t
sin

cos
t

sin
t

tan
t

なので周期 2π である。また、

2

 は 

2

(－ )

－
 = 

2

 から偶感数で

tan
x

x

tan
x

x

tan
x

x

 = ±π で 0 である。そして上のグラフのように  = 0 で最大値 2 をとる。それはx x

2

 = 

2

2
 = 2

2

2

2
 → 2    (  → 0 )

tan
x

x

sin
x

x
cos

x

sin
x

x

cos
x

x

からわかる。仮定により | | ≦δならばt

| ( )
2

1
 | ≦ 

|
2

|

| |
 ≦ 2g t cos t

tan
t

M t
M

であるから、区間 [－δ , δ] で有界である。

次に [0 , π] で有界であることを示す。

( ) = 

2

( － )－ ( )
 =  ( ( － )－ ( ) )×

2

1
g t

sin
t

f x t f x
f x t f x

sin
t

( ) の分子は可積分であるので有界であり、分母は [δ , π] で ≠ 0 で連続であg t

るからその逆数も閉区間 [δ , π] で連続なので有界である。したがって、それらの

積である ( ) は有界である。ゆえに ( )
2

1
 は [0 , π] で有界である。g t g t cos t

同様に ( )
2

1
 は　[－π , 0] においても有界であることがわかる。g t cos t
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次に 0 <ε<δ となるεをとる。区間 [ε , π] において ( )
2

1
 が可積分であg t cos t

ることを示す。

(
2

)  は [ε , π] において単調減少関数なので上巻 P.232 定理４から可積tan
t

－1

分である。 ( － )－ ( ) も可積分なので、上巻 P.242 系からそれらの積であるf x t f x

( )
2

1
 も [ε , π] において可積分である。よって補題から ( )

2

1
 はg t cos t g t cos t

[0 , π] で可積分である。

ここで補題の仮定を [  , －ε] で可積分に変更しても [  , ] で可積分でa b a b

ある結論を得ることができることを示す。
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a
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－ b－ε

a
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a
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a
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 が [  , －ε] で可積分であるから  =  である。f a b ó
õ

－ b－ε

a
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õ
－
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a
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－
 b

a
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－
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b－ε
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a
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õ
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－
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a
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õ
－
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a
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õ

－
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b－ε

f ó
õ
－
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b－ε

f

仮定により [  , ] で | ( )| ≦  となる定数  > 0 が存在するから、a b f x M M

 ≦ ε ,  － ε≦   ó
õ

－ b

b－ε

f M M ó
õ
－

 b

b－ε

f

であるから、 0 ≦   －   ≦ 2 εó
õ

－
 b

a
f ó

õ
－

 b

a
f M

( )
2

1
 は　[－π , 0] においても有界であったので、上とほぼ同様な理由かg t cos t

ら [－π , －ε] で可積分であり、[－π , 0] で可積分であることがわかる。

ゆえに ( )
2

1
 は　[－π , π] において可積分である。g t cos t

最後に 19.1 節の定理１（リーマン・ルベーグの定理）によって

lim  
2π

1
( ( )

2

1
 )   = 0

N→∞

ó
ô
õ－π

π

g t cos t sinNt dt
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lim  
2π

1
( ( )

2

1
 )   = 0

N→∞

ó
ô
õ－π

π

g t sin t cosNt dt

となる。ゆえに lim  ( ) = ( ) である。
N→∞

sN x f x

（注意） 有界閉区間  の長さが > 0 ならば、  で可積分な関数  は  上有界であI I f I

る。（解析入門 Ⅰ　杉浦光夫 著 P.211 問２） を使ったが、残念ながらこの本の中に

はない。

（P.352　系１）

定理１では、  ∈ [－π , π] として、あるδ>0 と 定数  > 0 が存在して、| | < δx M t

を満たすすべての  に対して | ( － )－ ( ) | ≦ | | が成り立つ必要があった。t f x t f x M t

この場合のδは定点  に対して定まれば良かった。x

 は開区間なので、任意の  ∈  に対してあるδが存在して (  ; δ) ⊂  とするI x I B x I

ことができる。つまり | | < δ であるならば －  ∈  とすることができる。よってt x t I

| ( － )－ ( ) | = 0　つまり  は正であれば何でもよく、当然 | | < δなるすべてf x t f x M t

の  で | ( － )－ ( ) | ≦ | | を満たすことになる。よって点  においてt f x t f x M t x

lim  ( ) = ( ) = 0 となる。
N→∞

sN x f x

 は  の任意の点であるので、その都度δは変化するかもしれないが、定理の結x I

論が言えることになる。

（P.354　定理２　特別な三角級数）

 = 
2π

1
 ( )       (  = 0 , ±1 , ±2 , ··· , ±  )cn

ó
õ－π

π
f x e－inxdx n N

だったので

　   =  {  ＋    }  å
－N

N
cne

inx å
－N

N
cn cos nx i sin nx

= {  －    }＋···＋ {  －    }＋ ＋ {  ＋    }c－N cos Nx i sin Nx c－1 cos x i sin x c0 c1 cos x i sin x

＋···＋ {  ＋    }cN cos Nx i sin Nx

= ＋  ＋  ＋···＋  ＋  ＋   －   c0 c－Ncos Nx cNcos Nx c－1cos x c1cos x c1i sin x c－1i sin x
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＋···＋   －   cNi sin Nx c－Ni sin Nx

=  ＋( ＋  )  ＋···＋( ＋  )  ＋ ( －  )  ＋···c0 c－N cN cos Nx c－1 c1 cos x i c1 c－1 sin x

＋ ( －  )  i cN c－N sin Nx

= ＋( ＋  )  ＋···＋( ＋  )  ＋ ( －  )  ＋··· c0 c－1 c1 cos x c－N cN cos Nx i c1 c－1 sin x

＋ ( －  )  i cN c－N sin Nx

ここで  =  ,  = ＋  ,  = ( －  ) とすればa0 c0 an cn c－n bn i cn c－n

= ＋  ＋···＋  ＋  ＋··＋  c0 a1cos x aNcos Nx b1sin x bNsin Nx

= ＋   ＋   c0 å
n=1

N
ancos nx å

n=1

N
bnsin nx

 = ＋  = 
2π

1
 ( ) ＋

2π

1
 ( )an cn c－n

ó
õ－π

π
f x e－inxdx ó

õ－π

π
f x einxdx

= 
2π

1
 ( ) { ＋  }  = 

2π

1
 ( ) { 2   } ó

õ－π

π
f x e－inx einx dx ó

õ－π

π
f x cos nx dx

= 
π

1
 ( )         (  = 1 , 2 , ··· ,  )ó

õ－π

π
f x cos nx dx n N

 = ( －  ) = 
2π

 ( ) －
2π

 ( )bn i cn c－n

i ó
õ－π

π
f x e－inxdx

i ó
õ－π

π
f x einxdx

= 
2π

 ( ) { －  }  = 
2π

 ( ) { －2    } 
i ó

õ－π

π
f x e－inx einx dx

i ó
õ－π

π
f x i sin nx dx

= 
π

1
 ( )        (  = 1 , 2 , ··· ,  )ó

õ－π

π
f x sin nx dx n N

 = 
π

1
     = 

π

2
    bn

ó
õ－π

π
x sin nx dx ó

õ0

π
x sin nx dx

' = －  '   なので  =  , ' =    →   ' = 1  ,   = －
1

 ó
õ
fg fg ó

õ
f g f x g sin nx f g

n
cos nx

= 
π

2
{ －  ＋  

1
   }

n

x
cos nx

π

0

ó
ô
õ0

π

n
cos nx dx

= 
π

2
{ －  ＋

1
[  ]  } = 

π

2
×(－

π
 π)

n

x
cos nx

π

0 n2 sin nx π

0 n
cos n

= 
2

×  π = 
2

×(－1)
n

cos n
n

n－1
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したがって  のフーリエ級数は  =  = 0 だったのでG a0 c0

 
2

×(－1) ×   = 2  (－1)
 

å
n=1

∞

n
n－1 sin nx å

n=1

∞ n－1

n

sin nx

= 2(  －
2

 2
＋

3

 3
－

4

 4
＋··· )sin x

sin x sin x sin x

この級数は区間 (－π , π) 上では ( ) に収束する。なぜならG x

 ∈ (－π , π)  ならば、開区間なのであるδ> 0 が存在して | | < δ ならばx t

－  ∈ (－π , π) からx t

| ( － )－ ( ) | = | － －  | = | | ≦ 2| | G x t G X x t x t t

であるから、定理１から ( ) に収束する。  = ±π においても (±π) に等しいG x x G

ゆえに、定理２の結論が言えることになる。

また、(－π , π) に含まれる任意の閉区

間で一様収束するので連続である。

右のグラフは

 = 2  (－1)
 

 y å
n=1

10 n－1

n

sin nx

である。

（P.354　ga(x) について）

( ) = ( － －π) = 2  (－1)
 ( － －π)

ga x G x a å
n=1

∞ n－1

n

sin n x a

= 2  (－1)
 ( ( － )－ π)

å
n=1

∞ n－1

n

sin n x a n

= 2  (－1)
{  ( ( － ))  π－ ( ( － ))  π}

å
n=1

∞ n－1

n

sin n x a cos n cos n x a sin n

= 2  (－1)
 ( ( － ))  π

 = －2  
 ( ( － ))

å
n=1

∞ n－1

n

sin n x a cos n
å
n=1

∞

n

sin n x a

= －2  
   －    

å
n=1

∞

n

sin nx cos na cos nx sin na

= 2  ( 
 

 －
 

  ) å
n=1

∞

n

sin na
cos nx

n

cos na
sin nx
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グラフは ＋π 右にずれるのでa π

点線のグラフのフーリエ級数とな

る。（ ( ) = 0 に注意 ）ga a －π        0         π   π＋a a

－π

（P.355　不連続性の解消について）

 を  の第一種不連続点とする。  の  における「跳び」をa f f a

 = ( ＋)－ ( －)h f a f a

とする。次に関数  を次のように定義する。F

( ) = 
 ( )＋

2π
( )     (  ≠  のとき )

 
2

( ＋)＋ ( －)
     (  =  のとき )

F x
f x

h
ga x x a

f a f a
x a

( ＋) = －π , ( －) = π だからga a ga a

( ＋) = ( ＋)＋
2π

( ＋) = ( ＋)－
2

( ＋)－ ( －)
 = 

2

( ＋)＋ ( －)
F a f a

h
ga a f a

f a f a f a f a

= ( )F a

( －) = ( －)＋
2π

( －) = ( －)＋
2

( ＋)－ ( －)
 = 

2

( ＋)＋ ( －)
F a f a

h
ga a f a

f a f a f a f a

= ( )F a

となって、  は  で連続である。F a

（P.355　定理３）

（証） 一般性は失われないので

 = 3 とする。p

不連続点  ,  ,  におけるa1 a2 a3

 の「跳び」をf －π                                       πa1 a2 a3

 = ( ＋)－ ( －) とする。hi f ai f ai

区間 [－π , π] で関数  を次のように定義する。 F
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( ) = 

 ( )＋  
2π

( )                         (  の不連続点以外 )

 
2

( ＋)＋ ( －)
＋  

2π
( )     (  =    の不連続点 )

F x
f x å

k=1

3 hk
gak x f

f ai f ai
å
k=1

3 hk
gak ai x ai f

さらに周期性 2π を用いてこの定義を  全体まで拡大する。R

そのとき  および  （下巻 P.139 参照から）が区分的に滑らかであるから  も区f gak F

分的に滑らかである。また区間 [－π , π] で  は  ,  ,  を除いて連続で、F a1 a2 a3

まず  においはa1

( ＋) = ( ＋)＋
2π

( ＋)＋
2π

( ＋)＋
2π

( ＋)F a1 f a1

h1
ga1

a1

h2
ga2

a1

h3
ga3

a1

= ( ＋)＋
2π

(－π)＋
2π

( )＋
2π

( )f a1

h1 h2
ga2

a1

h3
ga3

a1

= ( ＋)－
2

＋
2π

( )＋
2π

( )f a1

h1 h2
ga2

a1

h3
ga3

a1

= 
2

( ＋)＋ ( －)
＋

2π
( )＋

2π
( )

f a1 f a1 h2
ga2

a1

h3
ga3

a1

ここで ( ) = 0 なのでga1
a1

= 
2

( ＋)＋ ( －)
＋

2π
( )＋

2π
( )＋

2π
( ) 

f a1 f a1 h1
ga1

a1

h2
ga2

a1

h3
ga3

a1

= 
2

( ＋)＋ ( －)
＋

2π
( ) = ( )

f a1 f a1
å
k=1

3 hk
gak a1 F a1

他の  ,  についても同様である。a2 a3

( －) = ( －)＋
2π

( －)＋
2π

( －)＋
2π

( －)F a1 f a1

h1
ga1

a1

h2
ga2

a1

h3
ga3

a1

= ( －)＋
2π

(π)＋
2π

( )＋
2π

( )f a1

h1 h2
ga2

a1

h3
ga3

a1

= ( －)＋
2

＋
2π

( )＋
2π

( )f a1

h1 h2
ga2

a1

h3
ga3

a1

= 
2

( ＋)＋ ( －)
＋

2π
( )＋

2π
( )

f a1 f a1 h2
ga2

a1

h3
ga3

a1
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ここで ( ) = 0 なのでga1
a1

= 
2

( ＋)＋ ( －)
＋

2π
( )＋

2π
( )＋

2π
( ) 

f a1 f a1 h1
ga1

a1

h2
ga2

a1

h3
ga3

a1

= 
2

( ＋)＋ ( －)
＋

2π
( ) = ( )

f a1 f a1
å
k=1

3 hk
gak a1 F a1

他の  ,  についても同様である。a2 a3

よって  は  ,  ,  で連続である。ゆえに  は [－π , π] で連続で周期 2πF a1 a2 a3 F

の、区間 [－π , π] で区分的に滑らかな関数である。 

したがって、１９．１節の定理５により  はフーリエ級数に展開される。各  もフーF gak

リエ級数に展開されるから  ( ) = ( )－  
2π

( ) から、  もフーリエ級数に f x F x å
k=1

p hk
gak x f

展開される。

ただし、不連続点  においては、ai

lim  (  ; ) = ( ) = 
2

( ＋)＋ ( －)
＋  

2π
( )

N→∞
sN F ai F ai

f ai f ai
å
k=1

p hk
gak ai

であるから、

lim  (  ; ) = 
2

( ＋)＋ ( －)

N→∞
sN f ai

f ai f ai

である。

（P.357　補題２）

「  が [  , ] ( －  ≧ 0 ) で可積分ならば [  , ] で有界である。」という定理がf a b b a a b

ほしかった。

● 区間 [  ,  ] において | ( )－ ( ) | ≦ －  について xi－1 xi f x h x Mi mi

( ) ≦ ( ) とすれば ( ) は (  , ( )) と (  , ( )) を結ぶ正の傾きのf xi－1 f xi h x xi－1 f xi－1 xi f xi

直線なので、 ( ) = ( ) ,  ( ) = ( )  である。sup
xi－1≦x≦xi

h x f xi inf
xi－1≦x≦xi

h x f xi－1

したがって   ≦ ( ) ≦ ( ) ≦ ( ) ≦   である。よってmi f xi－1 h x f xi Mi

 ≦ ( ) ≦ mi f x Mi

 ≦ ( ) ≦ mi h x Mi
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●  ≦  ≦  ,  ≦  ≦   →  | －  | ≦ －a c b a d b c d b a

 ≦  の場合c d
                           a c d b－  ≦ －  ≦ －d c d a b a

 ≦  の場合d c
                           a d c b

－  ≦ －  ≦ －c d c a b a

よって | －  | ≦ －c d b a

よって | ( )－ ( ) | ≦ －  となる。f x h x Mi mi

一般の場合は、適当な  > 0 を  にかけて  について －  ≦ 1 が成り立つK f Kf M m

ようにする。また

 ( － )Δ  < ( ε)å
i=1

n
Mi mi xi K 2

が成り立つような分割  を選べば、区間 [  , ] においてP xi－1 xi

| ( )－ ( ) | ≦ －  Kf x Kh x Mi mi

であり、同様に || －  || ≦ ε を得る。Kf Kh K

 ( ) = ( ) ならば、区間 [  , ] において （注意） f a f b a x1

( ) = ( )＋
－

( )－ ( )
( － )  → ( ) = ( )h x f a

x1 a

f x1 f a
x a h a f a

区間 [  , ] においてxn－1 b

( ) = ( )＋
－

( )－ ( )
( － )  → ( ) = ( )h x f xn－1 b xn－1

f b f xn－1
x xn－1 h b f b

よって ( ) = ( ) となる。h a h b

（P.359　定理４　（パーセブァル））

|| ( )－ ( ) || = || ( － ) || についてsN h sN f sN h f

( － ) = (
2π

1
( ( )－ ( ) )   )sN h f å

－N

N ó
õ－π

π
h t f t e－int dt einx

= { 
2π

1
( )  －

2π

1
( )   } )å

－N

N ó
õ－π

π
h t e－int dt ó

õ－π

π
f t e－int dt einx

=  ( 
2π

1
( )   ) －  ( 

2π

1
( )   )å

－N

N ó
õ－π

π
h t e－int dt einx å

－N

N ó
õ－π

π
f t e－int dt einx
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= ( )－ ( )sN h sN f

（P.360　例１）

 = 
2π

1
  = 0a0

ó
õ－π

π
xdx

 = 
π

1
     = 0   （奇関数）an

ó
õ－π

π
x cos nx dx

 '  = － ' から  ' =   ,  =   →   = －
1

  , ' = 1ó
õ
f g fg ó

õ
fg f sin nx g x f

n
cos nx g

 = 
π

1
     = 

π

1
{ －  ＋

1
    }bn

ó
õ－π

π
x sin nx dx

n

x
cos nx

π

－π n
ó
õ－π

π
cos nx dx

= 
π

1
{ －

2π
 π＋

1
[  ]  } = －

2
 π

n
cos n

n2 sin nx π

－π n
cos n

= (－1)
2n－1

n

 = 
2

－
 ,  = 

2

＋
       (1 ≦  ≦ ) であるからcn

an ibn
c－n

an ibn
n N

 | |  = ＋  | | ＋  | |  = ＋  { | | ＋| |  }å
－N

N
cn

2 a0
2 å

n＝－N

－1

cn
2 å

n＝1

N
cn

2 a0
2 å

n＝1

N
c－n

2 cn
2

= | | ＋  { 
4

＋
＋

4

＋
 } = | | ＋  

2

＋
a0

2 å
n＝1

N an
2 b2

n a2
n b2

n
a0

2 å
n＝1

N a2
n b2

n

= 2  
1

å
n＝1

N

n2

よって パーセブァルの定理により

|| ||  = 
3

π
 = 2  

1
  →  

6

π
 =  

1
f 2

2

å
n＝1

∞

n2

2

å
n=1

∞

n2

（P.361　例２）

π( ) = | | , 区間 [－π , π]f x x

偶関数なので  = 0bn

 = 
2π

1
 | |  = 

2

π
a0

ó
õ－π

π
x dx

－π         0             π
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 = 
π

1
 | |    = 

π

2
    an

ó
õ－π

π
x cos nx dx ó

õ0

π
x cos nx dx

 '  = － ' から  ' =   ,  =   →   = 
1

  , ' = 1ó
õ
f g fg ó

õ
fg f cos nx g x f

n
sin nx g

= 
π

2
{  －

1
    }  

n

x
sin nx

π

0 n
ó
õ0

π
sin nx dx

= 
π

2
{  ＋

1
[  ]  } = 

π

2
(  π－1 )

n

x
sin nx

π

0 n2 cos nx π

0 n2 cos n

= 
－

π

4
   (  が奇数 )

0             (  が偶数 )

n2 n

n

したがって、[－π , π] で

| | = 
2

π
＋ －

π

4
  = 

2

π
－

π

4
(  ＋

3

 3
＋

5

 5
＋··· )x å

n=1

∞

n2 cos nx cos x
2

cos x
2

cos x

右図は

y = 
2

π
－

π

4
( cos x＋

32

cos 3x
＋

52

cos 5x
 )

のグラフである。

（P.362　例３）
2π

( ) =  , 区間 [0 , 2π]f x x

一次変換をすると

0 = －π ＋c d
  →  = π ,  = 1d c

2π= π ＋c d x
－2π  －π   0       π      2π

 = ＋π , 区間 [－π , π] x y

 = 
2π

1
( ＋π)  = 

2π

1
  = 

2

1

2π

4π
 = π a0

ó
õ－π

π
y dy ó

õ0

2π
x dx

2

 = 
π

1
( ＋π)  ( ＋π)  = 

π

1
   an

ó
õ－π

π
y cos n y dy ó

õ0

2π
x cos nx dx
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例２から

= 
π

1
 ＋

1
  = 0

n

x
sin nx

n2 cos nx
2π

0

 = 
π

1
( ＋π)  ( ＋π)  = 

π

1
   bn

ó
õ－π

π
y sin n y dy ó

õ0

2π
x sin nx dx

例１から

= 
π

1
－  ＋

1
 = 

π

1
( －

2π
 ) = －

2

n

x
cos nx

n2 sin nx
2π

0 n n

よって   の区間 [－π , π] でy

＋π = π－2
 ( ＋ )

y å
n=1

∞

n
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