
（Ｐ．１５８　対称行列の標準化）

内積を (  ,  ) =  とする。x y å
i=1

n
xiyi

対称行列 :  =          →  (  ,  ) = (  )  =  = (  ,  ) = (  ,  )A
t

A Ax y Ax
t

y x
t
A
t
y x A

t
y x Ay

交代行列 :  = －      → (  ,  ) = (  ,  ) = (  , －  ) = －(  ,  )A
t

A Ax y x A
t
y x Ay x Ay

任意の  次正方行列に対しn

(*)     = 
2

1
( ＋  )  →   = 

2

1
( ＋  ) =       よって、  は対称行列となる。B A A

t
B
t

A A
t

B B

         = 
2

1
( －  )  →   = 

2

1
( －  ) = －    よって、  は交代行列となる。C A A

t
C
t

A
t

A C C

 = ＋A B C

したがって、任意の行列は対称行列と交代行列の和に分解できる。

逆に、  =  '＋  '  (  ' は対称行列、  ' は交代行列 ) とすると  =  '＋  ' =  '－  ' A B C B C A
t

B
t

C
t

B C

(*) に代入すると

 = 
2

1
( ＋  ) = 

2

1
( 2 ) =  '  ,   = 

2

1
( －  ) = 

2

1
( 2  ' ) =  'B A A

t
B ' B C A A

t
C C

つまり、上記の様な分解は一意的であるといえる。

（Ｐ．１５９　問１）

①　  次実対称行列全体はベクトル空間を作る。n

②　  次実交代行列全体はベクトル空間を作る。n

（証明）　①

任意の対称行列  ,  に対し、 ( α ＋β  )  = α ＋β  = α ＋β   、よって、ベクトル空

間となる。

B C B C
t

B
t

C
t

B C

 = 

…

 

  ⋱  
…

  (  =  )    したがって、
2

1
( －  )＋  = 

2

1
( ＋1 ) 次元A

a11 a12 a1n

a12 a22 a2n

a1n a2n ann

aij aji n2 n n n n

②　

任意の交代行列  ,  に対し、 ( α ＋β  )  = α ＋β  = －α －β  = －( α ＋β  )

よって、ベクトル空間となる。

B C B C
t

B
t

C
t

B C B C

 = 

0 …

－ 0  

  ⋱  
－ － … 0

  (  = －  )   ＋  = 0  →   = 0 ,  
2

1
( －1 ) 次元A

a12 a1n

a12 a2n

a1n a2n

aij aji aii aii aii n n
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（Ｐ．１５９　問２）

 ,  を対称行列とするとき、A1 A2

 : 対称行列　⇔   ,  ： 交換可能A1A2 A1 A2

（証明）　⇒)  = ( ) =  =   　A1A2 A1A2
t

A2
t

A1
t

A2A1

⇐)  =   →  ( ) = ( )  →  =  = ( )   A1A2 A2A1 A1A2
t

A2A1
t

A2
t

A1
t

A2A1 A2A1
t

（Ｐ．１５９　A が実対称行列ならば対角化可能）

 = 1 のときは、  = [ ]  とすれば、[ ]  =  なので直交行列として  = [ 1]  をとれば、n Ax a x a x ax P

 = [ 1]  なので　  = [ 1] [ ] [ 1]  = [ ]  、固有値を  として対角行列になる。よってP －1 P －1AP a a a

 に関する帰納法で証明する。n

α  を  の１つの固有値とし、  をそれに対する固有ベクトルとする。{ {  } } の直交補空間を1 A x1 x1

 とすれば、  ∈  に対しW1 x W1

(  ,  ) = (  ,  ) = ( α  , ) = α (  ,  ) = 0x1 Ax Ax1 x 1x1 x 1 x1 x

よって、  ∈    すなわち、  は  - 不変である。Ax W1 W1 A

今、正規直交底 ' , ' , … , ' を { { ' } } = { {  } } ,  = { { ' , … , ' } } となるように

とる。この底に関して  を表現する行列を ' とすれば  

e1 e2 en e1 x1 W1 e2 en

A A

( ' , ' , … , ' ) = ( ' , ' , … , ' )

α 0 0 0

0 *  *
0  '  

0 *  *

 →  ' = 

α 0 0 0

0 *  *
0  '  

0 *  *

 

A e1 e2 en e1 e2 en

1

A 1

A

1

A 1

' , ' , … , ' を列ベクトルとする行列を  とおけば、  は直交行列（Ｐ．１２９参）なのでe1 e2 en T1 T1

' =  = A T1
 －1AT1 T

t
1AT1

よって、 ' = (  ) =  =  = '  となり、 ' は対称行列であり、 '  も対称A
t t

Tt 1AT1 T
t

1 A
t

T1
tt

T
t

1AT1 A A A 1

行列となる。よって、帰納法の仮定から、 '  は対角化可能であって、ある ( －1 ) 次直交行列A 1 n

' があって、 ' ' ' は対角行列になる。故にT2 T2
－1A 1T2

 = 
1 0
0 '  とすればT T1 T2

 = 
1 0
0 '  = 

1 0
0 ' ( '  )

1 0
0 'T －1AT T2

－1

T －1
1 AT T2

－1

T －1
1 T1

 A T1
 －1 T1 T2

= 
1 0
0 '

α 0

0 '
1 0
0 '   T2

－1
1

A 1
T2

214



1 0
0 '

1 0

0 '
 = 

1 0
0  =      →   

1 0
0 ' = 

1 0

0 '
  なのでT2 T2

－1 En－1
E T2

－1

T2
－1

= 
1 0

0 '

α 0

0 '
1 0
0 '  = 

α 0

0 ' '

1 0
0 '  = 

α 0

0 ' ' 'T2
－1

1

A 1
T2

1

T2
－1A 1

T2

1

T2
－1A 1T2

は対角行列となり、Ｐ．１４６の例４から固有値を対角成分とする行列に相似になる。また、

1 0
0 '  は直交行列であって、  = 

1 0
0 '

1 0
0 '  =   なので、  も直交行列と

なる。

T2
T
t
T T2

t

T1
t

T1 T2
E T

（Ｐ．１６０　注意）

 が複素対称行列の場合、α  を  の１つの固有値とし、その固有ベクトルを  とする。　　　 

{ {  } }  =  とすれば、  ∈  に対し

A 1 A x1

x1
⊥ W1 x W1

(  ,  )  = (  ,  ) = α  = α  = α (  ,  ) = α (  ,  )  = 0   x1 Ax u x1

____
Ax x1

t
____

1x
____

1 x1
t
__
x

____
1 x1

__
x

____
1 x1 x u

したがって、  ∈  となり、  - 不変である。Ax W1 A

しかし、  = 

1＋
1－
1＋
1－

 → (  ,  ) = (1＋ )(1＋ )＋(1－ )(1－ )＋(1＋ )(1＋ )＋(1－ )(1－ )x1

i
i
i
i

x1 x1 i i i i i i i i

= 1＋2 －1＋1－2 －1＋1＋2 －1＋1－2 －1 = 0 i i i i

(  ,  )  なら問題ないが、行列の列と行の積のように、実行列なら内積で置き換えることがで

きるが複素数の場合はそのようにはいかないので注意が必要である。

x1 x1 u

（例）

 = 
1

1
  → = 1  ,  = 

1
     (  ,  )  = ( 1 ) －

1
 = － ＋  = 0A

i
i

x1 i
x2

i x1 x2 u i i i i

 = 
1

1
 →   = 

1
1

1
1

 = 
0 2
2 0

 ≠    A
t i

i
A
t
A

i
i

i
i

i
i

E

（Ｐ．１６０　定理 ４’）

Ｐ．１４６の例 4 から  = …  と直和分解され、  の列ベクトルを  , … ,  とすれV Wα1
∔ ∔Wαs

T t1 tn

ば、  の底として、  , … ,  の中から重複度個選ぶことができる。よって、異なる固有空間Wαi
t1 tn

は直交する。 *)  については何を前提としているか不明である。

（Ｐ．１６１　問３ (1)）

 = 
2 1 1
1 2 1
1 1 2

 →  
λ－2 -1 -1

-1 λ－2 -1
-1 -1 λ－2

 = λ -6λ +9λ-4 = (λ-1) (λ-4)  = 0A 3 2 2
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固有値は 1 （重解） , 4

( －1  )  = 
1 1 1
1 1 1
1 1 1

 = 0  →  ＋ ＋  = 0  →  = 
α
β

－α－β
 A E

x
y
z

x
y
z

x y z
x
y
z

→   = 
1
0
-1

 ,  = 
0
1
-1

  →  = 
2

1

0

－
2

1
 とする。 シュミットの直交化法でa1 a2 t1

 

 = 
|| －(  , )  ||

－(  , )
 とすればよいので、 －(  , )  = 

0
1
-1

－
2

1

0

-
2

1
 =  

-
2

1

1

-
2

1
    t2 a2 a2 t1 t1

a2 a2 t1 t1
a2 a2 t1 t1    

(-
2

1
) ＋1 ＋(-

2

1
)  = 

2

1
6   ,   = 

2

6
-

2

1

1

-
2

1
 = 

-
4

6

2

6

-
4

6

2 2 2 t2

( －4  )  = 
-2 1 1
1 -2 1
1 1 -2

 = 0  　　　→　　　　  = 
1
1
1

 →  = 

3

1

3

1

3

1

A E
x
y
z

x
y
z

x
y
z

t3

 = 

2

1
-

4

6

3

1

0
2

6

3

1

－
2

1
-

4

6

3

1

  ,    = 

6

3
0

6

- 3

9 2

-2 3

3 6

4

9 2

-2 3

3

1
3

3

1
3

3

1
3

T T -1

 = 

6

3
0

6

- 3

9 2

-2 3

3 6

4

9 2

-2 3

3

1
3

3

1
3

3

1
3

2 1 1
1 2 1
1 1 2

2

1
-

4

6

3

1

0
2

6

3

1

－
2

1
-

4

6

3

1

 = 
1 0 0
0 1 0
0 0 4

T -1AT

（Ｐ．１６１ 例１）

 を固有値がすべて実数であるような  次実行列とする。  に対し、適当な  次直交行列 A n A n T

をとれば

(25)     = 

α * … *

0 α   

⋮  ⋱  
0   α

T －1AT

1

2

n
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のように三角行列に変換できる。（ただし、固有値は重複もこめて  個あるものとする。）n

（証明）定理４の証明と同様に  に関する帰納法で証明する。  = 1 のときは明らかである。n n

α  を  の１つの実固有値とし、その実固有ベクトルを  とする。 ' = 
||  ||

 とおけば1 A x1 e1 x1

x1

{ {  } } = { { ' } } となる。また、それを延長して  { ' , ' , … , ' } を  の正規直交底をx1 e1 e1   e2 en V n

作る。  = ( ' , ' , … , ' ) とすれば、  は直交行列であるが、  = { { ' , … , ' } }T１ e1   e2 en T1 W1 e2 en

は  - 不変とは限らない。A

なぜなら、  ∈  に対し、 (  ,  ) = (  ,  ) ≠ ( α  ,  ) = 0 したがって、  ∈　

 といえない。つまり、0 にならない。　

x W1 x1 Ax A
t
x1 x 1x1 x Ax

W1

 = ( ' , ' , … , ' ) = ( ' , ' , … , ' )

α * … *

0 *  *
⋮   

0 *  *

AT１ A e1   e2 en e1   e2 en

1

A1

 = 

α * … *

0 *  *
⋮   

0 *  *

 =  'T －1
1 AT1

1

A1

A

となる。  の固有値を α  , … , α  とすれば、 ( ) = ( －α  )( －α  )…( －α  ) A 1 n fA x x 1 x 2 x n

= ( －α  ) ( ) なので、 ( ) = ( －α  )…( －α  ) となり、  の固有値は α  , … , 

α  となる。よって帰納法の仮定により、( －1 ) 次直交行列 ' があって

x 1 fA1
x fA1

x x 2 x n A1 2

n n T2

' ' = 

α  *

 ⋱  
0  α

T2
－1A1T2

2

n

よって、  = 
1 0
0 '  とすれば、  は直交行列であり  = 

1 0
0 'T T1 T2

T T T2

－1

T －1
1

 = 
1 0
0 '

1 0
0 '  = 

1 0
0 ' ( '  )

1 0
0 'T －1AT T2

－1

T －1
1 AT1 T2 T2

－1

T －1
1 T1

 A T1
 －1 T1 T2

= 
1 0
0 '

α *

0 '
1 0
0 '  = 

1 0

0 '

α *

0 '
1 0
0 '  T2

－1
1

A 1
T2 T2

－1
1

A 1
T2

 = 
α *

0 ' '

1 0
0 '  = 

α *

0 ' ' '
 = 

α * … *

0 α   

⋮  ⋱  
0   α

1

T2
－1A 1

T2

1

T2
－1A 1T2

1

2

n

となる。
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（注意）

上記の証明で、  が対称行列なら (  ) = (   ) =  =   よって、A T -1AT
t

T
t
AT

t
T
t
AT T -1AT T -1AT

は対称行列となる。

つまり、上の証明から　  = 

α  *

 ⋱  
0  α

 = 

α  0

 ⋱  
0  α

T -1AT
1

n

1

n

対称なので

また、定理３を使うと、任意の  次正方行列に対し、適当な  次正則行列  をとればn n P

(21)    = 

  0

   
  ⋱  
0   

  ,    = 

α  *

 ⋱  
0  α

  P －1AP

A(1)

A(2)

A(s)

A(i)
i

i

とすることができるので、Ｐ．１０１の  の直交化法からわかる 「任意の正則行列は直交Schmidt

行列と正則な上三角行列の積に分解できる。」 に応用すれば

 =   (  : 直交行列 ,  : 上三角行列 ) として代入するとP TS T S

(  )  =  = 

α  *

 ⋱  
0  α

  →   = 

α  *

 ⋱  
0  α

 TS －1ATS S －1T －1ATS
1

n

T －1AT S
1

n

S－1

Ｐ．１５から、上三角行列の逆行列は上三角行列であって、対角成分の計算は ×α ×
1

 とsii i sii

なって、　  = 

α  *

 ⋱  
0  α

 となる。T －1AT
1

n

逆は難しそうなのでやめる。

（Ｐ．１６２　例２）

準備として、  = ( δ  ) として、( δ  )( β δ  )( δ  ) = ( β δ  ) を証明する。Aσ i , σ(j) i , σ－1(j) i ij i , σ(j) σ(i) i,j

← どの列も一ヶ所だけ 1 でその場所は入　

　れ違うので である。直交行列 = ( δ  ) = 

δ … δ … δ

     
δ … δ … δ

     
δ … δ … δ

 Aσ i , σ(j)

1,σ(1) 1,σ(j) 1,σ(n)

i,σ(1) i,σ(j) i,σ(n)

n,σ(1) n,σ(j) n,σ(n)

 = ( δ  ) = 

δ … δ … δ

     
δ … δ … δ

     
δ … δ … δ

Aσ－1 i , σ－1(j)

1,σ-1(1) 1,σ-1(j) 1,σ-1(n)

i,σ-1(1) i,σ-1(j) i,σ-1(n)

n,σ-1(1) n,σ-1(j) n,σ-1(n)

218



 = 

δ … δ … δ

     
δ … δ … δ

     
δ … δ … δ

δ … δ … δ

     
δ … δ … δ

     
δ … δ … δ

AσAσ－1

1,σ(1) 1,σ(j) 1,σ(n)

i,σ(1) i,σ(j) i,σ(n)

n,σ(1) n,σ(j) n,σ(n)

1,σ-1(1) 1,σ-1(j) 1,σ-1(n)

i,σ-1(1) i,σ-1(j) i,σ-1(n)

n,σ-1(1) n,σ-1(j) n,σ-1(n)

したがって、(  ,  ) 成分はi j

 δ δ  の値は、最初に左側の因子を見てå
k=1

n

i,σ(k) k,σ-1(j)

 =  のとき　  = σ( ) となる項だけが１つ残り、σ ( ) =  なので、δ  = δ  = 1i j i k -1 i k k,σ-1(j) σ-1(i),σ-1(j)

≠  のとき　  = σ( ) となる項だけが１つ残り、σ ( ) =  なので、δ  = δ  = 0i j i k -1 i k k,σ-1(j) σ-1(i),σ-1(j)

まとめると、  δ δ  = δ   つまり、(  )  = (  ) =  å
k=1

n

i,σ(k) k,σ-1(j) i,j Aσ
－1 Aσ

t
Aσ-1

β    0

 β    

  β   

   ⋱  
0    β

δ … δ … δ

     
δ … δ … δ

     
δ … δ … δ

1

2

3

n

1,σ(1) 1,σ(j) 1,σ(n)

i,σ(1) i,σ(j) i,σ(n)

n,σ(1) n,σ(j) n,σ(n)

= 

β δ … β δ … β δ

     
β δ … β δ … β δ

     
β δ … β δ … β δ

 = ( β δ  ) =  とおく

1 1,σ(1) 1 1,σ(j) 1 1,σ(n)

i i,σ(1) i i,σ(j) i i,σ(n)

n n,σ(1) n n,σ(j) n n,σ(n)

i i , σ(j) BAσ

 = 

δ … δ … δ

     
δ … δ … δ

     
δ … δ … δ

β δ … β δ … β δ

     
β δ … β δ … β δ

     
β δ … β δ … β δ

Aσ－1BAσ

1,σ-1(1) 1,σ-1(j) 1,σ-1(n)

i,σ-1(1) i,σ-1(j) i,σ-1(n)

n,σ-1(1) n,σ-1(j) n,σ-1(n)

1 1,σ(1) 1 1,σ(j) 1 1,σ(n)

i i,σ(1) i i,σ(j) i i,σ(n)

n n,σ(1) n n,σ(j) n n,σ(n)

したがって、(  ,  ) 成分は δ β δ  、その値は、最初に右側の因子を見てi j å
k=1

n

i , σ-1(k) k k , σ(j)

 =   ならば　σ( ) =   となる項が１つのこる。そこでは σ ( ) =   =  　から　= β  となる。i j j k -1 k j i σ(i)

≠ 　ならば　σ( ) =   となる項が１つのこる。そこでは σ ( ) =  ≠    から　= 0  となる。　　i j j k -1 k j i

まとめると、 δ β δ  = β δ  と表現できる。å
k=1

n

i, σ-1(k) k k,σ(j) σ(i) i,j

（練習）  ,  ,  ,  ,   →   ,  ,  ,  ,  の準にしてみるとb e a c d a b c d e

 = 

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

　→　１番目に３番を、２番目に１番を、３番目に４番を、４番目に５番をA

b
e

a
c

d

５番目に２番を移動したいので、σ = 1 2 3 4 5
3 1 4 5 2

 とする。
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σ  = 1 2 3 4 5
2 5 1 3 4

－1

 = ( δ  )  ,   = ( δ  )Aσ i , σ( j ) Aσ－1 i , σ－1( j )

 = 

0 1 0 0 0
0 0 0 0 1
1 0 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0

  ,   = 

0 0 1 0 0
1 0 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
0 1 0 0 0

    …    =  Aσ Aσ－1 (Aσ)
t

Aσ－1 になっている。

 = 

0 1 0 0 0
0 0 0 0 1
1 0 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0

0 0 1 0 0
1 0 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
0 1 0 0 0

 = 

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

 = AσAσ－1 E

 = 

0 0 1 0 0
1 0 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
0 1 0 0 0

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

0 1 0 0 0
0 0 0 0 1
1 0 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0

Aσ－1AAσ

b
e

a
c

d

= 

0 0 0 0
0 0 0 0

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

0 1 0 0 0
0 0 0 0 1
1 0 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0

 = 

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

a
b

c
d

e

a
b

c
d

e

（証明）  は対称行列だから、定理４により、適当な直交行列  があってA
t
A T2

 = 

β  

 ⋱  
 β

T
t

2 A
t
AT2

1 0

0 n

となる。β  は  の固有値である。しかし、β  = 0 の場合があるので、上の （直交行列） を使いi A
t
A i Aσ

 = 

β     

 ⋱     
  β    

   0   
    ⋱  

    0

Aσ

t
T
t

2 A
t
AT2Aσ

σ(1) 0

σ(r)

0

簡単にするために  →  とし、固有値の順番も β  → β   としても問題ないのでT2Aσ T2 σ(r) r

 = 

β     

 ⋱     
  β    

   0   
    ⋱  

    0

 T
t

2 A
t
AT2

1 0

r

0

と仕切り直しても問題ない。

220



の列ベクトルを  ,  , … , とすれば、AT2 t1 t2 tn 

 = ( )( ) = …  = 

(  , )

(  , )
 = 

β     

 ⋱     
  β    

   0   
    ⋱  

    0

T
t

2 A
t
AT2 AT2

t
AT2

t1

⋮
tn

t1 tn

t1 t1  0

 ⋱  
0  tn tn

1 0

r

0

上式から (  ,  ) = β δ  ti tj i ij

よって、(  ,  ) = β   →  ||  || = β  = γ  なので、
γ

 , 
γ

 , … , 
γ

 は正規直交系をなしti ti i ti i i
1

t1

2

t2

r

tr

 =  ( ＋1 ≦  ≦  ) となる。ti 0 r i n

そこで、
γ

 , 
γ

 , … , 
γ

 を第１～第  行ベクトルとするような  次直交行列を  とすれば、
1

t1

2

t2

r

tr
r n T1

 = 

γ

⋮

γ

⋮

  　から　  = 

γ

⋮

γ

⋮

… …  = 

γ     

 ⋱     
  γ    

   0   
    ⋱  

    0

 T1

1

t1

r

tr

0

0

T1AT2

1

t1

r

tr

0

0

t1 tr 0 0

1 0

r

0

ただし、  の各行ベクトルは直交するが、  =  となってしまうので直交行列と呼んでよいか疑問で

ある。

T1 T1 T1

t
E(r)

（Ｐ．１６２　注意）

 を (  ,  ) 行列とすれば、ある  次直交行列  ,  次直交行列  があってA m n m T1 n T2

 = 

γ     0

 ⋱     
  γ    

   0   
    ⋱  
0     0

T1AT2

1

r

ただし、  の階数を  とし、その 0 でない固有値を γ  , γ  , … , γ  とする。A
t
A r 2

1 2
2

r
2

（証明）  は (  ,  ) 行列なので  は (  ,  ) 行列となり、  は (  ,  ) 行列となる。また、A m n A
t

n m A
t
A n n

(  ) =  なので、  は対称行列である。よって、定理４により、ある  次直交行列  があってA
t
A

t

A
t
A A

t
A n T2

 = 

β  0

 ⋱  
0  β

　   （注意）  は (  ,  ) 行列である.T
t

2 A
t
AT2

1

n

AT2 m n

 の  を β  に関する  次固有ベクトルとした場合、  は  次ベクトルとなるが、0 ≦ (  ,  ) A
t
A x i n Ax m Ax Ax
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= β  なので上の証明と同様に γ  = β  とできる。また、  は  次正方行列なので を施すこi
2
i i T

t
2 A
t
AT2 n Aσ

とにより、  (  ) =  (  ) =  ≦  ,   (Ｐ．１１０、Ｐ１１３例２ 参） であるからrank T
t

2 A
t
AT2 rank A

t
A r m n

 = 

β     

 ⋱     
  β    

   0   
    ⋱  

    0

T
t

2 A
t
AT2

1 0

r

0

としてよい。次に、  の  次列ベクトルを  ,  , … , とすれば、 AT2 m t1 t2 tn 

 = ( )( ) = …  = 

(  , )

(  , )
 = 

β     

 ⋱     
  β    

   0   
    ⋱  

    0

T
t

2 A
t
AT2 AT2

t
AT2

t1

⋮
tn

t1 tn

t1 t1  0

 ⋱  
0  tn  tn

1 0

r

0

上式から (  ,  ) = β δ  ti tj i ij

よって、(  ,  ) = β   →  ||  || = β  = γ  なので、
γ

 , 
γ

 , … , 
γ

 は正規直交系をなしti ti i ti i i
1

t1

2

t2

r

tr

 =  =  ( ＋1 ≦  ≦  ) となる。ti 0 i 0 r i n

そこで、
γ

 , 
γ

 , … , 
γ

 を第１～第  行ベクトルとするような  (  ,  )行列を  とすれば、
1

t1

2

t2

r

tr
r m m T1

 = 

γ

⋮

γ

⋮

    から     = 

γ

⋮

γ

⋮

… …  = 

γ     

 ⋱     
  γ    

   0   
    ⋱  

    0

T1

1

t1

r

tr

0r＋1

0m

T1AT2

1

t1

r

tr

0r＋1

0m

t1 tr 0r＋1 0m

1 0

r

0

となり上手くいく。ただし、  は (  ,  ) 行列であり、各行ベクトルは直交するが、直交行列と呼んでよ

いかは疑問である。

T1 m m

（Ｐ．１６２　例３）

準備として、二重帰納法であるが

命題  (  ,  ) があってP m n

ⅰ）　任意の  に対し、  ( 1 ,  ) が成り立つ。n P n

ⅱ）　任意の  に対し、  (  , 1 ) が成り立つ。m P m

ⅲ）　  ( －1 ,  ) ,  (  , －1 ) が成り立つと仮定して  (  ,  ) が成り立つ。P m n P m n P m n

ⅰ）、ⅱ）、ⅲ） が成り立つとき、任意の  ,  に対し、  (  ,  ) が成り立つ。m n P m n

（略証）
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任意の  に対して  (  ,  ) が成り立つという命題を  (  ) とおくn P m n B m

B ( 1 ) が成り立ち、B ( m－1 ) が成り立つと仮定したとき B ( m ) が成り立てば、数学的

、つまり、任意の  ,  に対し、  (帰納法によって、任意の m に対して B ( m ) が成り立つ m n P

 ,  ) が成り立つ。このことを、ⅰ）、ⅱ）、ⅲ） から導き出せればよい。m n

まず、ⅰ） から 任意の  に対して  ( 1 ,  ) が成り立つので  ( 1 ) は成り立つ。 n P n B

次に、  ( －1 ) が成り立つと仮定する。つまり、任意の  に対して、  ( －1 ,  ) が成り立B m n P m n

つと仮定する。ⅱ）から、  (  , 1 ) は成り立つ。  (  , －1 ) を仮定すれば、  ( －1 ) = P m P m n B m P

( －1 ,  ) が成り立つと仮定してあったので、ⅲ） から  (  ,  ) が成り立ち、  (  ) が成りm n P m n B m

立つことになる。 　（新数学事典 大阪書籍　参照）END

なんだか騙されたようである。そこで私なりの解釈は

座標を (  ,  ) とする。1 ≦  ,  なのでm n m n
 = － ＋ ＋2n m k

◇は関係ない。●が成り立つとする。  = － ＋ ＋1n m k
n＋ －1 についての従来の数学m n

的帰納法で証明する。

1 のときは

ⅰ）から
＋  = 2m n

 ( 1 , 1 ) はⅰ）、ⅱ）から P

成り立つ。

 のとき成り立つと仮定する。k
 = 2 のとき→k

＋ －1 = m n k  = 1 のとき→k

ⅱ）から＋  = ＋1m n k
m

 ( 1 ,  ) ,  ( 2 , －1 ) ,  ( 3 , －2 ) , … ,  ( －1 , 2 ) ,  (  , 1 ) で成り立つ。P k P k P k P k P k

ⅲ）から、  ( 1 ,  ) ,  ( 2 , －1 ) →  ( 2 ,  ) で成り立つことになる。順にやっていくと、それP k P k P k

 については ⅰ）、ⅱ）が必要らの点を□として、 ＋ －1 = ＋1 の直線上にのる。m n k

右の図で、 ( －1 ,  ) , (  , －1 ) m n m n  (  ,  )P m n
が成り立つ。

で成り立つと仮定し、(  ,  ) で成り立m n

つということは点線上の格子点で成り立
 ( －1 ,  )P m n

つことを意味する。つまり、 ＋1 で成り立k とする。  (  , －1 )P m n
とする。つことになる。
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ⅲ） については、  (  ' ,  ' )   (  ' ≦  ,  ' ≦  ,   '＋  ' < ＋  ) が成り立てばP m n m m n n m n m n

 (  ,  ) も成立する。と置き換えることができる。実際、P m n

 '＋  '－1 < ＋ －1  なので、 ＋1 = ＋ －1 とすれば、  '＋  '－1 < ＋1 なのでm n m n k m n m n k

最大でも、  '＋  '－1 =  となり、上図の点線の下の実線以下の ( ' , ') となる。m n k m n

例）  ,  を任意の正の整数とするとき、  を最小の数とする  個の連続する正数の積a r a r

( ＋1 )( ＋2 )…( ＋ －1 )a a a a r

を簡単のため (  ;  ) で表す。特に ( 1 ;  ) = ! と書く。(  ;  ) は ! で割り切ることができる

ことを証明する。

a r r r a r r

（証明）　  に関する帰納法で証明する。r

 = 1 の場合は (  ; 1 ) は 1! で割り切れるので上の命題を  (  ,  ) とした場合、  (  , 1 ) 

は成り立つ。よって、ⅰ） は OK!

r a P a r P a

 = 1 ならば (  ;  ) = ! であるから  ( 1 ,  ) は成り立つ。ⅱ） も OK! a a r r P r

そこで、次の様に式を変形する。

(  ;  ) = ( ＋1 )( ＋2 )…( ＋ －2)( ＋ －1 )a r a a a a r a r

= ( ＋1 )( ＋2 )…( ＋ －2) { ＋( －1) }a a a a r r a

= ( －1) ( ＋1 )…( ＋ －2 )＋ ( ＋1 )( ＋2 )…( ＋ －2 )a a a a r ra a a a r

= ( －1 ;  )＋ (  ; －1 )a r r a r

ここからは ⅲ） の仮定から

第一項は ! で割り切れる。また、(  ; －1 ) は ( －1 )! で割り切れるから、第二項の (  ; 

－1 ) も ! で割切れる。したがって、(  ;  ) は ! で割り切れる。つまり、ⅲ） が成り立つことが

わかったので、二重帰納法の原理から、任意の  、  に対し、  (  ,  ) が成り立つことがわか

った。

r a r r r a r

r a r r

a r P a r

◎ A1 , A2 , … , Am を交換可能な（実）対称行列とすれば、ある直交行列 T があって、

T－1AiT 　( 1 ≦ i ≦ m ) は 同 時 に対角行列になる。

この命題を  (  ,  ) として、二重帰納法で証明する。P m n

 = 1 のときは明らか。また、  = 1 のときは定理４から明らか。n m

つまり  ( 1 ,  ) ,  (  , 1 ) は成り立つ。したがって、  ,  に関する二重帰納法で証明すP n P m m n

る。  ,  > 1 とする。  の固有値を α  とし、α  に対する  の固有空間を  とする。m n Ai i i Ai Wαi

ある  に対し、  =  ならば、  = { ;  ∈  , ( －α  )  = } =  なので  = αi Wαi
V Wαi

x x V Ai iE x 0 V Ai i

 となり、任意の直交行列  に対し、 ( α  )  = α  となるので、  は除外してもよいことE T T－1
iE T iE Ai
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になる。この場合は任意の  に対して  ( －1 ,  ) が成り立つと仮定してあるので、  が加n P m n Ai

わっても成立することを意味する。

次に、  ⊊   ( 簡単のため  = 1 とする。）とする。Wα1
V i

 ∈  ならば、互いに交換可能なのでx Wα１

 =  = (  ) = α      ( 1 ≦  ≦  )A1Aix AiA1x Ai A1x 1Aix i m

よって   ∈  となる。すなわち、  はすべての  ( 1 ≦  ≦  ) に関して  - 不変Aix Wα1
Wα1

Ai i m Ai

である。そのとき、  も  - 不変になる。実際、 ' ∈  とすれば、任意の  ∈ Wα1

⊥ Ai x Wα1

⊥ x Wα1

に対し、  ∈  であるから、(  , ' ) = (  , ' ) = 0  よって、 ' ∈  となる。Aix Wα1
x Aix Aix x Aix Wα1

⊥

今、   =  とす、  の正規直交底 '  , '  , … , '  を '  , '  , … , '  が  のdim Wα1
n1 V e 1 e 2 e n e 1 e 2 e n1

Wα1

底になる（ 従って、 '  , … , '  が  の底になる ) ようにとり、  = ( '  , '  , … , '

 ) とおけば、  <  なので

e n1＋1 e n Wα1

⊥ T1 e 1 e 2 e n

n1 n

( '  , '  , … , '  ) = ( '  , '  , … , '  )
0

0
 → '  =  =

0

0
Ai e 1 e 2 e n e 1 e 2 e n

A(1)
i

A(2)
i

A i T1
 －1AiT1

A(1)
i

A(2)
i

( ただし、  は  次、  は －  次正方行列である。 )  A(1) n1 A(2) n n1

となる。また、  =   ( 1 ≦  ,  ≦  )　なのでAiAj AjAi i j m

' '  =  =  =  =  = ' 'A iA j T1
 －1AiT1T1

 －1AjT1 T1
 －1AiAjT1 T1

 －1AjAiT1 T1
 －1AjT1T1

 －1AiT1 A jA i

となり、 '  も互いに交換可能である。A i

0

0

0

0
 = 

0

0
 = 

0

0

0

0

A(1)
i

A(2)
i

A(1)
j

A(2)
j

Ai
(1)Aj

(1)

Ai
(2)Aj

(2)

A(1)
j

A(2)
j

A(1)
i

A(2)
i

= 
0

0
  →   =   ,   =      

Aj
(1)Ai

(1)

Aj
(2)Ai

(2) Ai
(1)Aj

(1) Aj
(1)Ai

(1) Ai
(2)Aj

(2) Aj
(2)Ai

(2)

となり、  ,  も互いに交換可能となる。Ai
(1) Ai

(2)

( '  ) = (  ) = (  ) =  =  = '   なので、対称行列となる。A i
t

T1
 －1AiT1

t
T
t  

1AiT1

t
T1

t  t
AiT1 T1

 －1AiT1 A i

つまり、  ,  も対称行列である。Ai
(1) Ai

(2)

以上の内容は、任意の  > 1 で成り立つことなので、  ( 0 <  <  ,  ) で成り立つと仮定す

れば、  次の直交行列  , ( －  ) 次の直交行列  があって

m P n1 n m

n1 T (1)
2 n n1 T (2)

2

 ,   ( 1 ≦  ≦  ) は同時に対角行列になる。T2
 (1)－1Ai

(1)T2
 (1) T2

 (2)－1Ai
(2)T2

 (2) i m
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よって、  = 
0

0
 とおけばT T1

T (1)
2

T (2)
2

 = ( 
0

0
) = 

0

0
 = 

0

0
 = 

0

0
T
t t

T1

T (1)
2

T (2)
2

T (1)
2

T (2)
2

t

T1
t T2

 (1)t

T (2)
2

t T1
t T2

 (1)－1

T (2)－1
2

T －1
1

= 
0

0
 = ( 

0

0
)  = 

T2
 (1)

T (2)
2

－1

T1
 －1 T1

T2
 (1)

T (2)
2

－1 T －1

となり、  は直交行列となる。また、T

 = 
0

0

0

0
　( 1 ≦  ≦  )T －1AiT

T2
 (1)－1

T (2)－1
2

T1
 －1AiT1

T (1)
2

T (2)
2

i m

= 
0

0

0

0

0

0
 = 

0

0

T2
 (1)－1

T (2)－1
2

A(1)
i

A(2)
i

T (1)
2

T (2)
2

T2
 (1)－1Ai

(1)T (1)
2

T (2)－1
2 A(2)

i T
 (2)
2

したがって、   ( 1 ≦  ≦  ) は  によって同時に対角化される。つまり、  (  ,  ) が

成り立つことがわかった。しかし、この証明は  を固定し、  についてだけの帰納法にすぎない

T －1AiT i m T P m n

m n

ような気がする。二重帰納法の ⅱ') がどこに隠れているのかが疑問である。

証明に自信がないので次のようにしてもう一度証明する。

◎ A1 , A2 を交換可能な（実）対称行列とすれば、ある直交行列 T があって、

T－1AiT 　( 1 ≦ i ≦ 2 ) は同時に対角行列になる。

この命題を帰納法で証明する。

 の固有値を α  とし、α  に対する  の固有空間を  とする。 A1 1 1 A1 Wα1

 =  ならば、  = { ;  ∈  , ( －α  )  = } =  なので  = α  となり、任Wα1
V Wα1

x x V A1 1E x 0 V A1 1E

意の直交行列  に対し、 ( α  )  = α  となるので、  を対角化する直交行列  を使T T－1
1E T 1E A2 T

えば同時に対角化できる。

よって、  ⊊   とする。Wα1
V

 ∈  ならば、x Wα１

 =  = (  ) = α   A1A2x A2A1x A2 A1x 1A2x

よって   ∈  となる。すなわち、  は  - 不変である。A2x Wα1
Wα1

A2

そのとき、  も  - 不変になる。実際、 ' ∈  とすれば、任意の  ∈ Wα1

⊥ A2 x Wα1

⊥ x Wα1
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に対し、  ∈  であるから、(  , ' ) = (  , ' ) = 0  よって、 ' ∈ となA2x Wα1
x A2x A2x x A2x Wα1

⊥

る。今、   =  とする。  の正規直交底 '  , '  , … , '  を '  , '  , … , '  が dim Wα1
n1 V e 1 e 2 e n e 1 e 2 e n1

の底になる （ 従って、 '  , … , '  が  の底になる ) ようにとり、   = ( '  , Wα1
e n1＋1 e n Wα1

⊥ T1 e 1

'  , … , '  ) とおけば、  <  なのでe 2 e n n1 n

( '  , '  , … , '  ) = ( '  , '  , … , '  )
0

0
→ '  =  =

0

0
A2 e 1 e 2 e n e 1 e 2 e n

A(1)
2

A(2)
2

A i T1
 －1A2T1

A(1)
2

A(2)
2

( ただし、  は  次、  は －  次正方行列である。 )  A(1) n1 A(2) n n1

となる。また、  =  なのでA1A2 A2A1

' '  =  =  =  =  = ' 'A 1A 2 T1
 －1A1T1T1

 －1A2T1 T1
 －1A1A2T1 T1

 －1A2A1T1 T1
 －1A2T1T1

 －1A1T1 A 2A 1

となり、 '  ( 1 ≦  ≦ 2 ) も互いに交換可能である。A i i

0

0

0

0
 = 

0

0
 = 

0

0

0

0

A(1)
1

A(2)
1

A(1)
2

A(2)
2

A1
(1)A2

(1)

A1
(2)A2

(2)

A(1)
2

A(2)
2

A(1)
1

A(2)
1

= 
0

0
  →   =   ,   =      

A2
(1)A1

(1)

A2
(2)A1

(2) A1
(1)A2

(1) A2
(1)A1

(1) A1
(2)A2

(2) A2
(2)A1

(2)

となり、  ,  ( 1 ≦  ≦ 2 ) も互いに交換可能となる。Ai
(1) Ai

(2) i

( '  ) = (  ) = (  ) =  =  = '   なので、対称行列となる。A i
t

T1
 －1AiT1

t
T
t  

1AiT1

t
T1

t  t
AiT1 T1

 －1AiT1 A i

つまり、  ,  ( 1 ≦  ≦ 2 ) も対称行列である。Ai
(1) Ai

(2) i

 = 1 のときは明らかなので、1 ≦  <  で成り立つと仮定し帰納法で証明する。つまり、  次

の直交行列  , ( －  ) 次の直交行列  があって

n n1 n n1

T (1)
2 n n1 T (2)

2

 ,   ( 1 ≦  ≦ 2 ) は同時に対角行列になる。T2
 (1)－1Ai

(1)T2
 (1) T2

 (2)－1Ai
(2)T2

 (2) i

よって、  = 
0

0
 とおけばT T1

T (1)
2

T (2)
2

 = ( 
0

0
) = 

0

0
 = 

0

0
 = 

0

0
T
t t

T1

T (1)
2

T (2)
2

T (1)
2

T (2)
2

t

T1
t T2

 (1)t

T (2)
2

t T1
t T2

 (1)－1

T (2)－1
2

T －1
1

= 
0

0
 = ( 

0

0
)  = 

T2
 (1)

T (2)
2

－1

T1
 －1 T1

T2
 (1)

T (2)
2

－1 T －1

となり、  は直交行列となる。また、T
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 = 
0

0

0

0
　( 1 ≦  ≦ 2 )T －1AiT

T2
 (1)－1

T (2)－1
2

T1
 －1AiT1

T (1)
2

T (2)
2

i

= 
0

0

0

0

0

0
 = 

0

0

T2
 (1)－1

T (2)－1
2

A(1)
i

A(2)
i

T (1)
2

T (2)
2

T2
 (1)－1Ai

(1)T (1)
2

T (2)－1
2 A(2)

i T
 (2)
2

したがって、   ( 1 ≦  ≦ 2 ) は  によって同時に対角化される。T －1AiT i T

これならスッキリする。

高木貞治　著　代数学講義　Ｐ．３７８ には次のような証明があった。

「交換可能な対称行列  ,  が同一の直交行列  で同時に対角行列に変形できる。」H K U

 は対称行列なので、直交行列  があって対角行列に変形できる。相異なる固有値 α  , H U1 1

α  , … , α  に対応して、2 s

 =  = 

  

   

  ⋱  
  

  ただし　  = 

α   

 α   

  ⋱  
  α

 (  次) で  =  とH0 U －1
1 HU1

H1 0

H2

0 Hs

Hi

i 0

i

0 i

ni å
 

 
ni n

する。この  で  を変形すると  =  なのでU1 K HK KH

 =  = 

  

   

  ⋱  
  

U －1
1 HKU1 U －1

1 HU1U
 －1
1 KU1

H1 0

H2

0 Hs

U －1
1 KU1

=  =  = 

  

   

  ⋱  
  

　となる。そこで、U －1
1 KHU1 U －1

1 KU1U
 －1
1 HU1 U －1

1 KU1

H1 0

H2

0 Hs

 =  = 

…

  

  ⋱  
…

 (  は  と同じ次数の正方行列 ) とおくとK0 U －1
1 KU1

K11 K12 K1s

K21 K22

Ks1 Ks2 Kss

Kii Hi

  

   

  ⋱  
  

…

  

  ⋱  
…

 = 

…

  

  ⋱  
…

  

   

  ⋱  
  

H1 0

H2

0 Hs

K11 K12 K1s

K21 K22

Ks1 Ks2 Kss

K11 K12 K1s

K21 K22

Ks1 Ks2 Kss

H1 0

H2

0 Hs

とならなければいけないので、両辺計算してみると
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…

 

  ⋱  
…

 = 

…

 

  ⋱  
…

H1K11 H1K12 H1K1s

H2K21 H2K22 H2K2s

HsKs1 HsKs2 HsKss

K11H1 K12H2 K1sHs

K21H1 K22H2 K2sHs

Ks1H1 Ks2H2 KssHs

ここで、各成分を比べてみると、例えば、  と  では、H1K12 K12H2

 = α    ,    = α   であり、α  ≠ α  なので　  = H1K12 1K12 K12H2 2K12 1 2 K12 0

つまり、  = (  ≠  ) とならなければならない。したがって、Kij 0 i j

 =  = 

　  

   

  ⋱  
 …

K0 U －1
1 KU1

K11 0

K22

0 Kss

 は対称行列だったので、  =  、  は直交行列であることから  = K K
t

K U1 U －1
1 U1

t

 =  = 

　  

   

  ⋱  
 …

 = 

　  

   

  ⋱  

 …

K0
t

U －1
1 K

t
U1

K11 0

K22

0 Kss

K11
t

0

K22
t

0 Kss
t

よって、  は対称行列となる。簡単にするために、以後  =  とする。Kii Kii Ki

そこで、各  を対角行列にする直交行列を  とすれば、Ki Pi

 = 

　  

   

  ⋱  
 …

 と  の積が求める直交行列  となる。P

P1 0

P2

0 Ps

U1 U

実際、  =  とすれば  は直交行列の積なので直交行列であり、U U1P U

 = ( )  =   となり、対角行列となる。また、  に関してはU －1KU U1P
－1KU1P P －1K0P H

 = ( )  = 

  

   

  ⋱  
  

U －1HU U1P
－1HU1P P －1

H1 0

H2

0 Hs

P

= 

　  

   

  ⋱  
 …

  

   

  ⋱  
  

　  

   

  ⋱  
 …

P －1
1 0

P －1
2

0 P －1
s

H1 0

H2

0 Hs

P1 0

P2

0 Ps

= 

　  

   

  ⋱  
 …

P －1
1 H1P1 0

P －1
2 H2P2

0 P －1
s HsPs
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 = 

α  

 ⋱  
 α

 = 

α  

 ⋱  
 α

 = 

α  

 ⋱  
 α

P －1
i HiPi P －1

i

i 0

0 i

Pi P －1
i Pi

i 0

0 i

i 0

0 i

よって、  を変えないので、対角行列となる。H0

なお、量子力学では、この定理はかなり重要なようだ。

（Ｐ．１６３　注意）

 =  =  =    →   = T －1AiAjT T －1AiTT
 －1AjT T －1AjTT

 －1AiT T －1AjAiT AiAj AjAi

（Ｐ．１６３　エルミット行列）

     :    =        (  =  )   （注 ＋  = －   →   = 0） エルミット行列 A
t

___
A aij

___
aji bii icii bii icii cii

 = 

＋ ＋ … ＋

－ ＋ … ＋

－ － … ＋

     
－ － － …

　A

b11 b12 ic12 b13 ic13 b1n ic1n

b12 ic12 b22 b23 ic23 b2n ic2n

b13 ic13 b23 ic23 b33 b3n ic3n

b1n ic1n b2n ic2n b3n ic3n bnn

 = ＋  ,  = ＋  とすると aij bij icij aji dji ifji

 =  → ＋  = －   →  =  ,  = －aij

___
aji bij icij dji ifji bij dji cij fji

対角成分が実数で、他の成分は対角成分を対称の軸として実部は等しく虚部の符号は反対に

なる。（共役）

ワイ

  :   = －     (  = －  )　（注 ＋  = －( －  )  →   = 0）歪エルミット行列 A
t

___
A aij

___
aji bii icii bii icii bii

 = 

＋ ＋ … ＋

－ ＋ ＋ … ＋

－ ＋ － ＋ … ＋

     
－ ＋ － ＋ － ＋ …

  A

ic11 b12 ic12 b13 ic13 b1n ic1n

b12 ic12 ic22 b23 ic23 b2n ic2n

b13 ic13 b23 ic23 ic33 b3n ic3n

b1n ic1n b2n ic2n b3n ic3n icnn

 = ＋  ,  = ＋  とすると aij bij icij aji dji ifji

 = －  → ＋  = － ＋   →  = －  ,  = aij

___
aji bij icij dji ifji bij dji cij fji

対角成分が純虚数で、他の成分は対角成分を対称の軸として虚部は等しく実部の符号は反対

になる。

１）   : 歪エルミット行列  ⇔   : エルミット行列 A iA
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⇒）

 = 

－ － － … －

－ － － － … －

－ － － － － … －

     
－ － － － － － … －

iA

c11 ib12 c12 ib13 c13 ib1n ic1n

ib12 c12 c22 ib23 c23 ib2n ic2n

ib13 c13 ib23 c23 c33 ib3n ic3n

ib1n c1n ib2n c2n ib3n c3n cnn

 = ＋  とすれば、  = － ＋    aij bij icij aji bij icij

よって、  = － 　 iaij ibij cij

  = (－  －  ) = －    →  =   となり、  はエルミット行列となる。
____
iaji

____________
i bij cij ibij cij iaij

____
iaji iA

⇐）

 = ' 、 ' = ( '  ) , '  = ' ＋ '   とおけば、iA A A a ij a ij b ij ic ij

 = '  なので  = － '  = － ' ＋ '   … ①iaij a ij aij ia ij ib ij c ij

仮定から ' はエルミット行列なので '  = ' － 'A a ji b ij ic ij

 = － '  = － ' － '   →  = ( － ' － '  ) = ' － '   →  －  = － ' ＋ 'aji ia ji ib ij c ij

___
aji

_____________
ib ij c ij ib ij c ij

___
aji ib ij c ij

よって、①から  = －  となり、  は歪エルミット行列となる。aij

___
aji A

（問４）

 = 

＋ ＋ … ＋

－ ＋ … ＋

－ － … ＋

     
－ － － …

　A

b11 b12 ic12 b13 ic13 b1n ic1n

b12 ic12 b22 b23 ic23 b2n ic2n

b13 ic13 b23 ic23 b33 b3n ic3n

b1n ic1n b2n ic2n b3n ic3n bnn

から、{ 1＋2＋…＋( －1 ) } ×2＋  = 
2

( －1)
×2＋  =  

  
n n

n n
n n2

２） 任意の  次正方行列  はn A

 = ＋    (  ,  はエルミット行列 )A B iC B C

なる形に一意的に表される。

（証）  = 
2

1
( ＋  ) ,  = 

2

1
( －  )B A

___
A
t

iC A
___
A
t

とおけば、

 = 
2

1
( ＋  ) = 

2

1
( ＋  ) =   →   =    よって、  はエルミット行列となる。

__
B
t ___

A A
tt ___

A
t

A B B
t

__
B B

 = ( －  ) = －  = 
2

1
( －  ) = 

2

1
( －  ) = －    →   =   よって、  はエルミ

__
iC
t

i
__
C

t
i
__
C
t ___

A A
tt ___

A
t

A iC C
t

__
C C
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ット行列となる。そして、  = ＋  となる。A B iC

一意性については、  = '＋ ' ( ' , ' はエルミット ) とする。  = '－ ' = '－ ' A B iC B C
___
A
t __

B
t

i
__
C
t

B iC

' = 
2

1
( ＋  ) , ' = 

2

1
( －  ) となり、  = ' ,  = ' になる。 B A

___
A
t

iC A
___
A
t

B B C C

３） エルミット行列  の固有値 α  , α  , … , α  は実数である。  に対し、適当なユニタリーA 1 2 n A

行列  をとれば  ( ユニタリー行列 :  =  )U A
t
___
A E

 =   = 

α   0

 α   

  ⋱  
0   α

U －1AU
___
U

t
AU

1

2

n

（証）  = α (  ≠  )　（ 注 (  ,  ) ≠ (  ,  )  )　 Ax x  x 0 a b a b u

とすれば、(  ,  ) = ( α  ,  ) = α(  , )Ax
__
x x

__
x x

__
x 

= (  , ) = (  , ) = (   , α ) = α(  , )x A
t
__
x x

___
A
__
x x

____
x 

__
x

__
x 

(  , ) > 0 なので、α = α となり、α は実数となる。x
__
x 

__

しかし、固有ベクトルは実ベクトルとは限らない。

複素ベクトル空間の正規直交系と直交補空間

{  ,  , … ,  } を正規直交系、すまわち、(  ,  )  = (  ,  ) = δ   ( 1 ≦  ,  ≦  ) なるf1 f2 fn fi fj u fi

__
fj ij i j n

ベクトルの集合とすれば、次のようなことが成立する。

 = ＋ ＋…＋   ,   = ＋ ＋…＋x c1f1 c2f2 cnfn y d1f1 d2f2 dnfn

に対して、(  ,  )  = ( ＋ ＋…＋  , ＋ ＋…＋  )x y u c1f1 c2f2 cnfn d1f1 d2f2 dnfn u

= ( ＋ ＋…＋  , ＋ ＋…＋  ) c1f1 c2f2 cnfn

___________________
d1f1 d2f2 dnfn

= ＋ ＋…＋c1

__
d1 c2

__
d2 cn

___
dn

(  ,  )  = (  ,  ) = ＋ ＋…＋x y u x
__
y c1

__
d1 c2

__
d2 cn

___
dn

 要点だけ（Ｐ．１０４　定理　５’）

 を  次元の部分空間とする。{  ,  , … ,  } を  に含まれる正規直交系とする。  <  と

すれば、{  ,  , … ,  } に一次従属でない  のベクトルが存在する。その任意の１つを 　

とする。今、

W r f1 f2 fp W p r

f1 f2 fp W a

 = (  ,  )    ( 1 ≦  ≦  )ci a
___
fi i p

' =     ,   '' = － ' = －  a å
i=1

p
cifi a a a a å

i=1

p
cifi
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とおけば、 '' ≠   ( '' =  ならば、  =   となり、一次従属になる ) a 0 a 0 a å
i=1

p
cifi

また、( '' ,  ) = (  ,  )－(   ,  ) = －  = 0   ( 1 ≦  ≦  )a
___
fi a

___
fi å

i=1

p
cifi

___
fi ci ci i p

さらに、  = 
( '' , '' )  

1
'' = 

|| '' ||

1
''fp＋1

a
___
a

a
a

a

とおけば、(  ,  ) = ( 
|| '' ||

1
'' ,  ) = 

|| '' ||

1
( '' ,  ) = 0fp＋1

___
fi a

a
___
fi a

a
___
fi

(  ,  ) = ( 
|| '' ||

1
'' , 

|| '' ||

1
'' ) = 

( '' , '' )

( '' , '' )
 = 1   ( 1 ≦  ≦  )fp＋1

____
fp＋1 a

a

__________

a
a

a
___
a

a
___
a

i p

よって、{  ,  , … ,  ,  } はまた、  に含まれる正規直交系となる。f1 f2 fp fp＋1 W

したがって、  = 0 として、任意の部分空間  の底としてつねに正規直交系 {  , … ,  } をと

ることができる。

p W f1 fr

( ( , ) = ( , ) , ( , ) = ( , ) )（複素ベクトル空間のSchmidtの直交化法）  a  b   
______
b  a     a kb   

__
k a  b  

 の一つの底 { ,  , … , } が与えられていたとすれば、W a1 a2 ar 

 = || ||c11 a1 
－1

 = 　 … (  (  ,  ) = ( 
|| ||

1
 , 

|| ||

1
 ) = 1  )f1 c11a1 f1

___
f1 a1 

a1 a1 

___
a1

( ,  ) =    →    － →     = 
|| －  ||

－
a2

___
f1 c a2 cf1    f2 a2 cf1

a2 cf1

(  ,  ) = (  , 
|| －  ||

－
 ) = 

|| －  ||

1
 (  , －  ) f1

___
f2 f1

____________

a2 cf1

a2 cf1

a2 cf1

f1

___
a2

__
c
___
f1

ここで、 ( ,  ) =  = (  ,  ) = (  ,  ) なのでa2

___
f1 c

__________
f1 a2 f1

___
a2

= 
|| －  ||

1
 { (  ,  )－(  ,  ) } = 

|| －  ||

1
 { －  } = 0

a2 cf1

f1

___
a2 f1

__
c
___
f1 a2 cf1

c

____
c

 = 
|| －  ||

－
 = 

|| －  ||

－
＋

|| －  ||
 = 

|| －  ||

－
＋

|| －  ||

1
f2 a2 cf1

a2 cf1

a2 cf1

cf1

a2 cf1

a2

a2 cf1

cc11
a1 a2 cf1

a2

＋      ( 
|| －  ||

－
 =   ,  

|| －  ||

1
 =  とした。 ) = c12a1 c22a2 a2 cf1

cc11
c12 a2 cf1

c22 ||  || = 1 である。f2

( ,  ) =  , ( ,  ) =    →   － －a3

___
f1 c1 a3

___
f2 c2 a3 c1f1 c2f2

 = 
|| － －  || 

－ －
 = 

|| － －  ||

－ － ( ＋ )＋
→   f3 a3 c1f1 c2f2

a3 c1f1 c2f2

a3 c1f1 c2f2

c1c11a1 c2 c12a1 c22a2 a3
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= 
|| － －  ||

－ －
＋

|| － －  ||

－
＋

|| － －  ||

1

a3 c1f1 c2f2

c1c11 c2c12
a1 a3 c1f1 c2f2

c2c22
a2 a3 c1f1 c2f2

a3

= ＋ ＋c13a1 c23a1 c33a1

(  ,  ) については、(  , － －  ) = (  ,  )－(  ,  )－(  ,  )f1

___
f3 f1

______________
a3 c1f1 c2f2 f1

___
a3 f1

_____
c1f1 f1

_____
c2f2

= － －0 = 0  なので、(  ,  ) = 0c1

_____
c1 f1

___
f3

(  ,  ) については、(  , － －  ) = (  ,  )－(  ,  )－(  ,  )f2

___
f3 f2

______________
a3 c1f1 c2f2 f2

___
a3 f2

_____
c1f1 f2

_____
c2f2

= －0－  = 0  なので、(  ,  ) = 0c2

_____
c2 f2

___
f3

||  || = 1 である。f3

さらに続けていけば

 = f1 c11a1

 = ＋f2 c12a1 c22a2

 = ＋ ＋f3 c13a1 c23a2 c33a3

     ⋮

= ＋ ＋…＋fr c1ra1 c2ra2 crrar

 , … , がすでに得られていたとすればf1 fp 

= 

|| － (  ,  )  ||

－ (  ,  ) 

fp＋1 

 ap＋1 å
i=1

p
ap＋1

___
fi fi

ap＋1 å
i=1

p
ap＋1

___
fi fi

(  ,  )  は fj

____
fp＋1

(  , － (  ,  )  ) = (  , － (  ,  ) fj

_____________________

ap＋1 å
i=1

p
ap＋1

___
fi fi fj

_____
ap＋1 å

i=1

p
___________
ap＋1

___
fi

___
fi )

(  ,  )－(  , (  ,  ) )－…－(  , (  ,  ) )= fj

_____
ap＋1 fj

_____
ap＋1 f1

___
f1 fj

_____
ap＋1 fp

__
fp 

= (  ,  )－(  , (  ,  ) ) = (  ,  )－(  ,  ) = 0fj

_____
ap＋1 fj

_____
ap＋1 fj

___
fj fj

_____
ap＋1

______________
ap＋1 fj

よって、(  ,  ) = 0  ( 1 ≦  ≦  ) fj

____
fp＋1 j p

このようにして、正規直交系 { ,  , … , } を得ることができる。 f1 f2 fr 

（注意）　  ≠ 0 ( 1≦ ≦  )  なぜならcii i r

 = 

|| － (  ,  )  ||

1
 なので || － (  ,  )  || = 0 ならばcii

 ai å
k=1

i－1

ai

__
fk fk

 ai å
k=1

i－1

ai

__
fk fk
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－ (  ,  )  = 0  →   = (  ,  ) ai å
k=1

i－1

ai

__
fk fk ai å

k=1

i－1

ai

__
fk fk

よって、下の表から  は  から  の線型結合になってしまうので、底であることに反する。ai a1 ai－1

 = f1 c11a1

 = ＋f2 c12a1 c22a2

 = ＋ ＋f3 c13a1 c23a2 c33a3

     ⋮

= ＋ ＋…＋fr c1ra1 c2ra2 crrar

これを逆に に関して解けばai 

 = 'a1 c 11f1

 = ' ＋ 'a2 c 12f1 c 22f2

 = ' ＋ ' ＋ 'a3 c 13f1 c 23f2 c 33f3

     ⋮

= ' ＋ ' ＋…＋ 'ar c 1rf1 c 2rf2 c rrfr

 = 
'

1
 つまり、  = 

'

1
 である。 f1 c 11

a1 c11 c 11

2番目の式を について解くと、
'

－ '
＋

'

1
 、 の中には  は含まれないのf2 f2 = 

c 22

c 12
f1 c 22

a2 f1 a2

で表現の一意性から  = 
'

1
 となる。同様に について解けば、 ～  の中に は含c22 c 22

fi f１ fi－１ ai 

まれないので表現の一意性から  = 
'

1
 となる。また、≠ 0 である。cii c ii

 ,  ( 1≦ ≦  ) を第  列ベクトルとする (  ,  ) 行列を  ,  とするとaj fj j r j n r A F

※　　  =  

' ' … '

 ' … '

  ⋱ ⋮
0  … '

=    とおくA F

c 11 c 12 c 1r

c 22 c 2r

c rr

F C

Ｐ．７２ の例３ から、  = ( (  ,  ) ) = ( δ  ) =  であるから   =  = F
t
__
F fi

___
fj ij E (r)

____
F
t
__
F

__
F
t
F E (r)

 =   →   =  　→　  =  A FC A
t

C
t

F
t

___
A
t __

C
t __

F
t

 =    =  = ( (  ,  ) )  
___
A
t
A

__
C
t __

F
t

FC
__
C
t
C ai

___
aj

したがって、 (  ) = (  ) =  (  )  (  ) = (  '  )(  '  )  det
___
A
t
A det

__
C
t
C det

__
C
t

det C Õ
i=1

r ____
c ii Õ

i=1

r
c ii
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= (  || '  || )  ≠ 0Õ
i=1

r
c ii

2

 =  の場合には、  =  =  すなわち、  =  　 ←　 ユニタリー行列r n F
t
__
F F

__
F
t

E (n) F －1
__
F
t

 は  の一次独立な底の行列だったので、  =  の場合には、正則行列になる。底のとり方A W r n

は任意なので、※より、任意の正則行列は正則なユニタリー行列と三角行列の積に分解できる

ことがわかる。

（複素ベクトル空間の直交補空間）

{  ; (  ,  ) = 0    ∈  }  =     ←   の直交補空間x x
__
y for all  y W W ⊥ W

直交補空間は部分空間である。なぜなら

任意の  , ∈  をとったとき、( α ＋β  ,  ) = α(  ,  )＋β(  ,  )   = 0＋0 = 0 だx z W ⊥ x z
__
y x

__
y z

__
y

からである。

 = ＋   ,  ∩  = {  }   つまり直和になる。Vn W W ⊥ W W ⊥ 0

（証） ∩  = {  } であることは明らかである。実際、  ∈ ∩  とすれば、  ∈  ,  

 ∈  なので、(  , ) =   したがって、  =  でなければならない。

W W ⊥ 0 x W W ⊥ x W x

W⊥ x
__
x 0 x 0

次に、  = ＋  を示す。Vn W W ⊥

＋  は部分空間なので ＋ ⊂  は明らかである。W W ⊥ W W ⊥ Vn

任意の  ∈  に対し、   =  とし、  の正規直交底 {  , … ,  } をとる。x Vn dim W r W f1 fr

(  ,  ) =     ( 1 ≦  ≦  )x
___
fi ci i r

' =     ,   '' = － 'x å
i=1

r
cifi x x x

とおけば、明らかに、 ' ∈ 　また、任意の  ( 1 ≦  ≦  ) に対してx W fi i r

( '' ,  ) = (  ,  )－( ' ,  ) = －  = 0  x
___
fi x

___
fi x

___
fi ci ci

 = { {  , … ,  } } であるから、任意の  に対して ( '' ,  ) = 0 よって、 '' ∈  である。W f1 fr y x
__
y x W⊥

つまり、  = '＋ '' ∈ ＋  故に、  = ＋  （直和） となる。x x x W W ⊥ Vn W W ⊥

A がエルミット行列ならば対角化可能

 = 1 のときは、  = [ ]  とすれば、[ ]  =  なのでユニタリー行列として  = [ 1]  をとれn Ax a x a x ax U

ば、  = [ 1]  なので　  = [ 1] [ ] [ 1]  = [ ]  、固有値を  として対角行列になる。よU －1 U －1AU a a a

って  に関する帰納法で証明する。n
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α  を  の１つの固有値とし、  をそれに対する固有ベクトルとする。{ {  } } の直交補空間を1 A x1 x1

 とすれば、  ∈  に対し、  = α  W1 x W1 Ax1 1x1

(  ,  ) = (  ,  ) = (  ,  ) = ( α  , ) = α (  ,  ) = 0x1

___
A
__
x

___
A
t
x1

__
x Ax1

__
x 1x1

__
x 1 x1

__
x

よって、  ∈    すなわち、  は  - 不変である。Ax W1 W1 A

今、正規直交底 ' , ' , … , ' を { { ' } } = { {  } } ,  = { { ' , … , ' } } となるようにe1 e2 en e1 x1 W1 e2 en

とる。この底に関して  を表現する行列を ' とすればA A

( ' , ' , … , ' ) = ( ' , ' , … , ' )

α 0 0 0

0    
0  '  

0    

 →  ' = 

α 0 0 0

0    
0  '  

0    

 

A e1 e2 en e1 e2 en

1

A 1

A

1

A 1

' , ' , … , ' を列ベクトルとする行列を  とおけば、  はユニタリー行列（Ｐ．１３０参）なe1 e2 en U1 U1

ので、 ' =  = 　( 注  =   →    =   ,   =   )A U1
 －1AU1

___
U1

t
AU1 A

t
___
A

___
A

t
A U1

t
___
U1 E

よって、 ' = (  ) =  =  = '  となり、 ' はエルミット行列であり、 '  もA
t t

___
U1

t
AU1 U

t
1 A
t
___
U1 U

t
1

___
A
___
U1

___
A A A 1

エルミット行列となる。よって、帰納法の仮定から、 '  は対角化可能であって、ある ( －1 ) 次A 1 n

ユニタリー行列 ' があって、 ' ' ' は対角行列になる。故にU2 U2
－1A 1U2

 = 
1 0
0 '  とすればU U1 U2

 = 
1 0
0 '

1 0
0 '  = 

1 0
0 ' ( '  )

1 0
0 'U －1AU U2

－1

U －1
1 AU1 U2 U2

－1

U －1
1 U1

 A U1
 －1 U1 U2

= 
1 0
0 '

α 0

0 '
1 0
0 '   U2

－1
1

A 1
U2

ここで、 
1 0
0 '

1 0

0 '
 = 

1 0
0  =      →   

1 0
0 ' = 

1 0

0 '
  なのでU2 U2

－1 En－1
E U2

－1

U2
－1

= 
1 0

0 '

α 0

0 '
1 0
0 '  = 

α 0

0 ' '

1 0
0 '  = 

α 0

0 ' ' 'U2
－1

1

A 1
U2

1

U2
－1A 1

U2

1

U2
－1A 1U2

は対角行列となり、固有値を対角成分とする行列に相似になる。また、

 
1 0
0 '

1 0
0 '  = 

1 0

0 '

1 0

0 '
 =   よって、

1 0
0 '  はユニタリー行列であってU2

t
_________

U2 U2
t

____
U2

E U2

 = 
1 0
0 '

1 0
0 '  =   なので、  もユニタリー行列となる。U

t
___
U U2

t

U1
t

___
U1

_________

U2
E U
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４） エルミット行列  の相異なる固有値に対する固有空間は内積 (  ,  ) に関して直交する。A x
__
y

 の相異なる固有値（の全体）を α  , … , α  とすれば、  は α  ( 1 ≦  ≦  ) に対する A 1 s Vn
i i s A

の（せまい意味の）固有空間  の直和に分解される。Wαi

 = …  　　　（直和）Vn Wα1
∔Wα2

∔ ∔Wαs

（証） 上の  の列ベクトルを  ,  , … ,  とすれば、内積 (  ,  ) に関して正規直交系をな

し、

U t1 t2 tn x
__
y

 (  ,  , … ,  ) = (  ,  , … ,  )

α   0

 α   

  ⋱  
0   α

A  t1 t2 tn  t1 t2 tn

1

2

n

だから、  = α   なので   ∈  また、{  ; α  = α  }  ( α ～α  は重複を含めているAti iti ti Wαi
tk k i 1 n

ので） は Ｐ．１４６例４からもわかるように  の１つの底になる。  はユニタリー行列なので、Wαi
U

 ( 1 ≦  ≦  ) は互いに直交し、かつ  はそれらの直和になる。Wαi
i s Vn

ここまできて、Ｐ．１６０の脚注が少し気になる。(  ,  ) , (  ,  ) どちらでもよい？x y x
__
y

５） 任意の  次正方行列  に対し、適当なユニタリー行列  をとればn A U

 = 

α    *

 α   

  ⋱  
0   α

U－1AU

1

2

n

（証） Ｐ．１６１の例１を簡略してなぞると

 を  の固有値 α  に対する固有ベクトルとし、 ' = 
||  || 

 とおき、それを延長して、内積x1 A 1 e1 x1

x1

(  ,  ) に関して正規直交底 { ' , ' , … , ' } を作る。  = ( ' , ' , … , ' ) とすれx
__
y e1 e2 en U1 e1 e2 en

ば、  はユニタリー行列であって、U1

 = 

α * … *

0    
  '  

0    

U1
 －1AU1

1

A1

となる。帰納法の仮定から ( －1 ) 次ユニタリー行列 ' があってn U2

' ' ' = 

α  *

 ⋱  
0  α

U2
 －1A1 U2

2

n 

 = 
1 0
0  とすれば、  はユニタリー行列であって、  は上三角行列となる。U U1 U2

U A
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６） 任意の (  ,  ) 行列  に対し、  の階数を  、  の 0 でない固有値を γ  , … , 

γ  ( γ  > 0 ) とおけば、適当なユニタリー行列  ,  があって

m n A
___
A
t
A r

___
A
t
A 2

1

r
2

i U1 U2

 = 

γ     0

 ⋱     
  γ    

   0   
    ⋱  
0     0

U1AU2

1

r

（証）  は (  ,  ) 行列なので  は (  ,  ) 行列となり、  は (  ,  ) 行列となる。また、A m n
__
A
t

n m
__
A
t
A n n

(  ) =  =  なので、  はエルミット行列である。よって、ある  次ユニタリー行列  があっ

て

__
A
t
A

t

A
t
__
A

______
__
A
t
A

__
A
t
A n U2

 = 

β  0

 ⋱  
0  β

　   （注意）  は (  ,  ) 行列、  = β    →   = β   U
t

2

__
A
t
AU2

1

n

AU2 m n
__
A
t
Ax ιx A

t
_____
Ax i

___
x

ここで、β  , … , β  は  の（実）固有値である。1 n

__
A
t
A

 を β  に関する  次固有ベクトルとした場合、  は  次ベクトルとなるが、0 ≦ (  ,  ) = (  ,x i n Ax m Ax
_____
Ax x

 ) = (  , β  ) = β (  ,  )　よって、β  ≧ 0  なので上の証明と同様に γ  = β  とできる。まA
t
_____
Ax x i

___
x i x

___
x i

2
i i

た、  は  次正方行列なので （  は直交行列であり、 ( ) =  =  →  とU
t

2

__
A
t
AU2 n Aσ Aσ U2Aσ

t
Aσ

____
U2

_______
AσU2 U2

して ） を施すことにより、  (  ) =  (  ) =  ≦  ,  (Ｐ．１１０、Ｐ．１１３例２ 参照）rank U
t

2

__
A
t
AU2 rank

__
A
t
A r m n

であるから、Ｐ．１６２脚注と同様に

 = 

β     

 ⋱     
  β    

   0   
    ⋱  

    0

__
U
t

2

__
A
t
AU2

1 0

r

0

としてよい。次に、  の  次列ベクトルを  ,  , … , とすれば、AU2 n t1 t2 tn 

 = ( )( ) = …  = 

(  , )

(  , )

 = 

β     

 ⋱     
  β    

   0   
    ⋱  

    0

__
U
t

2

__
A
t
AU2

__
A
__
U

2

t
AU2

___
t1

⋮___
tn

t1 tn

___
t1 t1  0

 ⋱  

0  
___
tn  tn

1 0

r

0

上式から (  ,  ) = β δ   →  (  ,  ) = β δ   （右辺は実数なので）
___
ti tj i ij ti

___
tj i ij

よって、(  ,  ) = β   →  ||  || = β  = γ  なので、
γ

 , 
γ

 , … , 
γ

 は正規直交系をなしti

___
ti i ti i i

1

___
t1

2

___
t2

r

___
tr
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 =  =  ( ＋1 ≦  ≦  ) となる。ti 0 i 0 r i n

そこで、
γ

 , 
γ

 , … , 
γ

 を第１～第  行ベクトルとするような  (  ,  ) 行列を  とすれば、
1

___
t1

2

___
t2

r

___
tr

r m m U1

 = 

γ

⋮

γ

⋮

  　から　  = 

γ

⋮

γ

⋮

… …  = 

γ     

 ⋱     
  γ    

   0   
    ⋱  

    0

 　U1

1

___
t1

r

___
tr

0r＋1

0m

U1AU2

1

___
t1

r

___
tr

0r＋1

0m

t1 tr 0r＋1 0m

1 0

r

0

となり上手くいく。ただし、  は (  ,  ) 行列であり、各行ベクトルは内積 (  , )にかんして直交する

が、ユニタリー行列と呼んでよいかは疑問である。

U1 m m x
___
y  

（Ｐ．１６４　二次形式）

任意の二次形式は

( ) = ＋ ＋…＋ ＋( ＋ ＋…＋  )＋( ＋

＋…＋  )＋…＋( ＋ ＋…＋  )

f x b11x
2
1 b22x2

2 bnnxn
2 b12x1x2 b13x1x3 b1nx1xn b21x2x1 b23x2

x3 b2nx2xn bn1xnx1 bn2xnx2 bn,n－1xnxn－1

であるが、  =  ( 1 ≦  ,  ≦  ) であるから、( ＋  )  = 2  ,  =  とすれ

ば

xixj xjxi i j n bij bji xixj aijxixj bii aii

( ) =  ＋2   f x å
i=1

n
aiix

2
i å

i<j

n
aijxixj

と表すことができる。さらに、  >  のとき  =  とおき、行列  = (  ) ,  = ⋮  とおけば i j aij aji A aij x
x1

xn

( ) =  = …

…

…

    
…

⋮
f x x

t
Ax x1 x2 xn

a11 a12 a1n

a12 a22 a2n

a1n a2n ann

x1

x2

xn

と書くことができる。この  を二次形式の係数行列といい、対称行列になる。A

（例） ( ) = 2 ＋3 ＋5 ＋2 ＋4 ＋8      (  = 1 ,  = 2 ,  = 4 )f x x2
1 x2

2 x2
2 x1x2 x1x3 x2x3 a12 a13 a23

= 
2 1 2
1 3 4
2 4 5

 = 

2 + +2

+3 +4

2 +4 +5

x1 x2 x3

x1

x2

x3

x1 x2 x3

x1 x2 x3

x1 x2 x3

x1 x2 x3

= 2 + +2 ＋ +3 +4 ＋2 +4 +5x2
1 x1x2 x1x3 x1x2 x2

2 x2x3 x1x3 x2x3 x2
3

= 2 ＋3 ＋5 ＋2 ＋4 ＋8x2
1 x2

2 x2
2 x1x2 x1x3 x2x3

240



逆に任意の対称行列  に対し、  は二次形式になる。A x
t
Ax

（Ｐ．１６５　注意）

Ｐ．３３ から、  = (  ) を (  ,  ) 行列、  を  次元ベクトル、  を  次元ベクトルとすれば、A aij n m x n y m

(  ,  ) = (  ,  ) =  x Ay A
t
x y å

i,j

 
aijxiyj

となる。この式は  についても  についても線型であり、このような多項式を双一次形式という。

（例）

x y

 =  として、(  ,  ) = A
a11 a12 a13 a14

a21 a22 a23 a24

a31 a32 a33 a34

x Ay x1 x2 x3

a11 a12 a13 a14

a21 a22 a23 a24

a31 a32 a33 a34

y1

y2

y3

y4

= + + + + + + + + +

+ +

a11x1y1 a12x1y2 a13x1y3 a14x1y4 a21x2y1 a22x2y2 a23x2y3 a24x2y4 a31x3y1 a32x3y2

a33x3y3 a34x3y4

逆に、<  ,  > を  ,  に関する双一次形式とすれば、  ( 1 ≦  ≦  ) , '  ( 1 ≦  ≦  )x y x y ei i n e i j m

をそれぞれ  ,  次元単位ベクトルとおくとき、  、  についても線型であるからn m x y

 = ＋ ＋…＋   ,   = ＋ ＋…＋ '  に対してx x1e1 x2e2 xnen y y1e'1 y2e'2 yne n

<  ,  > = < ＋ ＋…＋  , ＋ ＋…＋ '  > =  <  , '  >  x y x1e1 x2e2 xnen y1e'1 y2e'2 yne n å
i,j

 
ei e j xiyj

<  , '  > =  （内積ではない）とすれば、  = (  ) は (  ,  ) 行列となる。したがって ei e j aij A aij n m

<  ,  > = (  ,  ) となる。この  を双一次形式の係数行列という。 x y x Ay A

そこで、  を任意の  次行列とし、双一次形式  =   において、  =  とおけばA n xAy
t

å
i,j

 
aijxiyj x y

(  = 4 の場合)n

 = x
t
Ax x1 x2 x3 x4

a11 a12 a13 a14

a21 a22 a23 a24

a31 a32 a33 a34

a41 a42 a43 a44

x1

x2

x3

x4

= + + + + + + + + + +a11x1
2 a12x1x2 a13x1x3 a14x1x4 a21x1x2 a22x2

2 a23x2x3 a24x2x4 a31x1x3 a32x2x3

+ + + + +a33x3
2 a34x3x4 a41x1x4 a42x2x4 a43x3x4 a44x4 

= 
2

1

2 ＋ ＋ ＋

＋ 2 ＋ ＋

＋ ＋ 2 ＋

＋ ＋ ＋ 2

x1 x2 x3 x4

a11 a12 a21 a13 a31 a14 a14

a12 a21 a22 a23 a32 a24 a42

a13 a31 a23 a32 a33 a34 a43

a14 a41 a24 a42 a34 a43 a44

x1

x2

x3

x4

2

1

2 ＋ ＋ ＋

＋ 2 ＋ ＋

＋ ＋ 2 ＋

＋ ＋ ＋ 2

 = 
2

1
( ＋  )  ←  の対称部分となる。

a11 a12 a21 a13 a31 a14 a14

a12 a21 a22 a23 a32 a24 a42

a13 a31 a23 a32 a33 a34 a43

a14 a41 a24 a42 a34 a43 a44

A A
t

A
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（一般には）

 = …

…

…

　 　 　 　
…

⋮
x
t
Ax x1 x2 xn

a11 a12 a1n

a21 a22 a2n

an1 an2 ann

x1

x2

xn

= ( ＋ ＋…＋ )＋…＋ ( ＋…＋ ＋…＋ )＋…＋ ( 

＋…＋ ＋…＋  )＋…＋ ( ＋…＋ ＋…＋ )

x1 a11x1 a12x2 a1nxn xi ai1x1 aijxj ainxn xj aj1x1

ajixi ajnxn xn an1x1 anjxj annxn

= …
2

1

2 …  … ＋

   ＋  

 ＋    

     
＋ …  … 2

⋮
x1 x2 x4

a11 a1n an1

aij aji
aij aji

a1n an1 ann

x1

x2

xn

2

1

2 …  … ＋

   ＋  

 ＋    

     
＋ …  … 2

 = 
2

1
( ＋  )

a11 a1n an1

aij aji
aij aji

a1n an1 ann

A A
t

特に、 （対称） ならば、(  = 4 の場合)x
t
Ay = y

t
Ax n

 = x
t
Ay x1 x2 x3 x4

a11 a12 a13 a14

a21 a22 a23 a24

a31 a32 a33 a34

a41 a42 a43 a44

y1

y2

y3

y4

 = + + + + + + + + +

+ + + + + +

a11x1y1 a12x1y2 a13x1y3 a14x1y4 a21x2y1 a22x2y2 a23x2y3 a24x2y4 a31x3y1 a32x3

y2 a33x3y3 a34x3y4 a41x4y1 a42x4y2 a43x4y3 a44x4y4

 = y
t
Ax y1 y2 y3 y4

a11 a12 a13 a14

a21 a22 a23 a24

a31 a32 a33 a34

a41 a42 a43 a44

x1

x2

x3

x4

= + + + + + + + + +

+ + + + + +

a11x1y1 a12x2y1 a13x3y1 a14x4y1 a21x1y2 a22x2y2 a23x3y2 a24x4y2 a31x1y3 a32x2y3

a33x3y3 a34x4y3 a41x1y4 a42x2y4 a43x3y4 a44x4y4

係数を比べて、  =  となっているので、  は対称行列になる。aij aji A

（一般には）

242



 = …

…

…

    
…

⋮
x
t
Ay x1 x2 xn

a11 a12 a1n

a21 a22 a2n

an1 an2 ann

y1

y2

yn

= ( ＋ ＋…＋ )＋…＋ ( ＋…＋ ＋…＋ )＋…＋ ( ＋

…＋ ＋…＋  )＋…＋ ( ＋…＋ ＋…＋ )

x1 a11y1 a12y2 a1nyn xi ai1y1 aijyj ainyn xj aj1y1

ajiyi ajnyn xn an1y1 anjyj annyn

 = …

…

…

    
…

⋮
y
t
Ax y1 y2 yn

a11 a12 a1n

a21 a22 a2n

an1 an2 ann

x1

x2

xn

= ( ＋ ＋…＋ )＋…＋ ( ＋…＋ ＋…＋ )＋…＋ ( 

＋…＋ ＋…＋  )＋…＋ ( ＋…＋ ＋…＋ )

y1 a11x1 a12x2 a1nxn yi ai1x1 aijxj ainxn yj aj1x1

ajixi ajnxn yn an1x1 anjxj annxn

係数を比べて、  =  となっているので、  は対称行列になる。aij aji A

したがって、対応する二次形式の係数行列は  となる。A

逆に二次形式 [ ] =        (  >   のとき  =  )A x å
i,j = 1

n
aijxixj i j aij aji

2

1
( [ ＋ ]－ [ ]－ [ ] ) = 

2

1
( ( ＋  ) ( ＋  )－ －  )A x y A x A y x y
t

A x y x
t
Ax y

t
Ay

= 
2

1
( ( ＋  )＋ ( ＋  )－ －  )x
t
A x y y

t
A x y x

t
Ax y

t
Ay

= 
2

1
( ＋ ＋ ＋ － －  )x
t
Ax x

t
Ay y

t
Ax y

t
Ay x

t
Ax y

t
Ay

= 
2

1
( ＋  )   ←   が対称行列ならば  =  なのでx
t
Ay y

t
Ax A x

t
Ay y

t
Ax

= x
t
Ay

これを [ ] の極化形式と呼ぶようだが何のためになるのかはわからない。 A x

（Ｐ．１６５　問１）

 = (  ) とすればA aij

∂ ∂

∂
 = 

∂ ∂

∂
( ( ＋ ＋…＋ )＋…＋ ( ＋…＋ ＋…

＋ )＋…＋ ( ＋…＋ ＋…＋  )＋…＋ ( ＋…＋ ＋…＋

) ) = 
∂

∂
( ＋…＋ ＋…＋ ＋…＋  ) = 

xi yj

2

x
t
Ay

xi yj

2

x1 a11y1 a12y2 a1nyn xi ai1y1 aijyj

ainyn xj aj1y1 ajiyi ajnyn xn an1y1 anjyj annyn

xi
x1a1j xiaij xjajj xnanj aij

 = (  ) が対称のときA aij
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∂ ∂

∂

∂ ∂

∂
(  ＋2   ) = 

∂

∂
( 2 ＋2  ) = 2

xi xj

2

x
t
Ax = 

xi xj

2

å
i=1

n
aiix

2
i å

i<j

n
aijxixj xi

ajjxj å
i=1

n
aijxi aij

二次形式 [ ] =  において、変数の正則一次変換  = ' を行えば、 ' に関する二次A x x
t
Ax x Px x

形式が得られる。その係数行列を ' とすればA

' ' ' =  = ( ') ( ') = ' ' tx A x x
t
Ax Px

t
A Px x

t
P
t
APx

(  ) =  も対称行列であるから、 ' =  となる。P
t
AP

t
P
t
AP A P

t
AP

（Ｐ．１６６　定理４''）

実係数の二次形式 [ ] = に対し、適当に変数の直交変換  = ' を行えばA x x
t
Ax x Tx

[ ] = ' ' = [ ']A x x
t

T
t
ATx T

t
AT x

 は α  , α  , … , α  を  の固有値として対角行列になるのでT
t
AT 1 2 n A

[ ] = [ '] = α ＋α ＋…＋α  A x T
t
AT x 1x1

'2
2x2

'2
nxn

'2

となる。

そこで、  の固有値 α  , α  , … , α  の中で、  個は > 0 ,  個は < 0 , 残りは = 0 であると

する。簡単のために、α  , … , α  > 0 , α  , … , α  < 0 , α  , … , α  = 0 

A 1 2 n p q

1 p p＋1 p＋q p＋q＋1 n

であるとする。（底の置換を  を施せばよい。 ( ) ( )  , : 直交行列）Aσ TAσ
t

A TAσ TAσ

 =  

α

1
       

 ⋱        

  
α

1
      

   
－α

1
     

    ⋱     

     
－α

1
   

      1   
       ⋱  

       1

 =  とする。P T

1

0

p

p＋1

p＋q

0

TQ

 個p  個q

 =  = (  )  = 

1        
 ⋱        
  1       
   －1      
    ⋱     
     －1    
      0   
       ⋱  

       0

 　← 対角行列の積は対角行列P
t
AP Q

t
T
t
ATQ Q T

t
AT Q

0

0

よって、次の定理の前半を得る。
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（Ｐ．１６７　定理５）

実係数の二次形式 [ ] に対し、適当に変数の実正則変換  = ' を行えばA x x Px

[ ] = [ '] = ＋…＋ － －…－  　←　A x P
t
AP x x1

'2 xp
'2 xp＋1

'2 xp＋q
'2 二次形式の標準形

となる。ここで、  ,  は  によって一意的に定まる。（ ）p q A Sylvester の慣性法則

（一意性の証明）

今、別の実正則一次変換  =  ' '' に対してx P x

[ ] =  '  ' [ ''] = ＋…＋ － －…－A x P
t

AP  x x1
''2 xp'

''2 xp'＋1
''2 xp'＋q'

''2

となったとする。  = ' ,  = ' を示せばよい。まず、 ＋  =   であるから ＋  = '＋ 'p p q q p q rank A p q p q

は明らかである。  > ' として矛盾を出す。p p

(*)  [ ] = ＋…＋ － －…－  = ＋…＋ － －…－A x x1
'2 xp

'2 xp＋1
'2 xp＋q

'2 x1
''2 xp'

''2 xp'＋1
''2 xp'＋q'

''2

( ' =  , '' =  '  ) x P －1x    x P －1x

であるが、

' = 0  ( ＋1 ≦  ≦  )xi p i n

'' = 0 ( 1 ≦  ≦ ' )xi i p

とした場合

 = 

…

⋮  ⋮
…

…

⋮  ⋮
…

     とすれば　  

⋮

0
⋮
0

 = 

…

⋮  ⋮
…

…

⋮  ⋮
…

⋮
P －1

a11 a1n

ap1 apn
ap＋1,1 ap＋1,n

an1 ann

x'
1

x'
p

a11 a1n

ap1 apn
ap＋1,1 ap＋1,n

an1 ann

x1

x2

xn

 '  = 

…

⋮  ⋮
…

…

⋮  ⋮
…

     とすれば　  

0
⋮
0

⋮

 = 

…

⋮  ⋮
…

…

⋮  ⋮
…

⋮
P －1

b11 b1n

bp'1 bp'n

bp'＋1,1 bp'＋1,n

bn1 bnn

x''
p'＋1

x''
p'＋q'

b11 b1n

bp'1 bp'n

bp'＋1,1 bp'＋1,n

bn1 bnn

x1

x2

xn

←  方程式は '＋( －  ) 個ある。  > ' としたのでp n p p p

＋…＋  = 0

⋮
＋…＋  = 0

＋…＋  = 0

⋮
＋…＋  = 0

ap＋1,1x1 ap＋1,nxn

an1x1 annxn
b11x1 b1nxn

bp'1x1 bp'nxn

      '－  < 0 から '＋( －  ) <  となる。p p p n p n

      Ｐ．１１６定理１０系から自明な解( ≠  )をもつ。0
　　 　

その解を  ≠  とすればx0 0
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⋮ =

…

⋮  ⋮
…

⋮  , ⋮ =

…

⋮  ⋮
…

⋮

 として 

x0 = 
x01

⋮
x0n

 →  

x'
10

x'
p0

a11 a1n

ap1 apn

x01

x0n

x''
p'＋1,0

x''
n0

bp'＋1,1 bp'＋1,n

bn1 bnn

x01

x0n

' =  = 

⋮

0
⋮
0

   ,    '' =  '  = 

0
⋮
0

⋮

x P －1x0

x'
10

x'
p0 x P －1x0 x''

p'＋1,0

x''
n0

となり、  =  のとき (*) はx x0

＋…＋   = － －…－x10
'2 xp0

'2 xp'＋1,0
''2 xp'＋q',0

''2

となり

⋮  = 0 でなければならない。（当然右辺も 0 である）
x'

10

x'
p0

すると、  =  となってしまい、  は正則なので  =  となり矛盾する。P －1x0 0 P －1 x0 0

したがって、  ≦ ' となる。同様にして、  < ' と仮定すれば、  ≧ ' となるのでp p p p p p

 = ' となる。したがってまた、  = ' p p q q

 を二次形式 [ } 、または、対称行列  の という。( p , q ) A x A 符号数

◎２つの実対称行列  , ' が同値であるためにはそれらの符号数が一致することが必要十分

である。（定理５から明らかだが確認のために証明する。）

A A

（証） ⇒） ' =   を仮定する。実対称行列 ' の固有値を α  , … , α  としたとき、適当

な直交行列  をとれば、 

A P
t
AP A 1 n

T

'  = 

α  0

 ⋱  
0  α

=  = ( ) ( ) T
t
A T

1

n

 

T
t
P
t
APT PT

t
A PT

したがって、  = ' とすればx Tx

'[ ] = '  = ( ') '( ') = ' ' ' = '  [ '] = α ＋…＋αA x xA x
t

Tx A Tx
t

x
t

T
t
A Tx T

t
A T x 1x

'2
1 nx

'2
n

 = '' とすればx PTx

[ ] =  = ( '') ( '') = '' ( ) ( ) '' = ( ) ( )[ ''] = α ＋…＋α

  よって、定理５から符号数は一致する。  

A x xAx
t

PTx
t

A PTx x
t

PT
t

A PT x PT
t

A PT x 1x
''2
1 n

x''2
n
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⇐） 逆に符号数が一致していれば

 = 

1        
 ⋱        
  1       
   －1      
    ⋱     
     －1    
      0   
       ⋱  

       0

  = '  P
t
AP

0

0

Q
t
A Q

となる正則行列  ,  が存在する。したがって、  = (  ) '  = (  ) '(  )P Q A P
t －1 Q

t
A QP－1 QP －1t

A QP －1

( 注 ( ( )  ) ) = ( ) =   → (  )  = (  ) ) P －1 P
t

P
t

P －1t
E P

t －1 P －1t

したがって同値となる。

（Ｐ．１６８　問２）

( ＋  ) ＋  の符号を求めよ。x1 x2
2 x3x4

 ,   = 

1 1 0 0
1 1 0 0

0 0 0
2

1

0 0
2

1
0

 とする。　A＋ ＋2 ＋  = 

1 1 0 0
1 1 0 0

0 0 0
2

1

0 0
2

1
0

x2
1 x2

2 x1x2 x3x4 x1 x2 x3 x4

x1

x2

x3

x4

－1 －1 0 0
－1 －1 0 0

0 0 －
2

1

0 0 －
2

1

 = -2 -
4

1
+

2

1
 = 

4

1
(2 -1) ( -2) (2 +1)  = 0

x
x

x

x

x4 x3 x2 x x x x x

  →　符号数は ( 2 , 1 )固有値は  2 , 
2

1
 , －

2

1
 , 0

( α = 2 の場合の固有ベクトルを求める）

( －2  )  = 

－1 1 0 0
1 －1 0 0

0 0 －2
2

1

0 0
2

1
－2

= 

- +

-

-2 +
2

1

2

1
-2

 =   →   = 

1
1
0
0

 ←（適当に決める）A E x

x1

x2

x3

x4

x1 x2

x1 x2

x3 x4

x3 x4

0 a1

( α = 
2

1
 の場合の固有ベクトルを求める）

( －
2

1
 )  = 

2

1
1 0 0

1
2

1
0 0

0 0 －
2

1

2

1

0 0
2

1
－

2

1

= 

2

1
+

+
2

1

-
2

1
+

2

1

2

1
-

2

1

 =   →   = 

0
0
1
1

A E x

x1

x2

x3

x4

x１ x２

x１ x２

x３ x４

x３ x４

0 a2
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( α = －
2

1
 の場合の固有ベクトルを求める）

( ＋
2

1
 )  = 

2

3
1 0 0

1
2

3
0 0

0 0
2

1

2

1

0 0
2

1

2

1

 = 

2

3
+

+
2

3

2

1
+

2

1

2

1
+

2

1

 =   →  = 

0
0
1

－1

A E x

x1

x2

x3

x4

x1 x2

x1 x2

x3 x4

x3 x4

0  a3

( α = 0 の場合の固有ベクトルを求める）

( －0  )  = 

1 1 0 0
1 1 0 0

0 0 0
2

1

0 0
2

1
0

 = 

+

+

2

1

2

1

 =   →   = 

－1
1
0
0

A E x

x1

x2

x3

x4

x1 x2

x1 x2

x4

x3

0 a4

 = 

1
1
0
0

 ,  = 

0
0
1
1

 ,  = 

0
0
1

－1

 ,  = 

－1
1
0
0

 ← すべて直交しているので ！a1 a2 a3 a4 OK

 = 

2

1

2

1

0
0

 ,  = 

0
0

2

1

2

1

 ,  = 

0
0

2

1

－
2

1

 ,  = 

－
2

1

2

1

0
0

 ←　単位ベクトルにするt1 t2 t3 t4

 = 

2

1
0 0 －

2

1

2

1
0 0

2

1

0
2

1

2

1
0

0
2

1
－

2

1
0

T

 = 

2

1

2

1
0 0

0 0
2

1

2

1

0 0
2

1
-

2

1

-
2

1

2

1
0 0

1 1 0 0
1 1 0 0

0 0 0
2

1

0 0
2

1
0

2

1
0 0 －

2

1

2

1
0 0

2

1

0
2

1

2

1
0

0
2

1
－

2

1
0

T
t
AT

= 

2 0 0 0

0
2

1
0 0

0 0 -
2

1
0

0 0 0 0
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 =  = 

2

1
0 0 －

2

1

2

1
0 0

2

1

0
2

1

2

1
0

0
2

1
－

2

1
0

2

1
0 0 0

0 2 0 0

0 0 － 2 0
0 0 0 0

= 

2

1
0 0 0

2

1
0 0 0

0 1 -1 0
0 1 1 0

P TQ

2

1
0 0 0

2

1
0 0 0

0 1 -1 0
0 1 1 0

1 1 0 0
1 1 0 0

0 0 0
2

1

0 0
2

1
0

2

1
0 0 0

2

1
0 0 0

0 1 -1 0
0 1 1 0

 = ＋ －  x'
1 x'

2 x'
3 x'

4

t

x'
1

x'
2

x'
3

x'
4

x1
'2 x'2

2 x'2
3

（Ｐ．１６８　A[x] ≧ 0 , A[x] > 0）

非負値 : 任意の実ベクトル  に対し、 [ ] ≧ 0          →   ≧ 0  x A x A

正値    : 任意の ≠  の実ベクトルに対し、 [ ] > 0     →   > 00 A x A

  ' ,  ≧ 0  ⇒  ' ≧ 0   (   ' ,  > 0  ⇒  ' > 0 )A ≅ A A A A ≅ A A A

標準形の二次形式

[ ] = ＋ ＋…＋ － － －…－ ＋0 ＋…＋0A x x2
1 x2

2 x2
p x2

p＋1 x2
p＋2 x2

p＋q x2
p＋q＋1 x2

n

◎  ≧ 0　  ⇔     = 0    ⇔    α  ≧ 0 , … , α  ≧ 0A q 1 n

◎  > 0      ⇔     = 0 ,  =    ⇔   α  > 0 , … , α  > 0A q p n 1 n

 = 0 0 …  ≠ であるが  <  ならば [ ] = 0 となってしまう。x
t xn 0 p n A x

特に

 ≧ 0  ⇒   α  ≧ 0  ,   > 0  ⇒   α  > 0A Õ
i=1

n

i A Õ
i=1

n

i

また

 ≧ 0 ,  ≧ 0  ⇒  ＋  ≧ 0      ( α ＋β  , … , α ＋β  , β  , 0 , … , 0 )A B A B 1 1 p p p＋1

 > 0 ,  ≧ 0  ⇒  ＋  > 0      ( α ＋β  , … , α ＋β  , α  , … , α  )A B A B 1 1 p p p＋1 n

 ≧ 0 ,  ≧ 0 ⇒   ≧ 0      ( α  , … , α  , 0 , … , 0 )A c cA c 1 c p

 > 0 ,  > 0 ⇒   > 0      ( α  , … , α  )A c cA c 1 c n

（Ｐ．１６８　例）

任意の  次実行列  に対して、  ≧ 0 n P P
t
P

 [ ] = (  ,  ) = (  ,  ) ≧ 0 　、　( 注 (  ) =  )P
t
P x  x P

t
Px Px Px P

t
P

t
P
t
P
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特に  が正則ならば、  ≠  に対し、  ≠  よって、(  ,  ) > 0P x 0 Px 0 Px Px

逆に  > 0 ならば　すべての固有値が > 0 , ≠ 0 なので、  は正則である。 (  ) ≠ 0P
t
P P

t
P det P

t
P

(  ) =     = (   )  ≠ 0  よって、   ≠ 0 で正則となる。det P
t
P det P

t
det P det P 2 det P

◎任意の  次非負値対称行列  は  =  と表すことができる。　n A A P
t
P

（証明）

 ≧ 0 ならば、定理５から、ある  次正則行列  があってA n Q

 = 
0

0 0
Q
t
AQ

Er

とかける。よって、  = 
0

0 0
 とおけば、  = (  )

0

0 0

0

0 0
P

Er Q-1 P
t
P Q－1t Er Er Q-1

= (  )
0

0 0
 = Q

t －1 Er Q-1 A

（脚注 別証）  > 0 のとき、<  ,  > = (  ,  ) は Ｐ．１２３ の内積の条件を満たしている。A x y x Ay

(3.1) < ＋  ,  > = ( ＋  ,  ) = (  ,  )＋(  ,  ) = <  ,  >＋<  ,  >a1 a2 b a1 a2 Ab a1 Ab a2 Ab a1 b a2 b

(3.2) <  ,  > = (  ,  ) = (  ,  ) = <  ,  >ca b ca Ab c a Ab c a b

(3.3) <  ,  > = (  ,  ) = (  ,  ) = (  ,  ) = <  ,  >a b a Ab Aa b b Aa b a

(3.3) <  ,  > = (  ,  ) = [ ] > 0 なのでa a a Aa A a

<  ,  > ≧ 0  かつ　<  ,  > = 0   ⇔  =  a a a a a 0

よって、Ｐ．１０４ 定理５ により、<  ,  > を内積として、正規直行底  , … ,  が存在する。そ

のとき <  ,  > = δ  = (  ,  ) 、したがって、  = (  , … ,  ) とおけば 

x y q1 qn

qi qj ij qi Aqj Q q1 qn

 = ⋮ …  = ⋮ …  =    　　( ）Q
t
AQ

q1

qn

A q1 qn

q1

qn

Aq1 Aqn E END

 の列ベクトルを  ( 1 ≦  ≦  ) とすれば、  =  から  = (  ,  ) 、特にP pi i n A P
t
P aij pi pj

 = (  ,  ) ≧ 0aii pi pi

また、  = 0 ならば、  =  、したがって  = (  ,  ) = 0 ( 1 ≦  ≦  ) aii pi 0 aij pi pj j n

 = 0 →  = (  ,  ) = 0   aii aij pi pj
 = 

(  ,  ) (  ,  ) … 0 … (  ,  )

(  ,  ) (  ,  ) … 0 … (  ,  )

  ⋱    
0 0 0 0 0 0
   0 ⋱  

(  ,  ) (  ,  ) … 0 … (  ,  )

A

p1 p1 p1 p2 p1 pn
p2 p1 p2 p2 p2 pn

p1 pn p2 pn pn pn

 は実対称行列なので列も行A

も 0 になる。
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また上記の表現  =  において  =  ( Ｐ．１０６ 参  : 直交行列、  : 正則な三角行列 )A P
t
P P TP1 T P1

と分解すれば、  =  =  よって、はじめから  として三角行列をとることができる。A P1
t

T
t
TP1 P1

t
P1 P

そのとき

(31)  =    ,     = 

…

 …

  ⋱  
  

A P
t
P P

p11 p12 p1n

p22 p2n

0 pnn

 =  = 

  

  

  ⋱  
…

…

 …

  ⋱  
  

A P
t
P

p11
0

p12 p22

p1n p2n pnn

p11 p12 p1n

p22 p2n

0 pnn

これから特に、  =  = ＋ ＋…＋  ≧   よってaii å
j=1

i
pji

 2 p1i
 2 p2i

 2 pii
 2 pii

 2

(32)   ≧   =  (  ) =  (  )  = |  |Õ
i=1

n
aii Õ

i=1

n
pii

 2 det P
t
P det P 2 A

となる。

（Ｐ．１６９　注意）

 > 0 のとき (31) のような表現 ( ただし、  > 0 ) は一意的である。実際、A pii

     

 ⋱      
… 0 …   

   ⋱    
… …   

     ⋱  
… … …

… … …

  ⋱      
  … …

   ⋱    
    …

     ⋱  
     

   (  ≦  の場合 )

p11
0

p1i pii

p1j pij pii

p1n p2n pjn pnn

p11 p1i p1j p1n

pii pij pin

pjj pjn

0 pnn

i j

 =   aij å
k≦i

 
pkipkj

     

 ⋱      
… 0 …   

   ⋱    
… …   

     ⋱  
… … …

… … …

  ⋱      
  … …

  0 ⋱    
  ⋮  …

     ⋱  
     

   (  ≦  の場合 )

p11 0

p1j pjj

p1i pji pii

p1n pjn pin pnn

p11 p1j p1i p1n

pjj pji pjn

pii pin

0 pnn

j i

 =    まとめると、  =    aij å
k≦j

 
pkipkj aij å

k=min(i,j)

 
pkipkj
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先にＰ．１７０問３を解いてみる。
 = 2 から　　 2 ×  = 1p2

11 p12

2 1 1
1 2 1
1 1 2

 = 

0 0

0 0

0 0

   →   
2

2

1

2

1

 
0  

p11

p12 p22

p13 p23 p33

p11 p12 p13

p22 p23

p33
x y

z

(
2

1
) ＋  = 2 →  = 2－

2

1
 = 

2

3
 →  = 

2

3
 2 x2 x2 x

＋  = 
2

1

2

1
＋

2

3
 = 1 → 

2

3
 = 1－

2

1
 = 

2

1
 →  = 

2 3

2
 = 

6

1
p12p13 p22p23 y y y

＋ ＋  = 
2

1
＋

6

1
＋  = 2  →   = 2－

3

2
 = 

3

4
 →  = 

3

2
  p13p13 p23p23 z2 z2 z2 z

 = 

2
2

1

2

1

0
2

3

6

1

0 0
3

2

P

 を求め順にp11

 ～  までp12 P1n

      

      

     

    

   

  

      ⋱  
…

…

 …

  …

   …

    …

     …

      ⋱  

      

p11
0

p12 p22

p13 p23 p33

p14 p24 p34 p44

p15 p25 p35 p45 p55

p16 p26 p36 p46 p56 p66

p1n p2n p3n p4n p5n p6n pnn

p11 p12 p13 p14 p15 p16 p1n

p22 p23 p24 p25 p26 p2n

p33 p34 p35 p36 p3n

p44 p45 p46 p4n

p55 p56 p5n

p66 p6n

0 pnn

求める。

 を求め順にp22

 ～  までp23 P2n

      

      

     

    

   

  

      ⋱  
…

…

 …

  …

   …

    …

     …

      ⋱  

      

p11
0

p12 p22

p13 p23 p33

p14 p24 p34 p44

p15 p25 p35 p45 p55

p16 p26 p36 p46 p56 p66

p1n p2n p3n p4n p5n p6n pnn

p11 p12 p13 p14 p15 p16 p1n

p22 p23 p24 p25 p26 p2n

p33 p34 p35 p36 p3n

p44 p45 p46 p4n

p55 p56 p5n

p66 p6n

0 pnn

求める。

上の作業を続けていくと  , … ,  ,  , … ,  ,  , … ,  , … ,  ,  まで

求めることができる。したがって、  は  によって一意的に決まる。

p11 p1n p22 p2n p33 p3n pn－1,n pnn

pij A
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（Jacobi の変形）

 = ＋  = ＋ ＋ ＋…＋ ＋  ( 1 ≦  ≦  )xi
 ' xi å

j=i＋1

n

pii

pij
xj xi pii

pi,i＋1

xi＋1 pii

pi,i＋2

xi＋2 pii

pi,n－1

xn－1 pii

pi,n
xn i n

 = ＋  = ＋ ＋ ＋…＋ ＋  ( 1 ≦  ≦  )piixi
 ' piixi å

j=i＋1

n
pijxj piixi pi,i＋1xi＋1 pi,i＋2xi＋2 pi,n－1xn－1 pi,nxn i n

⋮

 = 

…

 …

  …

   ⋱  
   

⋮

 = 

p11x1
 '

p22x2
 '

p33x3
 '

pnnxn
 '

p11 p12 p13 p1n

p22 p23 p2n

p33 p3n

0 pnn

x1
 

x2
 

x3
 

xn
 

Px

 = ＋ ＋…＋  = …

⋮

 å
i=1

n
dix

'2
i p2

11x1
 '2 p2

22x2
 '2 p2

nnxn
 '2 p11x1

 ' p22x2
 ' p33x3

 ' pnnxn
 '

p11x1
 '

p22x2
 '

p33x3
 '

pnnxn
 '

= …

⋮

 = …

⋮

 = [ ] x1 x2 x3 xn p
t
p

x1
 

x2
 

x3
 

xn
 

x1 x2 x3 xn A

x1
 

x2
 

x3
 

xn
 

A x

また、  > 0 のとき 、   =   = |  | ならば  = 0 (  <  ) 、すなわち  は対角行列となる。逆にA Õ
i=1

n
aii Õ

i=1

n
pii

 2 A pij i j A

 が対角行列であれば、  の求め方から  = 0 (  ≠  ) となり、   =   = |  | となる。A pij pij i j Õ
i=1

n
aii Õ

i=1

n
pii

 2 A

（Ｐ．１７０　主小行列式）

   i1   i2 i3
( 1 ≦ 2 < 3 < 5 ≦  )n

a22 a23 a25

a32 a33 a35

a52 a53 a55

 = 

…

…

…

…

…

…

      ⋱  
…

   A

a11 a12 a13 a14 a15 a16 a1n

a21 a22 a23 a24 a25 a26 a2n

a31 a32 a33 a34 a35 a36 a3n

a41 a42 a43 a44 a45 a46 a4n

a51 a52 a53 a54 a55 a56 a5n

a61 a62 a63 a64 a65 a66 a6n

an1 an2 an3 an4 an5 an6 ann

0 0 0 … 0

…

…

…

…

…

…

      ⋱  
…

0

0

0
⋮
0

x2 x3 x5

a11 a12 a13 a14 a15 a16 a1n

a21 a22 a23 a24 a25 a26 a2n

a31 a32 a33 a34 a35 a36 a3n

a41 a42 a43 a44 a45 a46 a4n

a51 a52 a53 a54 a55 a56 a5n

a61 a62 a63 a64 a65 a66 a6n

an1 an2 an3 an4 an5 an6 ann

x2

x3

x5

 ≧ 0 ならば、任意のベクトルに対して [ ] ≧ 0 なので  は ≧ 0 となA A x å
μ,ν

k
ai(μ),i(ν)xi(μ)xi(ν)

る。  > 0 に関しても同様に > 0 となる。その係数行列はA
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 ⋱  
 

であり、対称行列であるから、　

 

 ⋱  
 

≧, > 0 

ai(1),i(1) ai(1),i(k)

ai(k),i(1) ai(k),i(k)

ai(1),i(1) ai(1),i(k)

ai(k),i(1) ai(k),i(k)

したがって

 

 ⋱  
 

 は、定理４'' から 0 以上の固有値を対角成分とする対角行列と相似な

ai(1),i(1) ai(1),i(k)

ai(k),i(1) ai(k),i(k)

ので
普通の不等号
↓

(33)  

 

 ⋱  
 

 ≧ , > 0   ( 1 ≦  , … , <  ≦  )

ai(1),i(1) ai(1),i(k)

ai(k),i(1) ai(k),i(k)

i1 ik n

これから、任意の 1 , 2 次正方行列を選んだ場合、  ≧ , > 0 がわかる。また、  = 0 ならばaii aii

→　
0

 = －  ≧ 0 から  = 0 
aij

aji ajj
a2
ij aij

       ( 1 ≦  ≦  ) を得る。j n

…

…

…

…

…

…

      ⋱  
…

a11 a12 a13 a14 a15 a16 a1n

a21 a22 a23 a24 a25 a26 a2n

a31 a32 a33 a34 a35 a36 a3n

a41 a42 a43 a44 a45 a46 a4n

a51 a52 a53 a54 a55 a56 a5n

a61 a62 a63 a64 a65 a66 a6n

an1 an2 an3 an4 an5 an6 ann

よって、次の定理６の前半を得る。

 定理６

 次実対称行列  = (  ) に対し、  = 

 

 ⋱  
 

 （主小行列式の一部）とおけばn A aij A(k)
a11 a1k

ak1 akk

 > 0  ⇔  |  | > 0   ( 1 ≦  ≦  )A A(k) k n

(先に脚注)

例） 
1 1 1
1 1 1
1 1 0

 = +2 +2 + +2x1 x2 x3

x1

x2

x3

x1
2 x1x2 x1x3 x2

2 x2x3

1 1 1
1 1 1
1 1 0

 = 
1 0 0
1 0 0
1 0

1 1 1
0 0 0
0 0

 ,  
-1 -1 -1

-1 -1 -1
-1 -1

  = -2 -2  = ( －2 －2 ) = 0  

→   = 0 ,  －2 －2 = 0 , ( －1 ) －1－2 = 0 ,  = 1± 3  

i i

x
x

x
x3 x2 x x x2 x

x x2 x x 2 x

( 1＋ 3  ) －( 3 －1 ) ＋0  　← 二次形式の標準形x'2
1 x'2

2 x'2
3
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（  の変換による）Jacobi

1 1 1
1 1 1
1 1 0

 = 
1 0 0
1 0 0
1 0

1 1 1
0 0 0
0 0

　→　  = 
1 1 1
0 0 0
0 0

　　　
i i

P
i

' = ＋ ＋  = ＋ ＋   x1 x1 p11

p12
x2 p11

p13
x3 x1 x2 x3

' = ＋  = x2 x2 p22

p23
x3 x2 →  ＋ ＋  = ＋0 － 　← 標準形p2

11x
'2
1 p2

22x
'2
2 p2

33x
'2
3 x'2

1 x'2
2 x3

'2

' =  x3 x3

確かに符号数は一致する。よって、符号数 (1 , 1) なので  ≧ 0 ではない。しかし、A

|  | = | 1 | = 1 ≧ 0 , |  | = 1 1
1 1

 = 0 , |  | = 
1 1 1
1 1 1
1 1 0

 = 0 A(1) A(2) A(3)

主小行列式なら、| 1 | = 1 , | 1 | = 1 , | 0 | = 0 , 1 1
1 1

 = 0 , 1 1
1 0

 = -1 , 1 1
1 0

 = -1 , 

1 1 1
1 1 1
1 1 0

 = 0

つまり、≧ と > の違いが次の定理に影響してくるはずだ。

 ⇐ 逆は  に関する帰納法で証明する。  = 1 の場合は明白。よって、 －1 で成り立つと

すれば、  が使える。よって

(証） n n n

A(n－1)

 > 0  ,  |  | > 0   ⇒    > 0  をいえばよい。A(n－1) A A

まず、次の公式を使う。

 次実対称行列  =  において、|  | > , ≠ 0 ならば、  が存在しn A
A(n－1) a

a
t

an
A(n－1) A(n－1)－1

↑
違い！

(*)  = 
0

1

0

0 － [ ] 0 1
A

E

a
t
A(n－1)－1

A(n－1)

an A(n－1)－1 a
E A(n－1)－1a

となる。(*) 右辺を計算する。

0

1

0

0 － [ ] 0 1

E

a
t
A(n－1)－1

A(n－1)

an A(n－1)－1 a
E A(n－1)－1a

= 
0

1

0

0 － 0 1

E

a
t
A(n－1)－1

A(n－1)

an a
t
A(n－1)－1a

E A(n－1)－1a

= 
0

1 0 －

E

a
t
A(n－1)－1

A(n－1) a

an a
t
A(n－1)－1a
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= 
＋ －

 =  = 
A(n－1) a
ta a

t
A(n－1)－1a an a

t
A(n－1)－1a

A(n－1) a
ta an

A

(*) 式から

|  | =  (
0

1

0

0 － [ ] 0 1
)A det

E

a
t
A(n－1)－1

A(n－1)

an A(n－1)－1 a
E A(n－1)－1a

= |  | ( － [ ] )A(n－1) an A(n－1)－1 a

仮定により、|  | > 0 , |  | > 0 なので、 － [ ] > 0 A A(n－1) an A(n－1)－1 a

' = － [ ]    ,     =  とおけばan an A(n－1)－1 a x
x(n－1)

xn

0
0 '

[ ] = 
0

0 '
A(n－1)

an
x x(n－1)t

xn
A(n－1)

an

x(n－1)

xn

= 
'

  t x(n－1) xn
A(n－1)x(n－1)

an xn

= ＋ 'x(n－1)t
A(n－1)x(n－1) an xn

2

= [ ]＋ '  > 0    ( |  | > 0 , ' > 0 と帰納法の仮定から )A(n－1) x(n－1) an x
2
n A(n－1) an

よって、
0

0 '
 > 0  

A(n－1)

an

 は対称行列であり、  =  →  =  → (  )  =  →  = (  ) なのでA(n－1) B
t

B B
t
B－1 E B－1t

B E B－1 B－1t

(  ) =  である。 A(n－1)－1t
A(n－1)－1

0

1
 = 

0 1

E

a
t
A(n－1)－1

E A(n－1)－1a
t

から、  と 
0

0 '
 は同値、したがって、  > 0 となる。 A

A(n－1)

an
A

 ≧ 0  ⇐  |  | ≧ 0   ( 1 ≦  ≦  ) とすると、|  | = 0 の場合もあるので逆行列がとれA A(k) k n A(n－1)

ないため、上の証明は適用できない。

（Ｐ．１７１　問４）

' = 
0

 とおけば、|  | ≠ 0 なので、(*) から A
A x

x
t A
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' = 
0

1

0

0 － 0 1
 = 

0

1 0 －
 = 

0
A

E

xA－1t
A

x
t
A－1x

E A－1x E

xA－1t
A x

x
t
A－1x

A x

x
t

| ' | = |  | ( －  ) = －|  |×( [ ] )  A A x
t
A－1x A A－1 x

ここで、  = ' とすれば、 [ ] = ( ') ( ') = ' ' = [ ']  x Ax A－1 x Ax
t

A－1 Ax x
t
Ax A x

| ' | = －|  |( [ '] )  A A  A x

したがって、 [ '] = ＋…＋ － －…－  としたらA x x1
'2 xp

'2 xp＋1
'2 xq

'2

|  | > 0 つまり、  の正の固有値が  個で負の固有値が  個あるはずなので、  が偶数個のA A p q q

とき |  | > 0 となる。A

| ' | = |  |( －…－ ＋ ＋…＋  ) の符号数は (  ,  ) となる。  A A  －x1
'2 xp

'2 xp＋1
'2 xq

'2 q p

|  | < 0 つまり、  の正の固有値が  個で負の固有値が  個あるはずなので、  が奇数個のA A p q q

とき |  | < 0 となる。A

| ' | = |  |( ＋…＋ － －…－  ) の符号数は (  ,  ) となる。  A A  x1
'2 xp

'2 xp＋1
'2 xq

'2 p q

（Ｐ．１７１　注意）

固有値を求めることは困難なので、そのために定理６の存在価値がある。しかし、|  | = |  |A(n) A

 = 0 の場合、つまり正則でないときは使えない。そこで、次の一般化があるようだ。

階数  の実対称行列  があって、  に適当な行および列の置換を行い |  | ≠ 0 、かつ、r A A A(r)

|  | ( 1 ≦  ≦  ) の中相隣る２つのものが共に 0 になることはないようにすることができる。 A(k) k r

（Aσ の復習）

 =    ,  σ = 1 2 3 4
3 1 2 4

   →    = 

0 0 1 0
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1

  ,   = 

0 1 0 0
0 0 1 0
1 0 0 0
0 0 0 1

 B

a b c d
b e f g
c f h i
d g i j

Aσ Aσ

t

 = 

0 0 1 0
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1

 =   ←  列が置換されている。BAσ

a b c d
b e f g
c f h i
d g i j

b c a d
e f b g
f h c i
g i d j

 = 

0 0 1 0
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1

 = 　←　行が置換されている。AσB
t

t a b c d
b e f g
c f h i
d g i j

b e f g
c f h i
a b c d
d g i j

 = 

0 0 1 0
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1

0 0 1 0
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1

 = AσBAσ

t

t a b c d
b e f g
c f h i
d g i j

e f b g
f h c i
b c a d
g i d j
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( )   →  ( )a e h j e h a j

 は直交行列であって、 (  ) =   (  : 対称行列 )  →   は対称行列 Aσ Aσ

t
BAσ

t

Aσ

t
BAσ B Aσ

t
BAσ

対角成分 ( )  を ( )  としたいならばa e h j j a h e

σ = 1 2 3 4
2 4 3 1

 →  = 

0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0
1 0 0 0

 ,   = 

0 0 0 1
1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0

  Aσ Aσ

t

0 0 0 1
1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0

0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0
1 0 0 0

 = 

a b c d
b e f g
c f h i
d g i j

j d i g
d a c b
i c h f
g b f e

さて、実対称行列であることを維持しながら上の条件を満たすように簡単に変形できるだろうか、

疑問である。これ以上は他書に譲る。

（Ｐ．１６５　エルミット形式）

１） エルミット行列  = (  )  (  =  ,  =  =  →  =  ) に対しA aij aij

___
aji

___
A
t

A* A
___
A A

t

{ } =   =  = (  )  = ( (  ) ) = ( (  ) ) = (  ,  ) ←スカラーA x å
i,j

 
aij

___
xixj

__
x
t
Ax A

t
__
x

t
x x

t
A
t
__
x

t
x
t

___
A
__
x

t
x

____
Ax

t

= (  ,  ) = (  ,  )  = (  ,  ) = (  , ) = (  ,  )x
___
Ax x Ax u

___
A
t
x

__
x Ax

__
x Ax x u

をエルミット形式という。

(  = 3 の場合 )n

{ } =  = 

＋ ＋

＋ ＋

＋ ＋

 = (  ,  )A x
____
x1

____
x2

____
x3

a11 a12 a13____
a12 a22 a23____
a13

____
a23 a33

x1

x2

x3

____
x1

____
x2

____
x3

a11x1 a12x2 a13x3____
a12x1 a22x2 a23x3____
a13x1

____
a23x2 a33x3

___
x Ax

= ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋a11x1

____
x1 a12x2

____
x1 a13x3

____
x1

____
a12x1

____
x2 a22x2

____
x2 a23x3

____
x2

____
a13x1

____
x3

____
a23x2

____
x3 a33x3

____
x3

= ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋a11x1

____
x1

____
a12x1

____
x2

____
a13x1

____
x3 a12x2

____
x1 a22x2

____
x2

____
a23x2

____
x3 a13x3

____
x1 a23x3

____
x2 a33x3

____
x3

=  = (  , ) = (  , ) = (  ,  )x1 x2 x3

a11

____
a12

____
a13

a12 a22

____
a23

a13 a23 a33

____
x1____
x2____
x3

x A
t
___
x  x

__
A
___
x  x Ax u

◎ { } は  に任意の複素数値を代入しても実数値となる。A x xi

（証） { } =   →  { } =  = (  ,  ) = { }A x
__
x
t
Ax

_____
A x

______
__
x
t
Ax x

t
___
A
__
x = x

____
Ax A x

したがって、共役して等しいので、 { } は実数である。A x

◎ エルミット行列  とエルミット形式 { } は一対一に対応する。A A x

{ } =  と定義したとすれば明らかであるが、エルミット形式の定義がわからない。実数？A x
__
x
t
Ax
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２） { } において変数の正則一次変換  = ' を行えば、係数行列は  になる。A x x Px P*AP

係数行列を ' として、 ' に関するエルミット形式を考えればA x

 = ' ' = ' ' = ' ' '    →   ' =  =    
__
xAx
t ____

Px
t

APx
__
x
t __

P
t
APx

__
x
t

A x A
__
P
t
AP P*AP

' =  = (  ) = 
___
A
t

A'*

______
__
P
t
AP

t

P*AP

' はエルミット行列になる。そして、係数行列は  である。A P*AP

３） エルミット形式 { } に対し、変数のユニタリー変換  = ' を行えば、標準形A x x Ux

 { '} = α ' ＋α ' ＋…＋α 'U*AU x 1

__
x1 x1' 2

__
x2 x2' n

___
xn xn'

になる。係数 α  , … , α  は  の固有値で実数であり、正なるものの個数  と負なるものの個1 n A p

数  の組 (  ,  ) は一定である。(  ,  ) を  の符号数という。q p q p q A

（証） 

エルミット形式 { } = に対し、適当に変数のユニタリー変換  = ' を行えばA x
__
x
t
Ax x Ux

{ } = ' ' = { '}A x
__
x
t ___

U
t
AUx

___
U
t
AU x

 はＰ．１６４ , ３）より α  , α  , … , α  を  の固有値として対角行列になるので
___
U
t
AU 1 2 n A

{ } = { '} = ' ' … '

α   0

 α   

  ⋱  
0   α

'

'

⋮
'

 A x
___
U
t
AU x

__
x1

__
x2

___
xn

1

2

n

x1

x2

xn

= α ' ＋α ' ＋…＋α '1

__
x1 x1' 2

__
x2 x2' n

___
xn xn'

そこで、  の固有値 α  , α  , … , α  の中で、  個は > 0 ,  個は < 0 , 残りは = 0 であるとA 1 2 n p q

する。簡単のために、α  , … , α  > 0 , α  , … , α  < 0 , α  , … , α  = 01 p p＋1 p＋q p＋q＋1 n

であるとする。（底の置換を  を施せばよい。  は直交行列なので  =  ,  Aσ Aσ

___
Aσ

t
A－1

σ A－1
σ

___
U
t
A

 =  = ( ) ( )  , : ユニタリー行列）UAσ

___
Aσ

t ___
U
t
AUAσ

_____
UAσ

t
A UAσ UAσ

 =  

α

1
       

 ⋱        

  
α

1
      

   
－α

1
     

    ⋱     

     
－α

1
   

      1   
       ⋱  

       1

 =  とする。　(  =  )P U

1

0

p

p＋1

p＋q

0

UQ
__
Q
t

Q
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 個p  個q

 = (  )  = (  )  = 

1        
 ⋱        
  1       
   －1      
    ⋱     
     －1    
      0   
       ⋱  

       0

 　← 積は対角行列            

よって

___
P
t
AP

_____
UQ

t
AUQ Q

__
U
t
AU Q

0

0

{ } =  { '} = ' ＋…＋ ' － ' －…－ 'A x
__
P
t
AP x

__
x1 x1'

___
xp xp'

_____
xp＋1 xp＋1'

_____
xp＋q xp＋q'

となる。

（符号数の一意性の証明）

今、別の正則一次変換  =  ' '' に対してx P x

 '  ' [ ''] = ＋…＋ － －…－P
t

AP  x
___
x1

''x1
''

____
xp'

'' xp'
''

______
xp'＋1

'' xp'＋1
''

______
xp'＋q'

'' xp'＋q'
''

となったとする。  = ' ,  = ' を示せばよい。まず、 ＋  =   であるから ＋  = '＋ 'p p q q p q rank A p q p q

は明らかである。  > ' として矛盾を出す。p p

(*)  ' ＋…＋ ' － ' －…－ '  = ＋…＋ －

－…－    ( ' =  , '' =  '  )

__
x1 x1'

___
xp xp'

_____
xp＋1 xp＋1'

_____
xp＋q xp＋q'

___
x1

''x1
''

____
xp'

'' xp'
''

______
xp'＋1

'' xp'＋1
''

______
xp'＋q'

'' xp'＋q'  x P －1x    x P －1x

であるが、

' = 0  ( ＋1 ≦  ≦  )xi p i n

'' = 0 ( 1 ≦  ≦ ' )xi i p

とした場合

 = 

…

⋮  ⋮
…

…

⋮  ⋮
…

     とすれば　  

⋮

0
⋮
0

 = 

…

⋮  ⋮
…

…

⋮  ⋮
…

⋮
P －1

a11 a1n

ap1 apn
ap＋1,1 ap＋1,n

an1 ann

x'
1

x'
p

a11 a1n

ap1 apn
ap＋1,1 ap＋1,n

an1 ann

x1

x2

xn

 '  = 

…

⋮  ⋮
…

…

⋮  ⋮
…

     とすれば　  

0
⋮
0

⋮

 = 

…

⋮  ⋮
…

…

⋮  ⋮
…

⋮
P －1

b11 b1n

bp'1 bp'n

bp'＋1,1 bp'＋1,n

bn1 bnn

x''
p'＋1

x''
p'＋q'

b11 b1n

bp'1 bp'n

bp'＋1,1 bp'＋1,n

bn1 bnn

x1

x2

xn
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←  方程式は '＋( －  ) 個ある。  > ' としたのでp n p p p

＋…＋  = 0

⋮
＋…＋  = 0

＋…＋  = 0

⋮
＋…＋  = 0

ap＋1,1x1 ap＋1,nxn

an1x1 annxn
b11x1 b1nxn

bp'1x1 bp'nxn

      '＋( －  ) <  となる。Ｐ．１１１定理１０系からp n p n

　　 自明な解( ≠  )をもつ。　0

その解を  ≠  とすればx0 0

⋮ =

…

⋮  ⋮
…

⋮  , ⋮ =

…

⋮  ⋮
…

⋮

として 

x0 = 
x01

⋮
x0n

 →  

x'
10

x'
p0

a11 a1n

ap1 apn

x01

x0n

x''
p'＋1,0

x''
n0

bp'＋1,1 bp'＋1,n

bn1 bnn

x01

x0n

' =  = 

⋮

0
⋮
0

   ,    '' =  '  = 

0
⋮
0

⋮

x P －1x0

x'
10

x'
p0 x P －1x0 x''

p'＋1,0

x''
n0

となり、  =  のとき (*) はx x0

＋…＋   = － －…－
____
x10

' x10
'

____
xp0

' xp0
'

_______
xp'＋1,0

'' xp'＋1,0
''

_______
xp'＋q',0

'' xp'＋q',0
''

となり

⋮  = 0 でなければならない。（当然右辺も 0 である）
x'

10

x'
p0

すると、  =  となってしまい、  は正則なので  =  となり矛盾する。P －1x0 0 P －1 x0 0

したがって、  ≦ ' となる。同様にして、  < ' と仮定すれば、  ≧ ' となるのでp p p p p p

 = ' となる。したがってまた、  = ' p p q q

４） 任意の  に対し { } ≧ 0 のとき、  ≧ 0 、さらに  ≠  に対し { } > 0 のとき、  > 0 とx A x A x 0 A x A

かく。（ { } が実数なので） { } > 0 のとき、 { } を正値エルミット形式という。A x A x A x

任意の  次複素行列  に対し、  =  ≧ 0  特に、  : 正則　⇔　  > 0n P P*P
__
P
t
P P P*P

逆に、任意の ≧ 0 なるエルミット行列  は、  =  の形に表される。A A P*P

（注  { } =  { '} = ' ＋…＋ '  ≧ 0   ( '  ≧ 0 ) A x
__
P
t
AP x

__
x1 x1'

___
xp xp'

___
xi xi'

（証）

◎ 任意の  次複素行列  に対して、  ≧ 0 n P
__
P
t
P
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 { } = (  ,  ) = (  ,  ) = (  ,  ) ≧ 0
__
P
t
P x  x

_____
__
P
t
Px  x P

t
____
Px Px

____
Px

特に  が正則ならば、  ≠  に対し、  ≠  よって、  { } = (  ,  ) > 0P x 0 Px 0
__
P
t
P x Px

____
Px

逆に  > 0 ならば　すべての固有値が > 0 , ≠ 0 なので、  は正則である。 (  ) ≠
__
P
t
P

__
P
t
P det

__
P
t
P

0 , (  ) =      ≠ 0  よって、   ≠ 0 で正則となる。det
__
P
t
P det

__
P
t

det P det P

◎ 任意の ≧ 0 なるエルミット行列  は、  =  の形に表される。A A P*P

（証）

 ≧ 0 ならば、上の ３） から、ある  次正則行列  があってA n Q

 = 
0

0 0

___
Q
t
AQ

Er

とかける。よって、  = 
0

0 0
 とおけば、  = (  )

0

0 0

0

0 0
P

Er Q-1
__
P
t
P

_____
Q－1

t Er Er Q-1

ここで、 ( ( )  ) ) = ( ) =   → (  )  = (  ) )　だったのでB －1 B
t

B
t

B －1t
E B

t －1 B －1t

 =   →  ( )  =   →  ( )  = ( )  、 ( ) = (( ) ) = ( ( ))  = (   )Q－1Q E
______
Q－1

___
Q E

___
Q －1

______
Q－1

_____
Q－1

t ___
Q －1

t ___
Q

t
－1

___
Q －1

t

よって、  = (  )
0

0 0

0

0 0
 = (  )

0

0 0
 = 

__
P
t
P

_____
Q－1

t Er Er Q-1
___
Q
t

－1 Er Q-1 A

 の列ベクトルを  ( 1 ≦  ≦  ) とすれば、  =  から  = (  ,  ) 、特にP pi i n A
__
P
t
P aij pi

___
pj

 = (  ,  ) ≧ 0aii pi

___
pi

また、  = 0 ならば、  =  、したがって  = (  ,  ) = 0 ( 1 ≦  ≦  ) aii pi 0 aij pi

___
pj j n

 = 0 →  = (  ,  ) = 0   aii aij pi pj
 = 

(  ,  ) (  ,  ) … 0 … (  ,  )

(  ,  ) (  ,  ) … 0 … (  ,  )

  ⋱    
0 0 0 0 0 0
   0 ⋱  

(  ,  ) (  ,  ) … 0 … (  ,  )

A

p1

___
p1 p1

___
p2 p1

___
pn

p2

___
p1 p2

___
p2 p2

___
pn

p1

___
pn p2

___
pn pn

___
pn

 はエルミット行列なので列も行A

も 0 になる。

５）  = (  ) ≧ , > 0 とすればA aij

 

 ⋱  
 

≧, > 0 　( 1 ≦ (1) < (2) < … < ( ) ≦  )　  　　　　

ai(1),i(1) ai(1),i(k)

ai(k),i(1) ai(k),i(k)

i i i k n

 ≧ 0 ならば、任意のベクトルに対して { } ≧ 0 なので  , … ,  以外の変数を 0 にしA A x xi(1) xi(k)
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ても   は ≧ 0 となる。  > 0 に関しても同様に > 0 となる。係数行列はå
μ,ν

k
ai(μ),i(ν)

____
xi(μ)xi(ν) A

 

 ⋱  
 

であり、エルミット行列であるから、　

 

 ⋱  
 

≧, > 0   　

したがって

ai(1),i(1) ai(1),i(k)

ai(k),i(1) ai(k),i(k)

ai(1),i(1) ai(1),i(k)

ai(k),i(1) ai(k),i(k)

 

 ⋱  
 

 は、 Ｐ．１６３ , ３）から 0 個以上の正の固有値を対角成分とする対角

ai(1),i(1) ai(1),i(k)

ai(k),i(1) ai(k),i(k)

行列と相似なので  (  =  → |  | = |  ||  ||  | = |  | )A P－1BP A P－1 B P B

普通の不等号

↓
(33)  

 

 ⋱  
 

 ≧ , > 0   ( 1 ≦  , … , <  ≦  )

ai(1),i(1) ai(1),i(k)

ai(k),i(1) ai(k),i(k)

i1 ik n

特に

 ≧ , > 0  ( 1 ≦  ≦  ) , |  | ≧ , > 0aii i n A

また、二次形式と同様、  =  において、複素ベクトル空間でも  の直交化法は可能A
__
P
t
P Schmidt

で、任意の正則行列は正則なユニタリー行列と三角行列の積に分解できることがわかっている

ので、  = （  : ユニタリー行列、  : 三角行列） と分解すれば、  =  =  よっP UP1 U P1 A
__
P1

t ___
UU
t

P1

__
P1

t
P1

て、はじめから  として三角行列をとることができる。P

そのとき

(31)  =    ,     = 

…

 …

  ⋱  
  

A
__
P
t
P P

p11 p12 p1n

p22 p2n

0 pnn

 =  = 

  

  

  ⋱  

…

…

 …

  ⋱  
  

A
__
P
t
P

____
p11

0____
p12

____
p22

___
p1n

___
p2n

____
pnn

p11 p12 p1n

p22 p2n

0 pnn

これから特に、  =  ≧  ≧ , > 0  よってaii å
j=1

i ___
pji

 
pji

___
pii

 
pii

  ≧   =  (  ) = |  | |  | = |  | ≧ 0Õ
i=1

n
aii Õ

i=1

n ___
pii

 
pii det

__
P
t
P

__
P P A

となる。
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（注意）  =  ,  = (  , … ,  ) (  : 正則行列 ) とおけば、  = (  ,  ) = ||  ||A P*P P p1 pn P aii pi  
___
pi pi

2

|  | = |  | |  | = (  |  | )  であるからA
__
P P abs P 2

|  | = (  |  | )  ≦   =  ||  ||  =  (  ,  )   A abs P 2 Õ
i=1

n
aii Õ

i=1

n
pi

2 Õ
i=1

n
pi  

___
pi

= ( (  ) ) =  ( ( ||  ||  ) ≦  ( (  ||  ||  ) = (  ||  ||  )Õ
i=1

n
å
j=1

n
pij

___
pij Õ

i=1

n
å
j=1

n
pij

2 Õ
i=1

n
n Max

1≦i,j≦n
pij

2 nn Max
1≦i,j≦n

pij
2 n

　アダマール

よって

 |  | ≦ (  ||  || )    ←   abs P n 2

n

Max
1≦i,j≦n

pij
n Hadamard の不等式

６）  次エルミット行列  = (  ) に対し、  = 

…

 …  
…

 とおけばn A aij A(k)
a11 a1k

ak1 akk

 > 0   ⇔ |  | > 0    ( 1 ≦  ≦  )A A(k) k n

(証） ⇒ につては ５） から明らか。　⇐ 逆は  に関する帰納法で証明する。  = 1 の場合は明

白。よって、 －1 で成り立つとすれば、  が使える。よって

n n

n A(n－1)

 > 0  ,  |  | > 0   ⇒    > 0  をいえばよい。A(n－1) A A

まず、次の公式を使う。

 次エルミット行列  =  において、|  | > , ≠ 0 →　  が存在しn A
A(n－1) a
__
a
t

an
A(n－1) A(n－1)－1

(*)  = 
0

1

0

0 － { } 0 1
A

E
__
a
t
A(n－1)－1

A(n－1)

an A(n－1)－1 a
E A(n－1)－1a

となる。実際 (*) 右辺を計算する。

0

1

0

0 － { } 0 1

E
__
a
t
A(n－1)－1

A(n－1)

an A(n－1)－1 a
E A(n－1)－1a

= 
0

1

0

0 － 0 1

E
__
a
t
A(n－1)－1

A(n－1)

an

__
a
t
A(n－1)－1a

E A(n－1)－1a

= 
0

1 0 －

E
__
a
t
A(n－1)－1

A(n－1) a

an

__
a
t
A(n－1)－1a

= 
＋ －

 =  = 
A(n－1) a
__
a
t __

a
t
A(n－1)－1a an

__
a
t
A(n－1)－1a

A(n－1) a
__
a
t

an
A
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この式から

|  | =  (
0

1

0

0 － { } 0 1
)A det

E
__
a
t
A(n－1)－1

A(n－1)

an A(n－1)－1 a
E A(n－1)－1a

= |  | ( － { } )A(n－1) an A(n－1)－1 a

仮定により、|  | > 0 , |  | > 0 なので、 － { } > 0 A A(n－1) an A(n－1)－1 a

' = － { }    ,     =  とおけばan an A(n－1)－1 a x
x(n－1)

xn

0
0 '

{ } = 
0

0 '
A(n－1)

an
x

______
x(n－1)
t ___

xn
A(n－1)

an

x(n－1)

xn

= 
'

  t
______
x(n－1)

___
xn

A(n－1)x(n－1)

an xn

= ＋ '

______
x(n－1)
t

A(n－1)x(n－1) an

___
xnxn

= { }＋ '  > 0    ( |  | > 0 , ' > 0 と帰納法の仮定から )A(n－1) x(n－1) an

___
xnxn A(n－1) an

よって、
0

0 '
 > 0  

A(n－1)

an

 はエルミット行列であり、  =  →  =  → ( ) =     → ( ) = (  )  なA(n－1)
__
B
t

B
__
B
t
B－1 E B

t
____
B－1 E B

t －1
____
B－1

ので、 ( ) = ( )  = (  ) である。 ( 注  ( )  = ( )  )

_________
A(n－1)－1 A(n－1) －1

t
A(n－1)－1t

B －1 B－1 t
t

0

1
 = 

0 1
 = 

0 1
 = (  )

0 1
 

E
__
a
t
A(n－1)－1

______________
E A(n－1)－1a

t

E
__________
A(n－1)－1a

t

E A(n－1)－1t __
a

t

から、  ≅ 
0

0 '
  したがって、  > 0 となる。 A

A(n－1)

an
A

ここで、エルミット行列の同値であるが、  ≅   ⇔  =  のはずである。また、上の 3) , 4) A B A P*BP

から、 二 つ の エ ル ミ ッ ト 行 列 A , A'  が 同 値 で あ る た め に は そ れ ら の 符 号 数 が 一 致 す る こ と が 必

ことがわかる。 要 十 分 で あ る

◎「エルミット行列  とエルミット形式 { } は一対一に対応する。」についてだが、 { } が実数A A x A x

であることが条件かもしれない。 { } = …＋ ＋ ＋…  において  =  ならば任A x aij

___
xixj

___
ajixi

___
xj aij

___
aji

意の  に対して { } が実数になるからである。ならば、  が実数であることに納得できる。x A x aii
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（Ｐ．１７３　問５）

 ,  を２つのエルミット行列とし、特に  > 0 とする。そのとき、適当な正則行列  をとればA B A P

 =    ,    =

β  0

 ⋱  
0  β

P*AP E P*BP
1

n

となることを証明せよ。

（証明）  > 0 なので ３） により、適当な正則行列  をとれば、  =  とすることができる。A P1 P1
*AP1 E

( ) =  なので  はエルミット行列である。よって、適当にユニタリー行列  をと
______
P1

*BP1

t
P1

*BP1 P1
*BP1 P2

れば、 ( )  を対角行列にすることができる。よって、  =  とすればよい。P*
2 P1

*BP1 P2 P P1P2

 =  =  =  =  P*AP P*
2P

*
1AP1P2 P*

2EP2

__
P2

t
P2 E

（Ｐ．１７３　正規行列）

 =  を  の随伴行列という。  = (( )) =   →   = (( ))A*
___
A
t

A A**

____
___
A
t

t

A A
t

_____
___
A
t

(  ,  )  = (  ,  ) = ( )  = (( ))  = (  ,  ) = (  ,  )Ax y u Ax
__
y Ax

t
__
y = x

t
A
t
__
y x

t

_____
___
A
t __

y = x
t
____
A*y x

____
A*y x A*y u

 : エルミット行列  ⇒  (  ,  )  = (  ,  )  = (  ,  )A Ax y u x A*y u x Ay u

任意の  ,  に対し、(  ,  )  = (  ,  )   ⇒  (  , )  = (  ,  )   ⇒  =  x y Ax y u x Ay u x A*y u x Ay u A* A

 : ユニタリー行列  ⇒  (  ,  )  = (  ,  )  = (  ,  )A Ax Ay u x A*Ay u x y u

任意の  ,  に対し、(  ,  )  = (  ,  )   ⇒  (  , )  = (  ,  )   ⇒  =  x y Ax Ay u x y u x A*Ay u x y u A*A E

◎ 複素正方行列  のユニタリー行列による対角化A

 がエルミット行列ならば、ユニタリー行列によって対角化できる。A

 がユニタリー行列によって対角化できるとすればA

 =        : ユニタリー行列  ,   : 対角行列   →    =   とかける。 U *AU D U D A UDU *

よって、  =   ( 対角行列なので  =   , 対角行列は交換可能 )A* U
___
DU * D*

___
D

したがって、  =    =    =    =  = AA* UDU *U
___
D U * UD

___
D U * U

___
D DU * U

___
DU *UDU * A*A

すなわち

(36)    = AA* A*A

この条件を満たす  次複素正方行列を という。n 正規行列

逆に正規行列  はユニタリー行列によって対角化できることを証明する。A
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（証明）

まずは準備として、一般に部分空間  が  - 不変ならば、  は  - 不変である。なぜならW A W⊥ A*

ば、  ∈  , ' ∈  とすれば、  ∈  であるからx W x W⊥ Ax W

(  , ' ) = (  , ' ) = 0x A*x Ax x

よって、 ' ∈  すなわち、  は  - 不変である。A*x W⊥ W⊥ A*

さて、  に関する帰納法で証明する。n

 = 1 のときは明らかである。α  を  の１つの固有値とし、  を α  に対する  のせまい意n 1 A Wα1 1 A

味での固有空間とする。  は  - 不変であるが、  - 不変でもある。実際、  ∈  とすWα1
A A* x Wα1

れば、  と  の可換性からA A*

 =  = ( α  ) = αAA*x A*Ax A*
1x 1A

*x

よって、  ∈  すなわち、  は  - 不変である。したがって、上の内容から、  はA*x Wα1
Wα1

A* W⊥
α1

( )  =  - 不変である。A* * A

よって、   =  として、  の複素正規直交底 ' , … , ' を ' , … , ' が  のdim Wα1
n1 V e1 en e1 en1

Wα1

底に ' , … , ' が  の底になるようにとり、底の変換 (  ) →( ' ) 行列を  とす、en1＋1 en Wα1

⊥ ei ei U1

れば、  はユニタリー行列でありU１

 が  - 不変だから W⊥
α1

A 0
( ' , … , ' , ' , … , ' )A e1 en1

en1＋1 en

= ( ' , … , ' , ' , … , ' )

α  0 0  0

 ⋱   ⋱  
0  α 0  0

0  0    
 ⋱    

0  0    

e1 en1
en1＋1 en

1

1

A1
' が  - 不変だから Wα1

A 0

 = 
α

'
U －1

1 AU1
1En1

0

0 A1

となる。  =  なら、これで証明は終わる。  <  ならば、  =   →   =   だからn1 n n1 n U1U
 *
1 E U －1

1 U *
1

( )  =  =  = U －1
1 AU1 U

 －1
1 AU1

* U －1
1 AU1U

 *
1 A

*U1 U －1
1 AA*U1 U －1

1 A*AU1

 =  = ( )  = ( )U －1
1 A*U1U

 －1
1 AU1 U *

1 A
*U1 U

 －1
1 AU1 U －1

1 AU1
*U －1

1 AU1

なので、  は正規行列であり、U －1
1 AU1

267



α

'

α

'
= 

α

'

α

( ')
 1En1

0

0 A1

1En1
0

0 A1

*
1En1

0

0 A1

____
1En1

0

0 A1
*

= 
α α

'( ')
   1

____
1En1

0

0 A1 A1
*

= 
α

'

α

'
 = 

α

( ')

α

'
1En1

0

0 A1

*
1En1

0

0 A1

____
1En1

0

0 A1
*

1En1
0

0 A1

= 
α α

( ') '

1

____
1En1

0

0 A1
*A1

よって、 '( ')  = ( ') ' となり、 ' も正規行列であるので、帰納法の仮定より、( －  )A1 A1
* A1

*A1 A1 n n1

次ユニタリー行列 ' があって、 ' ' ' が対角行列になる。よってU2 U2
－1A1 U2

 = 
'

 とおけば、  = 
' ( ')

 =  = U U1

En1
0

0 U2

UU * U1

En1
0

0 U2

En1
0

0 U2
*
U1

 * U1U
 *
1 E

 はユニタリー行列でありU

 = 
' '

 = 
'

α

' '
 U －1AU

En1
0

0 U2

*

U1
 *AU1

En1
0

0 U2

En1
0

0 U2

*
1En1

0

0 A1

En1
0

0 U2

= 
( ')

α

' '
 = 

( ')

α

'( ')

En1
0

0 U2
*

1En1
0

0 A1

En1
0

0 U2

En1
0

0 U2
*

1En1
0

0 A1 U2
*

= 
α

( ') '( ')
 となり、対角行列となる。

1En1
0

0 U2
*A1 U2

*

よって、次の定理７を得る。

テプリッツ
（定理　７　Toeplitz 定理)

複素正方行列  がユニタリー行列によって対角化できるためには、  が正規行列であることがA A

必要十分である。

（定理　７'）

 の固有値の中相異なるものを α  , … , α  とし、α  に対する  のせまい意味での固有空A 1 s i A

間を  とする。  ( 1 ≦  ≦  ) が内積 (  ,  )  に関して直交し、かつ  がそれらの直Wαi
Wαi

i s x y u V

和になるためには、  が正規行列であることが必要十分である。A
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（証明）

 =  ならば、定理７より、適当なユニタリー行列  をとれば、  を対角行列にするAA* A*A U U －1AU

ことができるので、後はＰ．１４６の例４の証明と同様である。逆に、直和に分解できたとしたら、Ｐ

．１４７の３）⇒１） の証明と同様 (  はユニタリー行列になる） にして  =  は対角P P －1AP P*AP

行列になる。したがって、Ｐ．１７４ の (35) , (36) から正規行列となる。

（Ｐ．１６８　注意１）

2  個の行列  , … ,  ,  , … ,  が互いに交換可能ならば、あるユニタリー行列  がm A1 Am A*
1 A*

m U

あって、  ( 1 ≦  ≦  ) が同時に対角化可能である。また、逆も成立する。U －1
AiU i m

（証明） ここでは、  = 2 とし、  についての数学的帰納法で証明する。  = 1 のときは明らかでm n n

ある。よって、<  で成り立つと仮定し  で成り立つことを証明する。n n

 の固有値を α  とし、α  に対する  の固有空間を  とする。  =  ならば、 =A1 1 1 A1 Wα1
Wα1

V Wα1

{ ;  ∈  , ( －α  )  = } =  なので  = α  となり、任意のユニタリー行列  にx x V A1 1E x 0 V A1 1E U

対し、 ( α  )  = α  となるので、  は除外してもよいことになる。U －1
1E U 1E A1

次に、  ⊊   とする。Wα1
V

 ∈  ならば、x Wα１

 =  = (  ) = α      ( 1 ≦  ≦ 2 )A1Aix AiA1x Ai A1x 1Aix i

 =  = (  ) = α      ( 1 ≦  ≦ 2 )A1A
*
ix A*

iA1x A*
i A1x 1A

*
ix i

よって   ,  ∈  となる。すなわち、  はすべての  ,  ( 1 ≦  ≦ 2 ) に関してAix A*
ix Wα1

Wα1
Ai A*

i i

 - 不変、  - 不変である。Ai A*
i

そのとき、  も  - 不変、  - 不変である。実際、 ' ∈  とすれば、任意の  ∈Wα1

⊥ Ai A*
i x Wα1

⊥ x

に対し、  ,  ∈  であるから、(  , ' )  = (  , ' )  = 0  よって、 ' ∈Wα1
Aix A*

ix Wα1
x Aix u A*

ix x u Aix

 となる。また、( ' ,  )  = ( ' ,  )  = 0 よって、 ' ∈ Wα1

⊥ A*
ix x u x Aix u A*

ix Wα1

⊥

今、   =  とす、  の正規直交底 '  , '  , … , '  を '  , '  , … , '  が  のdim Wα1
n1 V e 1 e 2 e n e 1 e 2 e n1

Wα1

底になる（ 従って、 '  , … , '  が  の底になる ) ようにとり、  = ( '  , '  , … , 'e n1＋1 e n Wα1

⊥ U1 e 1 e 2 e n

) とおけば、  <  なので、  を共通としてn1 n U1

( '  , '  , … , '  ) = ( '  , '  , … , '  )
0

0
 → '  =  = 

0

0
Ai e 1 e 2 e n e 1 e 2 e n

A(1)
i

A(2)
i

A i U1
 *AiU1

A(1)
i

A(2)
i
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( ただし、  は  次、  は －  次正方行列である。 )  A(1) n1 A(2) n n1

となる。また、  =   ( 1 ≦  ,  ≦ 2 )　なのでAiA
*
j A*

jAi i j

' '  =  =  =  =  = ' 'A iA
*
j U1

 *AiU1U1
 *A*

jU1 U1
 *AiA

*
jU1 U1

 *A*
jAiU1 U1

 *A*
jU1U1

 *AiT1 A *
jA i

となり、 ' '  = ' '   ( 1 ≦  ,  ≦ 2 ) も互いに交換可能である。A iA
*
j A *

jA i i j

0

0

0

0
 = 

0

0
 = 

0

0

0

0

A(1)
i

A(2)
i

A(1)*
j

A(2)*
j

Ai
(1)Aj

(1)*

Ai
(2)Aj

(2)*

A(1)*
j

A(2)*
j

A(1)
i

A(2)
i

= 
0

0
  →   =   ,   =      

Aj
(1)*Ai

(1)

Aj
(2)*Ai

(2) Ai
(1)Aj

(1)* Aj
(1)*Ai

(1) Ai
(2)Aj

(2)* Aj
(2)*Ai

(2)

となり、互いに交換可能となる。

' '  =  =  =  =  = ' '  A iA
*
i U1

 *AiU1U1
 *A*

iU1 U1
 *AiA

*
iU1 U1

 *A*
iAiU1 U1

 *A*
iU1U

 *
1 AiU1 A *

iA i

したがって、 '  は正規行列である。A i

つまり、  ,  も正規行列である。Ai
(1) Ai

(2)

 <  なので帰納法の仮定より、  次のユニタリー行列  , ( －  ) 次のユニタリー行列n1 n n1 U (1)
2 n n1

 があって  ,   ( 1 ≦  ≦ 2 ) は 対角行列になる。U (2)
2 U2

 (1)*Ai
(1)U2

 (1) U2
 (2)*Ai

(2)U2
 (2) i 同時に

よって、  = 
0

0
 とおけばU U1

U (1)
2

U (2)
2

 = ( 
0

0
)  = 

0

0
 = 

0

0
 U * U1

U (1)
2

U (2)
2

* U (1)
2

U (2)
2

*

U *
1

U2
 (1)*

U (2)*
2

U *
1

= 
0

0
 = ( 

0

0
)  = 

U2
 (1)－1

U (2)－1
2

U －1
1 U1

U2
 (1)

U (2)
2

－1 U －1

となり、  はユニタリー行列となる。また、U

 = 
0

0

0

0
　( 1 ≦  ≦ 2 )U *AiU

U2
 (1)*

U (2)*
2

U1
 *AiU1

U (1)
2

U (2)
2

i

= 
0

0

0

0

0

0
 = 

0

0

U2
 (1)*

U (2)*
2

A(1)
i

A(2)
i

U (1)
2

U (2)
2

U2
 (1)*Ai

(1)U (1)
2

U (2)*
2 A(2)

i U
 (2)
2

したがって、   ( 1 ≦  ≦ 2 ) は  によって同時に対角化される。U *AiU i U
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逆については、実際、ある  に対し   ( 1 ≦  ≦ 2 ) が同時に対角行列になるとすれば

 は対角行列なので ( )( ) = ( )( )  →   = 

U U *AiU i

U *AiU U *AiU U *AjU U *AjU U *AiU U *AiAjU U *AjAiU

→   = AiAj AjAi

また、  が対角行列ならば  も対角行列なので  も対角行列になる。よってU *AiU U *A*
iU U *A*

jU

( )(  ) = ( )( )  →   =   →   = U *AiU U *A*
jU U *A*

jU U *AiU U *AiA
*
jU U *A*

jAiU AiAj
* A*

jAi

よって、互いに交換可能となる。

（Ｐ．１７５　注意２）

Ｐ．１６４の ５） から定理７の「十分」の部分は、適当なユニタリー行列  をとればU

 = 

…

 …

  ⋱  
  

=   ( 三角行列 )U *AU

c11 c12 c1n

c22 c2n

0 cnn

C

 = A UCU *

と表される。よって、  =   ならば 　　AA* A*A

( )( ) =  = ( )( ) =   →  = UCU * UC *U * UCC *U * UC *U * UCU * UC *CU * CC * C *C

… …

 ⋱    
  …

   ⋱  
   

   

 ⋱    

…   

⋮  ⋮ ⋱  

… …

c11 c1i c1n

cii cin

0 cnn

____
c11 0

____
c1i

___
cii

____
c1n

___
cin

____
cnn

= 

   

 ⋱    

…   

⋮  ⋮ ⋱  

… …

____
c11 0

____
c1i

___
cii

____
c1n

___
cin

____
cnn

… …

 ⋱    
  …

   ⋱  
   

c11 c1i c1n

cii cin

0 cnn

したがって、両辺の (  ,  ) 成分を比較すると   =   ( 1 ≦  ≦  )i i å
j ≧ i

 

cij

___
cij å

j ≦ i

 ___
cjicji i n

||  || ＋||  ||  = ||  || ＋||  ||   ( 1 ≦  ≦  )å
j > i

 
cij

2 cii
2 å

j < i

 
cji

2 cii
2 i n

よって、 ||  ||  = ||  ||   ( 1 ≦  ≦  )å
j > i

 

cij
2 å

j < i

 

cji
2 i n

 = 1 の場合、右辺 = ||  ||  = 0 、したがって左辺も = 0 つまり ||  ||  = 0                             

→   = 0 ( 2 ≦  ≦  ) →  =  =  =  = … =  = 0 

i å
j < 1

 
cj 1

2 å
j > 1

n
c1j

2

c1j j n c12 c13 c14 c15 c1n
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 = 2 の場合、右辺 = ||  ||  = 0 、したがって左辺も = 0 つまり ||  ||  = 0                           

→   = 0 ( 3 ≦  ≦  ) →  =  =  =  = … =  = 0

i å
j < 2

 

cj 2
2 å

j > 2

n
c2 j

2

c2j j n c23 c24 c25 c26 c2n

 = 3 の場合、右辺 = ||  ||  = 0 、したがって左辺も = 0 つまり ||  ||  = 0                           

→   = 0 ( 4 ≦  ≦  ) →  =  =  =  = … =  = 0

i å
j < 3

 

cj 3
2 å

j > 3

n
c3 j

2

c3j j n c34 c35 c36 c37 c3n

 = 4 の場合、右辺 = ||  ||  = 0 、したがって左辺も = 0 つまり ||  ||  = 0                           

→   = 0 ( 5 ≦  ≦  ) →  =  =  =  = … =  = 0

i å
j < 4

 

cj 4
2 å

j > 4

n
c4 j

2

c4j j n c45 c46 c47 c48 c4n

以下同様にして、  = 0  ( 1 ≦  <  ≦  ) を得る。よって、  は対角行列である。cij i j n C

（Ｐ．１７５　問１）

 が正規行列　⇔　任意のベクトル  に対し、||  || = ||  ||A x Ax A*x

（証明）

⇒） ||  ||  = ( ,  )  = (  ,  )  = (  ,  )  = (  ,  )  = ||  ||  Ax 2 Ax Ax u x A*Ax u x AA*x u A*x A*x u A*x 2

||  || , ||  || > 0 なので ||  || = ||  ||Ax A*x Ax A*x

⇐）  || ＋  ||  = ( ＋  , ＋  )  = ||  || ＋(  ,  ) ＋(  ,  ) ＋||  ||x y 2 x y x y u x 2 x y u y x u y 2

(  ,  )  = (  )  なので、(  ,  ) ＋(  ,  )  = 2  (  ,  )y x u

________
x , y u x y u y x u Re x y u

 (  ,  )  = 
2

1
( || ＋  || －||  || －||  ||  )Re x y u x y 2 x 2 y 2

任意の  ,  に対し、  ( ,  )   = 
2

1
( || ＋  || －||  || －||  ||  )x y Re Ax Ay u Ax Ay 2 Ax 2 Ay 2

= 
2

1
( || ＋  || －||  || －||  ||  ) =  ( ,  )A*x A*y 2 A*x 2 A*y 2 Re A*x A*y u

したがって

 ( ,  )  =  ( ,  )Re Ax Ay u Re A*x A*y u

 は任意なので、  とおいても成り立つはずである。x ix

|| ＋  ||  = ( ＋  , ＋  )  = (  ,  ) ＋(  ,  ) ＋(  ,  ) ＋(  ,  )ix y 2 ix y ix y u ix ix u ix y u y ix u y y u

×(－ ) (  ,  ) ＋(  ,  ) ＋(  ,  ) ＋||  ||= i i x x u ix y u y ix u y 2

= ||  || ＋(  ,  ) ＋(  ,  ) ＋||  ||  = ||  || ＋  (  ,  ) － (  ,  ) ＋||  ||x 2 ix y u y ix u y 2 x 2 i x y u i y x u y 2

= ||  || ＋  (  ,  ) － (  ,  ) ＋||  ||  = ||  || ＋  { (  ,  ) －(  ,  )  }＋||  ||  x 2 i x y u i
________
x y u y 2 x 2 i x y u

________
x y u y 2

ここで、　　
2

1
 { (  ,  ) －(  ,  )  ) =  (  ,  ) 　 なので
i

x y u

_____
x y u Im x y u
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= ||  || ＋  2   (  ,  ) ＋||  ||  = ||  || －2  (  ,  ) ＋||  ||x 2 i i Im x y u y 2 x 2 Im x y u y 2

よって

－
2

1
 (  ,  )  = || ＋  || －||  || －||  ||Im x y u ix y 2 x 2 y 2

－
2

1
 (  ,  )  = || ＋  || －||  || －||  ||  Im Ax Ay u iAx Ay 2 Ax 2 Ay 2

= || ( ＋  ) ||－||  || －||  ||A ix y Ax 2 Ay 2

= || ( ＋ ) || －||  || －||  ||  = －
2

1
 (  ,  )A* ix y 2 A*x 2 A*y 2 Im A*x A*y u

 (  ,  )  =  (  ,  )Im Ax Ay u Im A*x A*y u

実部、虚部ともに等しいので、(  ,  )  = (  ,  )  = (  ,  )  = (  ,  )Ax Ay u A*x A*y u x A*Ay u x AA*y u

任意の  ,  に対して成り立つので、  =  となる。 x y A*A AA*

（Ｐ．１７５　問２）

 が正規行列のとき、  を  の固有値 α に対する固有ベクトルとすれば、  は  の α に対

する固有ベクトルである。

A x A x A*
__

（証明）

 が正規行列ならば、 －α  も正規行列である。なぜなら、 A A E

( －α  ) ( －α  ) = ( －α  )( －α  ) = －α －α ＋||α||A E * A E A*
__
E A E A*A A*

__
A 2E

= －α －α ＋||α||  = ( －α  )( －α  ) = ( －α  )( －α  )AA*
__
A A* 2E A E A*

__
E A E A E *

よって、  を α に関する  の固有ベクトルとすれば、問１からx A

0 = || ( －α )  || = || ( －α )  || = || ( －α  )  ||   →   ( －α  )  = A E x A E *x A*
__
E x A*

__
E x 0

したがって、  = α   すなわち、  は α に関する  の固有ベクトルとなる。 A*x
__
x x

__
A*

（別証）

Ｐ．１７４ (35)   =    (  : ユニタリー行列 ,  : 対角行列 )A UDU* U D

と表せるので、  の対角成分を α  ( 1 ≦  ≦  ) 、  の列ベクトルを  とすれば D i i n U ui

 = (  ,  , … ,  ) ,  =  なので、U u1 u2 un AU UD

 = (  ,  , … ,  ) = (  ,  , … ,  )

α   

 α   

  ⋱  
  α

AU A u1 u2 un u1 u2 un

1 0

2

0 n

 = α  、すなわち、  は α  に対する  の固有ベクトルとなる。よって与えられた α に対Aui iui ui i A
___
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し、{  ; α  = α } はそれに対する  の固有空間  の底になる。同様に  =  からui i A Wα A* U
___
DU*

 =  なのでA*U U
___
D

 = (  ,  , … ,  ) = (  ,  , … ,  )

α   

 α   

  ⋱  

  α

A*U A u1 u2 un u1 u2 un

____
1 0____

2

0
___

n

となり、  = α  　同様に、  は α  に対する  の固有ベクトルとなる。よって与えられた 

α に対し、{  ; α  = α } はそれに対する  の固有空間  の底になる。

A*ui

___
iui ui

___
i A*

ui

___
i

__
A* W___

α

故に、  =  となり、任意の固有ベクトル  ∈  =  に対し  = α となる。Wα W___
α x W___

α Wα A*x
__
x 

（Ｐ．１７５　例１）

(36)   =   ( 正規行列 )A*A AA*

エルミット行列 (  =  )、ユニタリー行列 (  =  ) ともに正規行列である。A* A UU * E

 =  (  : ユニタリー行列 ,  : 対角行列 ) とかけばA UDU * U D

 : エルミット行列　⇔　  =   ⇔   =   ⇔  α  : 実数 ( 1 ≦  ≦  )A A* A D
___
D i i n

ここで、α   ( 1 ≦  ≦  ) は  の対角成分、すなわち  の固有値i i n D A

 : ユニタリー行列　⇔　  =   ⇔   =    ⇔   =    ⇔   || α  || = 1   ( 1 

≦  ≦  )                               

A A*A E U
___
DU *UDU * E

___
DD E i

i n

（Ｐ．１７６　問３）
 = ＋  , (  ,  : エルミット行列 ) とすれば、  : 正規行列　⇔　  ,  : 交換可能A B iC B C A B C

（証明）

⇒)

( ＋  )  ( ＋  ) = ( －  )( ＋  ) = ＋ － ＋B iC * B iC B iC B iC B2 iBC iCB C 2

( ＋  )( ＋  )  = ( ＋  )( －  ) = ＋ － ＋  B iC B iC * B iC B iC B2 iCB iBC C 2

( ＋  )  ( ＋  ) = ( ＋  )( ＋  )   ⇔  －  = －   ⇔  －  =  ⇔ 

 = 

B iC * B iC B iC B iC * iBC iCB iCB iBC BC CB 0 B

C CB

（Ｐ．１７６　問４）

任意の正則行列  は、  =  ,  : 正値エルミット行列 ,  : ユニタリー行列、という形に一意A A HU H U

的に表される。また、  : 正則正規行列　⇔　  ,  : 交換可能A B C

（証明）

任意の正則行列  に対し、Ｐ．１６４エルミット行列性質 ６） から、  =  (  ,  : ユニタA A U 
1DU2

 U1 U2
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リー行列 ,  : 対角成分がすべて正の対角行列 ) とかくことができる。D

 =  ,  =  とすれば、  =  となり、  が正値エルミット行列であることは明らかH U1DU
 *
1 U U1U2 A HU H

である。  =  =  なので  はユニタリー行列となる。U *U U *
2 U

 *
1 U1U2 E U

一意性について

 =  '  ' となる別の正値エルミット行列  ' とユニタリー行列  ' が存在したとすればA H U H U

 =  =  ,  =  '  を得る。　したがって、  =  '  →  =  ' を示せばよ

い。

AA * HUU *H * H 2 AA * H 2 H 2 H 2 H H

 = 

 

 ⋱  
 

 ,  > 0 とすれば、  = 

 

 ⋱  
 

H U1

d1 0

0 dn
U －1

1 di H 2 U1

d 2
1 0

0 d 2
n

U －1
1

ここで、  =   ⇔  =  であるから、  の列ベクトルを  , … ,  とすれば、　di dj d 2
i d 2

j U1 u1 un

 (  , … ,  ) = (  , … ,  )

 

 ⋱  
 

 H u1 un u1 un

d1 0

0 dn

 (  , … ,  ) = (  , … ,  )

 

 ⋱  
 

 H 2 u1 un u1 un

d 2
1 0

0 d 2
n

よって、  に対する固有空間  と  に対する固有空間  は一致する。つまりdi Wdi
d 2
i Wd 2

i

 = …  = …V Wd1
∔ ∔Wdn

Wd 2
1
∔ ∔Wd 2

n

同様に、  ' ,  '  の固有空間も一致する。したがって、  =  '  ならば H H 2 H 2 H 2

 ' =  = 

 

 ⋱  
 

 H 2 H 2 U1

d 2
1 0

0 d 2
n

U －1
1

 

なので、  '  も同じ固有値  , … ,  をもち、  と同じ固有空間に分解される。よって、  ' 

も固有値  , … ,  をもち、同じ固有空間に分解される。すなわち、  ,  ' の固有空間は一

致し、かつ対応する固有値も一致する。つまり、同じ  により対角化され等しいので  =  ' と

なる。

H 2 d1
 2 d 2

n H 2 H

d1 dn H H

U1 H H

後半）

 が正則正規行列ならば、  =   ⇔   =   ⇔   =  A AA* A*A HUU *H U *HHU H 2 U －1H 2U

⇔  =   ⇔  ,  : 交換可能UH 2 H 2U H 2 U

 ,  : 交換可能ならば、  の 固有値  に対する固有空間を  とすれば、任意の H 2 U H 2 d 2
i Wd 2

i
x

∈  に対し、 ( ) =  =  = ( )　すなわち、  ∈  よって、  はWd 2
i

H 2 Ux UH 2x Ud 2
i x di

 2 Ux Ux Wd 2
i

Wd 2
i
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 - 不変 である。U

逆に、各  が  - 不変 ならば、任意の  ∈  に対し、  ∈  である。よってWd 2
i

U x Wd 2
i

Ux Wd 2
i

( ) = ( ) =  =  なので、  =    (   に注意 )H 2 Ux di
 2 Ux Udi

 2x UH 2x H 2U UH 2 各 Wd 2
i

したがって

 ,  : 交換可能　⇔　各  が  - 不変　⇔　各  が  - 不変　⇔　  ,  : 交換可能H 2 U Wd 2
i

U Wdi
U H U

（Ｐ．１７６　問５）

 , … ,  をエルミット行列とすれば、   =   ⇒  =  ( 1 ≦  ≦  )A1 Am å
i=1

m
A2
i 0 Ai 0 i m

（証明）

 = (  )  (  =  ) とおけば  = (  ) 、よって、  の (  ,  ) 成分は           

 =  = ||  ||  となる。つまり、  (  ) = ||  ||   、仮定から

Ak a(k)
ij a(k)

ij

___
a(k)
ji A2

k å
l=1

n
a(k)
il a

(k)
lj A2

k i i

å
l=1

n
a(k)
il a

(k)
li å

l=1

n
a(k)
il

___
a(k)
il å

l=1

n
a(k)
il

2 tr Ak
2 å

i=1

n
å
l=1

n
a(k)
il

2

  =  なので、  (   ) = ||  ||  = 0 å
k=1

m
A2
k 0 tr å

k=1

m
Ak

2 å
k=1

m
å
i=1

n
å
l=1

n
a(k)
il

2

したがって、  = 0 ( 1 ≦  ,  ≦  , 1 ≦  ≦  ) 、故に、  =  ( 1 ≦  ≦  )a(k)
il i l n k m Ak 0 k m

（Ｐ．１７６　例２ 複素ベクトル空間での射影子）

 = ＋   ( ∈  ,  ∈  ,  =   )x x1 x2 x1 W x2 W⊥ V W∔W⊥

 ∈  とすれば  = ＋ , ∈  , ∈  よって、  =  したがって、任意の x1 W1 x1 x1 0 x1 W 0 W⊥ Ax1 x1 x

∈  に対し、  =  =  =   →   = V A2x Ax1 x1 Ax A2 A

次に、任意の  ,  ∈  に対し、  = ＋  ,  = ＋   (  , ∈   ,   ,  ∈  )x y V x x1 x2 y y1 y2 x1 y1 W x2 y2 W⊥

とすれば、

(  ,  )  = (  , ＋  )  = (  ,  )Ax y u x1 y1 y2 u x1 y1 u

= ( ＋  ,  )  = (  , )x1 x2 y1 u x Ay u

一方 (  ,  ) (  , )  （Ｐ．１７３ 参照） Ax y u = x A*y u

よって、すべての  ,  に対して、(  , )  = (  , ) 　なので、  =  となる。x y x Ay u x A*y u A* A

 への射影子   (  =  ,  =  ) を冪等エルミット行列という。W A A2 A A* A

逆に、そのような  が与えられたとすれば、A
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 = {  ; ∈  ,  =  }  ,   ' = {  ; ∈  ,  =  }W x x V Ax x W x x V Ax 0

とすれば、  ,  ' が部分空間であることは明らかである。  =  ' ( 直和 ) となる。実際、W W V W∔W

 ∈ ∩  ' ならば、 よって、 ∩  ' = {  }x W W Ax = x = 0 W W 0

また、  ∈  ,  ∈  ' に対してx W y W

(  ,  )  = (  ,  )  = (  ,  )  = (  ,  )  = (  ,  )  = 0x y u Ax y u x A*y u x Ay u x 0 u

よって、 ⊥  ' 、したがって Ｐ．１３１問１から  =  ' ( 直和 )、また、  ' =  となる。 W W V W∔W W W⊥

また、部分空間  ,  ' への射影子をそれぞれ  , ' とすれば、 ⊥  ' となるためには、W W A A W W

' =  が必要十分である。AA  0

   （復習）

   任意の  = ＋  ∈  =  '   (  ∈   ,   ∈  ' ) に対し、  は  へのx x1 x2 V W∔W x1 W x2 W A W

   射影子なので、定義から  ( ) = 　、また  は一次変換なので ( ) = ( )＋ ( ) A x x1 A A x A x1 A x2

   = ＋ ( )   したがって、  = ＋ ( ) から ( ) =  となる。x1 A x2 x1 x1 A x2 A x2 0

実際、 ⊥  ' ならば、任意の  ∈   に対し、 '( ) ∈  ' なので、 '( ) =  したがって W W  x V A x W AA x 0

' =  となる。同様に '  =  である。AA 0 A A 0

逆に、 '  =  ならば、任意の  ∈  ,  ∈  ' に対し、(  ,  )  = (  , '  )  A A 0 x W y W x y u Ax A y u

= ( '  ,  )  = 0　よって、 ⊥  ' . ' =  でも同様である。A Ax y u W W AA 0

また、  がエルミット行列のとき、  が  - 不変なるためには  =  が必要十分である。B W B AB BA

なぜなら、  が  - 不変ならば、任意の  ∈  に対し、  ∈   したがって  =  なのW B x W Bx W Ax x

で  =  =  よって、  = ABx Bx BAx AB BA

任意の  ∈ ,  ∈   に対し、  ∈   したがって、  =  なので　x W⊥ y W By W B * B

(  ,  )  = (  ,  )  = 0  したがって、  ∈  よって、  =   Bx y u x By u Bx W⊥ ABx 0

 = ( ) =   なので、  = BAx B 0 0 AB BA

 =  ならば  =    x 0 ABx BAx

以上により、任意の  ∈  に対し  = x V AB BA

逆に、  = を仮定とする。  ∈  ,  ∈  に対しAB BA x W y W⊥
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(  ,  )  = (  ,  )  = (  ,  )  = (  ,  )  = (  ,  )  = 0 Bx y u BAx y u ABx y u Bx Ay u Bx 0 u

よって、  ∈   したがって、  - 不変となる。Bx W B

定理７' から、正規行列に対し、相異なる固有値を α  , … , α  とするとき1 s

(*)  = …  （直和）  ,  ⊥    ( 1 ≦  ,  ≦  )V Wα1
∔ ∔Wαs

Wαi
Wαj

i j s

が成立する。よって、  への射影子を  とすれば (*) からWαi
Ai

各  の底を   =  とし、  , … ,  とすれば、  , … ,  を  の正規直交底Wαi
dim Wαi

ni u(i)
1 u(i)

ni
u1

(1) uns
(s) V

とすることができるので

 (  , … ,  ) = (  , … ,  ) 

α     

 ⋱     
  α    

   α   

    ⋱  
α

A u1
(1) uns

(s) u1
(1) uns

(s)

1
0

1

2

0     s

= (  , … ,  ) { 

α   

    
  ⋱  

  

＋

  
 α   

  ⋱  
  

＋…＋

  
    
  ⋱  

  α

 }u1
(1) uns

(s)
1E1 0

0

0 0

0 0

2E2

0 0

0 0

0 sEs

(  , … ,  ) =   とすればu1
(1) uns

(s) U

 = 

α   

    
  ⋱  

  

＋

  
 α   

  ⋱  
  

＋…＋

  
    
  ⋱  

  α

A U
1E1 0

0

0 0

U －1 U

0 0

2E2

0 0

U -1 U

0 0

0 sEs

U －1

= α

  

    
  ⋱  

  

＋α

  
   

  ⋱  
  

＋…＋α

  
    
   ⋱  

  
1U

E1 0

0

0 0

U －1
2U

0 0
E2

0 0

U -1
sU

0 0

0 Es

U －1

= α ＋α ＋…＋α1A1 2A2 sAs

また、 ＋ ＋…＋A1 A2 As

= 

  

    
  ⋱  

  

＋

  
   

  ⋱  
  

＋…＋

  
    
  ⋱  

  

U

E1 0

0

0 0

U －1 U

0 0
E2

0 0

U -1 U

0 0

0 Es

U －1

=  { 

  

    
  ⋱  

  

＋

  
   

  ⋱  
  

＋…＋

  
    
  ⋱  

  

 }  =  = U

E1 0

0

0 0

0 0
E2

0 0

0 0

0 Es

U －1 UEU －1 E
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  (  ≠  )AiAj i j

となる。

逆に、  = α ＋α ＋…＋α    ,   ＋ ＋…＋  =    ,    =   (  ≠  ) A 1A1 2A2 sAs A1 A2 As E AiAj 0 i j

を満たす  , … ,  が存在すればA1 As

 ( ＋ ＋…＋  ) =  =  Ai A1 A2 As A2
i Ai

また、  =  とすれば、  = …  ( P.1３２ の (2) , (3) の証明と同じ )Wi AiV V W1∔ ∔Ws

⊥  についてはWi Wj

 ∈  ,  ∈  に対し、(  ,  )  = (  ,  )  = (  ,  )  = (  ,  )  = 0x Wi y Wj x y u Aix Ajy u x AiAjy u x 0 u

よって、 ⊥Wi Wj

 =  についてはAi
* Ai

任意の  = ＋…＋ ＋…＋  ∈   ,  = ＋…＋ ＋…＋  ∈ (  ,  ∈   ( 1 

≦  ≦  ) 

x x1 xi xs V  y y1 yi ys V xi yi Wi

i s

 =  = {  ;  ∈  ,  =  } だったのでWi AiV x x V Aix x

(  ,  )  = (  , ＋…＋ ＋…＋  )  = (  ,  )  = (  ,  ) ＋…＋(  ,  )  Aix y u Aix y1 yi ys u xi yi u x1 yi u xs yi u

= ( ＋…＋ ＋…＋  ,  )  = (  ,  )x1 xi xs yi u x Aiy u

一方、(  ,  )  = (  ,  )  これがすべての  ,  で成り立つので、  =  である。Aix y u x A*
iy u x y Ai

* Ai

したがって、  = ( α ＋α ＋…＋α  )( α ＋α ＋…＋α  ) A*A
____

1A1

____
2A2

____
sAs 1A1 2A2 sAs

= || α  || ＋…＋|| α  ||1
2A1 s

2As

= ( α ＋α ＋…＋α  )( α ＋α ＋…＋α  ) = 1A1 2A2 sAs

____
1A1

____
2A2

____
sAs AA*

よって、  は正規行列である。A

正規行列  に対し、  = α ＋α ＋…＋α    ,   ＋ ＋…＋  =    ,   = A A 1A1 2A2 sAs A1 A2 As E AiAj 0

(  ≠  ) を満たす射影子  , … ,  は一意的である。i j A1 As

なぜなら、  = α ＋α ＋…＋α   ,   ＋ ＋…＋  =    ,    =   (  ≠  ) をA 1B1 2B2 sBs B1 B2 Bs E BiBj 0 i j

満たす射影子  , … ,  が存在したとすれば、任意の  ∈  に対し、  ∈  ならばB1 Bs x V x Wαi

α  = α  = αiAix ix iBix

 ∉  ならば、α  = α  = x Wαi iAix iBix 0
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よって、  =   ( 1 ≦  ≦  )Ai Bi i s

よって、一意的である。また、このような分解を という。スペクトル分解

ある行列  が  と交換可能ならば、各  は  - 不変である。B A Wαi
B

なぜなら、  ∈  ならば　 ( ) =  = α  = α ( )  したがって、 は  に関する

α  の固有ベクトルであるから、  ∈  よって、各  は  - 不変である。

x Wαi
A Bx BAx B ix i Bx Bx A

i Bx Wαi
Wαi

B

 = ＋…＋   (  ∈  ) とすると、うえの結果から  ∈  なのでx x1 xs xi Wαi
Bxi Wαi

 = ( ＋…＋  ) =  = ( ＋…＋  ) =  BAix BAi x1 xs Bxi Ai Bx1 Bxs AiBx

よって、  は各  と交換可能である。B Ai

逆に、  が各  と交換可能ならば、B Ai

 = α ＋α ＋…＋α  = α ＋α ＋…＋α  = AB 1A1B 2A2B sAsB 1BA1 2BA2 sBAs BA

よって、  ,  も交換可能である。A B

（Ｐ．１７７　脚注）

Ｐ．１４６例４の 2) から  の最小多項式 ψ ( ) =  ( －α  ) は重根を持たない。 A A x Õ
i=1

s
x i

Ｐ．１４９ と同様にして　 ( ) = 
( －α  )

ψ ( )
 =  ( －α  ) とおけば、各 ( ) は共通因子をもたfi x x i

A x
Õ
j≠i

s
x j fi x

ない。よって、 ( ) ( ) =  おき ＋…＋  =    ,    =   (  ≠  ) を得る。Mi A fi A Ci C1 Cs E CiCj 0 i j

また、  =  である。また、  は  = {  ;  ∈  ,  =  } の直和に分解される。 C 2
i Ci V CiV x x V Cix x

そして、  =  に一致する。CiV Wαi

実際、( －α  ) ( ) = ψ ( ) であるから、( －α  ) ( ) =  よって、( －α  ) ( ) ( )x i fi x A x A iE fi A 0 A iE Mi A fi A

= 、( －α  )  =  を得る。故に、任意の  ∈  に対し、( －α  ) ( ) =  なので0 A iE Ci 0 x V A iE Ci x 0

 は  に関して、α  固有ベクトルとなる。したがって、  ⊂  である。Cix A i CiV Wαi

逆に、  ∈  とすれば、( －α  )  = （続きはＰ．１５０参照）、多項式、 ( ) , ( ) があx Wαi
A iE x 0 M x N x

って、 ( )( －α  )＋ ( ) =   これに  をほどこせば、 ( )  =  ∈ M A A iE CiN A E x CiN A x x CiV

故に  ⊃ CiV Wαi

よって、  = …  となる。よって、 任意の  = ＋…＋   (  ∈  ) に対しV Wα1
∔ ∔Wαs

x x1 xs xi Wαi
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 =  ( ＋…＋  ) = α ＋…＋α  = α ( )＋…＋α ( )Ax A x1 xs 1x1 sxs 1C1 x sCs x

となり、スペクトル分解の一意性から、  =  ( 1 ≦  ≦  ) となる。Ai Ci i s

よって、 ( ) ( ) =  なので、 ( ) ( ) は  の多項式であることから、  ,  が交換可能Mi A fi A Ai Mi A fi A A A B

ならば、  も  と交換可能である。Ai B

（Ｐ．１７７　問６）

正規行列  のスペクトル分解を  = α  とすれば、  のスペクトル分解は  = αA A å
i=1

s

iAi A* A* å
i=1

s ___
iAi

である。これに関しては問２から、  の固有値は α  だったので、  = α  であり一意性かA*
___

i A* å
i=1

s ___
iAi

ら、  = α  しかないことがわかる。また、任意の多項式 ( ) に対し、A* å
i=1

s ___
iAi f x

( ) = ＋ ＋ ＋…＋  とすれば、f x a0 a1x a2x
2 anx

n

 = α ＋…＋α  なので、A 1A1 sAs

 = (α ＋…＋α )(α ＋…＋α ) = α ＋…＋αA2
1A1 sAs 1A1 sAs

2
1A1

2
sAs

     ⋮

 = α ＋…＋αAn n
1A1

n
sAs

となる。よって

( ) = ＋ (α ＋…＋α )＋ (α ＋…＋α )＋…＋ (α ＋…＋α )f A a0E a1 1A1 sAs a2
2
1A1

2
sAs an

n
1A1

n
sAs

ここで、  = ＋…＋  に注意すればE A1 As

= (α )  となる。これも、 ( ) = (α ) ＋…＋ (α )  ,  = ＋…＋  ,  = å
i=1

s
f i Ai f A f 1 A1 f s As E A1 As AiAj 0

(  ≠  ) を満たすので一意性から、 ( ) = (α )  に限ることがわかる。i j f A å
i=1

s
f i Ai

また、正値エルミット行列  に対し、  をスペクトル分解して、  = α ＋…＋α  だったとA A A 1A1 sAs

したならば、正値エルミット行列  のスペクトル分解を  = β ＋…＋β  とし、（正値なのX X 1B1 rBs

で、β  > 0  ( 1 ≦  ≦  )　であり、すべて実数である。）i i s

 = β ＋…＋β  = α ＋…＋α  = 　Xm m
1 B1

m
r Br 1A1 sAs A

スペクトル分解の一意性から α  = β  ,  =  ( 1 ≦  ≦  ) となる。i
m
i Bi Ai i s

 

このことは、Ｐ．１５５ の  の定理にも関係してくる。Frobenius
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（Ｐ．１７７　問７）

 = 
2 1 1
1 2 1
1 1 2

 のスペクトル分解を求めよ。A

Ｐ．１６１ の問３から、固有値は 1 （重解） , 4

 = 

2

1
0 -

2

1

-
6

6

3

6
-

6

6

3

1

3

1

3

1

2 1 1
1 2 1
1 1 2

2

1
-

6

6

3

1

0
3

6

3

1

－
2

1
-

6

6

3

1

 = 
1 0 0
0 1 0
0 0 4

 T
t
AT

固有値 1 に対する  の底は  = 
2

1

0

－
2

1
,  =

-
6

6

3

6

-
6

6

、  の底は  =

3

1

3

1

3

1

W1 t1 t2 W2 t3

2 1 1
1 2 1
1 1 2

 = 

2

1
-

6

6

3

1

0
3

6

3

1

－
2

1
-

6

6

3

1

 
1 0 0
0 1 0
0 0 4

2

1
0 -

2

1

-
6

6

3

6
-

6

6

3

1

3

1

3

1

= 

2

1
-

6

6

3

1

0
3

6

3

1

－
2

1
-

6

6

3

1

( 
1 0 0
0 1 0
0 0 0

＋4
0 0 0
0 0 0
0 0 1

)

2

1
0 -

2

1

-
6

6

3

6
-

6

6

3

1

3

1

3

1

= ( 

2

1
-

6

6
0

0
3

6
0

－
2

1
-

6

6
0

＋4

0 0
3

1

0 0
3

1

0 0
3

1

)

2

1
0 -

2

1

-
6

6

3

6
-

6

6

3

1

3

1

3

1

= 

2

1
-

6

6
0

0
3

6
0

－
2

1
-

6

6
0

2

1
0 -

2

1

-
6

6

3

6
-

6

6

3

1

3

1

3

1

＋4

0 0
3

1

0 0
3

1

0 0
3

1

2

1
0 -

2

1

-
6

6

3

6
-

6

6

3

1

3

1

3

1
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= 

3

2
-

3

1
-

3

1

-
3

1

3

2
-

3

1

-
3

1
-

3

1

3

2

＋4

3

1

3

1

3

1

3

1

3

1

3

1

3

1

3

1

3

1

しかし、次の様にやった方が楽なようだ

2 1 1
1 2 1
1 1 2

 = (  ,  ,  )
1 0 0
0 1 0
0 0 4

 = (  ,  ,  ){ 
1 0 0
0 1 0
0 0 0

＋4
0 0 0
0 0 0
0 0 1

 } t1 t2 t3

t1

t

t2

t

t3

t

t1 t2 t3

t1

t

t2

t

t3

t

= { ( ,  , 0 )＋4( 0 , 0 ,  ) }   t1 t2 t3

t1

t

t2

t

t3

t

= ( ,  , 0 ) ＋4( 0 , 0 ,  )  = ( ,  , 0 ) ＋4( 0 , 0 ,  )t1 t2

t1

t

t2

t

t3

t

t3

t1

t

t2

t

t3

t

t1 t2

t1

t

t2

t

0

t3

0
0

t3

t

（線型代数学　笠原晧司 著　Ｐ．１５５ 定理８．５）

 が半単純のとき、  = α ＋…＋α   、  から  を求める方法。A A 1A1 sAs A Ai

 = 
( α －α )…( α －α  )( α －α  )…( α －α  )

( －α  )…( －α  )( －α  )…( －α  ) 
      ( 1 ≦  ≦  )Ai

i 1 i i－1 i i＋1 i s

A 1E A i－1E A i＋1E A sE
i s

（証明）

(α) を α の多項式とすれば、 ( ) = (α ) ＋…＋ (α )f f A f 1 A1 f s As

そこで、 (α ) = 1 , (α ) = … = (α ) = 0f 1 f 2 f s

となる多項式を作って、 ( ) を求めればよい。そのような (α) はf A f

(α) = 
( α －α  )…( α －α  )

( α－α  )…( α－α  )
f

1 2 1 s

2 s

である。

 , … ,  についても同様である。A2 As

試しに上の問についてやってみる。

 = 
( 1－4 )

( －4  )
 = －

3

1
( 

2 1 1
1 2 1
1 1 2

－
4 0 0
0 4 0
0 0 4

) = 

3

2
-

3

1
-

3

1

-
3

1

3

2
-

3

1

-
3

1
-

3

1

3

2

A1

A E
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 = 
( 4－1 )

( －  )
 = 

3

1
( 

2 1 1
1 2 1
1 1 2

－
1 0 0
0 1 0
0 0 1

) = 

3

1

3

1

3

1

3

1

3

1

3

1

3

1

3

1

3

1

A2

A E

これなら、固有ベクトルを求めなくてもよい。

（Ｐ．１７７　実正規行列）

 の固有多項式A

( ) = ( －  ) { ( －α  )( －α  ) }　　（Ⅰ章、§５、定理５の重複を無視している。）fA x Õ
i=1

r1

x ai Õ
i=r1＋1

r1＋r2

x i x
___

i

 : 実数　　　( 1 ≦  ≦  )   ,   α  , α  : 共役複素数　　( ＋1 ≦  ≦ ＋  )ai i r1 i

___
i r1 i r1 r2

よって、(35) において、  =   D U *AU

ペアで  組あるr2

 = 

     

 ⋱      
      

   α    

    ⋱   
     α  

α

D

a1 0

ar1

r1＋1

r1＋r2

0      
______

r1＋r2

としてよい。  の列ベクトル  についてもU ui

 : 実ベクトル　　　　   ( 1 ≦  ≦  )                       ui i r1

  ,   : 共役複素ベクトル  ( 1 ≦  ≦  )ur1＋2j－1 ur1＋2j j r2

とすることができる。実際、  が実数ならば、  の底として、実正規直交底をとるこができる。ai Wαi

α  が複素数の場合は、まず  の底として正規直交底をとり、  の底としては、  に関して

固有値 α  に対する固有ベクトルを  とすれば、  = α  なので、両辺の複素共役をとれ

ば、  は実行列なので、  = α  となり、  は  に関して、固有値 α  に対する固有ベク

トルとなる。また、 ||  || = 1 ならば、(  , ) = (  , ) なので、||  || = 1 となり、(  , ) 

= 0  ならば、(  , ) = 0 よって、  の底の複素共役をとればよい。

i Wαi
W___

αi
A

i ui Aui iui

A A
___
ui

___
i 
___
ui

___
ui A

___
i

ui ui

___
ui 

___
ui ui 

___
ui ui

___
uj 

___
ui

_____
uj  Wαi

このようにして、  =   （直和） の正規直交底を作り、それを {  }  ( 1 ≦  ≦  ) とおく。V å
 

 
Wαi

ui i n

例えば、  = 
1

0
 ,  = 

1
－
0

 ならば (  ,  )  = (  ,  )  = 0  ,   = ui i uj i ui uj u ui

___
uj

___
ui uj
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α  ,  の実部と虚部を分けてr1＋j ur1＋2j－1

α  = ＋r1＋j ar1＋j ibr1＋j

 = 
2

1
( ＋  )    ( 1 ≦  ≦  )    … ①ur1＋2j－1 tr1＋2j－1 itr1＋2j j r2

とおけば

 = 
2

1
( －  )              … ① の複素共役  … ②

________
ur1＋2j－1 tr1＋2j－1 itr1＋2j

2 ＋ 2   = 2          …  2 ×①＋ 2 ×②ur1＋2j－1

________
ur1＋2j－1 tr1＋2j－1

 = 
2

1
( ＋  ) = 

2

1
( ＋  ) tr1＋2j－1 ur1＋2j－1

________
ur1＋2j－1 ur1＋2j－1 ur1＋2j

2 － 2   = 2 　　       …　 2 ×①－ 2 ×②ur1＋2j－1

________
ur1＋2j－1 itr1＋2j

 = 
2

1
( －  ) = 

2

1
( －  )tr1＋2j i

ur1＋2j－1

________
ur1＋2j－1

i
ur1＋2j－1 ur1＋2j

まとめると

 = 
2

1
( ＋  ) tr1＋2j－1 ur1＋2j－1 ur1＋2j

 = 
2

1
( －  )tr1＋2j i
ur1＋2j－1 ur1＋2j

となる。さらに、  =   ( 1 ≦  ≦  ) とおけば、{  }  ( 1 ≦  ≦  ) は  の 正規直交底に

なる。 

ti ui i r1 ti i n V 実

||  ||  = ( 
2

1
( ＋  ) , 

2

1
( ＋  ) )tr1＋2j－1

2 ur1＋2j－1 ur1＋2j

_______________
ur1＋2j－1 ur1＋2j

= 
2

1
 ( ＋  , ＋  ) = 

2

1
( 1＋0＋0＋1 ) = 1ur1＋2j－1 ur1＋2j

________
ur1＋2j－1

______
ur1＋2j

||  ||  = ( 
2

1
( －  ) , 

2

1
( －  ) )tr1＋2j

2

i
ur1＋2j－1 ur1＋2j

______________________

i
ur1＋2j－1 ur1＋2j

= 
2

1
 ( －  , －  ) = 

2

1
( 1-0-0＋1 ) = 1ur1＋2j－1 ur1＋2j

________
ur1＋2j－1

______
ur1＋2j

◎ (  ,  )  の方がわかりやすい。x y u

||  ||  = ( 
2

1
( ＋  ) , 

2

1
( ＋  ) )tr1＋2j－1

2 ur1＋2j－1 ur1＋2j ur1＋2j－1 ur1＋2j u

= 
2

1
( ＋  , ＋  )  = 

2

1
( 1＋0＋0＋1 ) = 1 ur1＋2j－1 ur1＋2j ur1＋2j－1 ur1＋2j u

285



よって、||  || = 1  ( 1 ≦  ≦  ) は確認した。ti i n

あとは直交するかであるが、面倒なので

 = ＋    ,    = －   tr1＋2j－1 ur1＋2j－1 ur1＋2j     tr1＋2j ur1＋2j－1 ur1＋2j

として確認する。また、この確認は３つのグループに属するベクトルの直交性を調べるので、明ら

かなところは省略する。

 グループ　  =   ( 1 ≦  ≦  )A ti ui i r1

 グループ    = ＋    ( 1 ≦  ≦  )B tr1＋2j－1 ur1＋2j－1 ur1＋2j j r2

 グループ    = －        ( 1 ≦  ≦  )C tr1＋2j ur1＋2j－1 ur1＋2j j r2

 各グループ内１）

） … 明らか。A

） (  ,  )  = ( ＋  , ＋  )  = 0  B tr1＋2j－1 tr1＋2k－1 u ur1＋2j－1 ur1＋2j ur1＋2k－1 ur1＋2k u

(  ≠  , 1 ≦  ,  ≦  )j k j k r2

） (  ,  )  = ( －  , －  )  = 0C tr1＋2j tr1＋2k u ur1＋2j－1 ur1＋2j ur1＋2k－1 ur1＋2k u

 (  ≠  , 1 ≦  ,  ≦  )j k j k r2

  グループと  グループ … 明らか。２） A B

  グループと  グループ … 明らか。３） A C

  グループと  グループ４） B C

( 1 ≦  ≦  )j r2

(  ,  )  = ( ＋  , －  )  = 1－0＋0－1 = 0tr1＋2j－1 tr1＋2j u ur1＋2j－1 ur1＋2j ur1＋2j－1 ur1＋2j u

(  ≠  , 1 ≦  ,  ≦  )j k j k r2

(  ,  )  = ( ＋  , －  )  = 0tr1＋2j－1 tr1＋2k u ur1＋2j－1 ur1＋2j ur1＋2k－1 ur1＋2k u

End

次に

 (  )A tr1＋2j－1

=  ( 
2

1
( ＋  ) )A ur1＋2j－1 ur1＋2j
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= 
2

1
{ ( ＋  ) ＋( －  )  }ar1＋j ibr1＋j ur1＋2j－1 ar1＋j ibr1＋j ur1＋2j

= 
2

1
{  ( ＋  )＋  (  ( －  ) }ar1＋j ur1＋2j－1 ur1＋2j i br1＋j ur1＋2j－1 ur1＋2j

=  
2

1
( ＋  )＋  

2
( －  )ar1＋j ur1＋2j－1 ur1＋2j br1＋j i

i 2
ur1＋2j－1 ur1＋2j

= －   …  ①ar1＋jtr1＋2j－1 br1＋jtr1＋2j

 (  )A tr1＋2j

=  ( 
2

1
( －  ) )A
i
ur1＋2j－1 ur1＋2j

= 
2

1
{ ( ＋  ) －( －  )  }
i

ar1＋j ibr1＋j ur1＋2j－1 ar1＋j ibr1＋j ur1＋2j

= 
2

1
{  ( －  )＋  (  ( ＋  ) }
i
ar1＋j ur1＋2j－1 ur1＋2j i br1＋j ur1＋2j－1 ur1＋2j

= 
2

1
( －  )＋

2

1
( ＋  ) ar1＋j i

ur1＋2j－1 ur1＋2j br1＋j ur1＋2j－1 ur1＋2j

= ＋ar1＋jtr1＋2j br1＋jtr1＋2j－1

= ＋   …  ②br1＋jtr1＋2j－1 ar1＋jtr1＋2j

① , ② をまとめると

 (  ,  ) = ( －   ,  ＋  )A tr1＋2j－1 tr1＋2j ar1＋jtr1＋2j－1 br1＋jtr1＋2j br1＋jtr1＋2j－1 ar1＋jtr1＋2j

= (  ,  )
－

tr1＋2j－1 tr1＋2j

ar1＋j br1＋j

br1＋j ar1＋j

Ｐ．１７０問８ End

 (  , … ,  ) = (  , … ,  )

      

 ⋱       
       

      

   －    

     ⋱   
      

     －

 A t1 tn t1 tn

a1 0

ar1

ar1＋1 br1＋1

br1＋1 ar1＋1

ar1＋r2
br1＋r2

0 br1＋r2
ar1＋r2
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よって、  = (  , … ,  ) とおけば、直交行列であってT t1 tn

(37)  =  = 

      

 ⋱       
       

      

   －    

     ⋱   
      

     －

T －1AT T
t
AT

a1 0

ar1

ar1＋1 br1＋1

br1＋1 ar1＋1

ar1＋r2
br1＋r2

0 br1＋r2
ar1＋r2

となる。

 列離れているr2

また、  ' = (  , … ,  ,  ,  , … ,  ,  ,  , … ,  ) とするとT t1 tr1
tr1＋1 tr1＋3 tr1＋2j－1 tr1＋2 tr1＋4 tr1＋2r2

 列r2

 行r2= (  ,  )

…

⋮  ⋮
－ …

tr1＋2j－1 tr1＋2j

ar1＋j br1＋j

br1＋j ar1＋j

 列離れるr2

 = ( … ,  , … ,  , … )

⋱       
      

     

       
       
  －    

      ⋱

AT ' tr1＋1 tr1＋2

ar1

ar1＋1 br1＋1

br1＋1 ar1＋1

 行離れるr2

 列離れるr2

よって

(37')  '  ' = 

       

 ⋱      
        

     

 ⋱ ⋱
     

   －   

   ⋱   ⋱  
   －  

 T  －1AT

a1  

0 0
ar1

ar1＋1 0 br1＋1 0

0      
0 ar1＋r2

0 br1＋r2

br1＋1 0 ar1＋1 0

0
 0 br1＋r2

0 ar1＋r2
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（Ｐ．１７２　例３）

対称行列   →   =   →   =   A A* A A*A AA*

交代行列   →   = －   →  = (－ )  = (－ ) = A A* A A*A A A A A AA*

直交行列   →   =  =  A A*A AA* E

したがって、上の３つの行列はすべて実正規行列である。

ⅰ）⇐）  が正規行列で固有値がすべて実数の場合は、A

 = 

 

 ⋱  
 

T －1AT
a1 0

0 an

とすることができるので、 (  ) =  となり、  =  　よって、対称行列となる。T －1AT
t

T －1 A
t
T A A

t

ⅱ） 実正規行列に対し、  : 交代行列  ⇔   の固有値 : 純虚数 ( すなわち  = 0 ( 1 ≦  ≦ 

＋  )

A A ai i

r1 r2

（証明）

⇒）  = －   (  = －  )  , (  ,  ) = －(  ,  ) なのでA
t

A aji aij Ax y x Ay

 = α (  ≠  )　 Ax x  x 0

とすれば、(  ,  )  = ( α  ,  )  = α(  , )Ax x u x x u x x u

= (  , )  = (  , － )  = －(   , α )  = －α(  , )x A*x u x Ax u x x u

__
x x u

(  , )  > 0 なので、α = －α となり、α= ＋  ならば　－α = － ＋ 　なので、  = 0 とx x u

__
a ib

__
a ib a

なり、α は純虚数となる。

⇐)  は正規行列なので、  =  とすることができる。仮定から、  の対角成分は純虚数な

ので、  = －   となる。よって、　  =  =   = －  = －  

A A UDU * D

D * D A* A
t

UD *U * UDU * A

すなわち、(37) において、  = 0 ( 1 ≦  ≦ ＋  ) とすればよい。ai i r1 r2

ⅲ) ⇐)  が正規行列で固有値の絶対値が 1 の複素数ならば、(38) の形にすることができる。A

 は明らかに直交行列なので、それを  とすると、T －1AT B

 =   →   =     →   = (    )    =  T －1AT B A T B
t

T
t

A
t
A T B T

t
T B

t
T
t

E

よって、直交行列となる。
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（Ｐ．１８０　問９）

例３ ⅱ） から、   =  (  ) = 2  rank A rank T －1AT r2

 '' = (  ,  , … ,  ,  ,  , … ,  ,  , … ,  ) とするとT tr1＋1 tr1＋3 tr1＋2j－1 tr1＋2 tr1＋4 tr1＋2r2
t1 tr1

 ''  '' = 

0  0  0 0  0

 ⋱   ⋱   ⋱  
0  0 0  0  0

－  0 0  0 0  0

 ⋱   ⋱   ⋱  
0  － 0  0 0  0

0  0 0  0 0  0
 ⋱   ⋱   ⋱  
0  0 0  0 0  0

 = －T －1AT

br1＋1

br1＋r2

br1＋1

br1＋r2

0 B1 0

B1 0 0

0 0 0

 = 

1        
 ⋱        
  1       

   
1

     

    ⋱     

     
1

   

      1   
       ⋱  

1

 =  '  とおけば  =  なのでB

0

br1＋1

br1＋r2

0        

E 0 0
0 B 0
0 0 E

B
t

B

 '  ''  ''  '  =  ' －  '
E 0 0
0 B 0
0 0 E

t

T －1AT
E 0 0
0 B 0
0 0 E

E 0 0
0 B 0
0 0 E

0 B1 0

B1 0 0

0 0 0

E 0 0
0 B 0
0 0 E

=  '

 '

－  = 
 '

－  '  = －  
E 0 0
0 B 0
0 0 E

0 B B1 0

B1 0 0

0 0 0

0 B B1 0

B B1 0 0

0 0 0

0 E 0

E 0 0
0 0 0

よって、  =  ''  とおけば、  は正則実行列となる。P T B P

（Ｐ．１８０　問１０）

 次直交行列  について、|  | = －1 ならば －1 は  の固有値であり、|  | = 1 かつ  が奇

数ならば 1 が  の固有値である。

n A A A A n

A

（証明） 例３ ⅲ） と (38) から明らかである。

（Ｐ．１８０　直交行列の群）

乗法の定義された集合  において、次の３つを満たすとき  は という。G G 群を作る

ⅰ） 結合の法則が成立する。
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ⅱ） 単位元 1 が存在する。( 1  = 1 =  )a a a

ⅲ） すべての元に対して逆元が存在する。(  =  = 1 )a-1a aa-1

( ) :  次直交行列の （ベクトル空間ではない。 ＋  = 2  であって、2  ≠ 直交行列）O n n 群 E E E E

直交変換   →   はベクトルの長さや角を変えない。長さや内積を変えないことはすでにわx Tx

かっている。(  , ) = θ || || || || = θ || || || || , (  , ) = θ || || || || とTx Ty cos 1 Tx Ty cos 1 x y x y cos 2 x y

すれば、(  , ) = (  , ) なので、 θ  = θ    (0 ≦ θ  , θ  ≦ π)  →  θ  = θTx Ty x y cos 1 cos 2 1 2 1 2

 ∈ ( ) に対しT O n

|  | = 1 → 正格直交行列 , 回転T

|  | = －1 → 変格直交行列T

|  | = |  | = 1 ならば |  | = 1 , |  | = 1 なので、正格直交行列全体は部分群を作る。T1 T2 T1T2 T －1
1

それを、 ( ) と表す。SO n

 を１つの変格直交行列とすれば、変格直交行列全体は · ( ) = ( )·  と表される。T1 T1 SO n SO n T1

（注意） ( ) = ( )∪ · ( ) … 傍系分解O n SO n T1 SO n

特に、１つの ( －1 ) 次元部分空間  の各ベクトルを にする直交変換 (  ≠  ) を n W  不 変 T1 E W

に関する鏡映、裏返しなどという。  の直交補空間は 1 次元であるから、  = { {  } } とおけW W⊥ a

ば、  = －  である。なぜなら、  ∈   に対し、( ,  ) = ( ,  ) = (  ,  ) T1a a y W T1a y T1a T1y a T1
t

T1y

= ( ,  ) = 0  なので、  ∈  となる。つまり、  は  - 不変である。また、  は 1 次a y T1a W⊥ W⊥ T1 W⊥

元なので、  = ±  のどちらかである。もし、  =  ならば、任意の  ∈  (  ∈  ) T1a a T1a a ka W⊥ k R

に対し、 ( ) =  =  となり、  = { {  } } とおくとき、任意の ∈  に対し、  =T1 ka kT1a ka V W ∔ a x V T1x

 となる。よって、  ≠  に反する。x T1 E

よって、  = { { } } のとき、 への射影子を  → λ  とすればW⊥ a W⊥ x a

( －λ  ,  ) = 0x a a
－λx a

(  ,  )－λ(  ,  ) = 0  →  λ= 
(  ,  )

(  ,  )
x a a a

a a

x a
x

λa{ { } } への射影子は     →  
(  ,  )

(  ,  )
a x

a a

a x
a a

だったので、直和分解  = { { } }V W ∔ a  に即して

 = ＋  とすればx x1 x2
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 = －
(  ,  )

(  ,  )
x1 x

a a

a x
a W W

 = ＋  　 T1x T1x1 T1x2 x1
x の鏡映

x1
x x の鏡映x 

= ＋(－ )　(  の向きを基準 )x1 x2 a
a

x2
－

a     

x2 －x2x2= －
(  ,  )

(  ,  )
－

(  ,  )

(  ,  )
x

a a

a x
a

a a

a x
a

（  に関して裏返しになる。）W
= －

(  ,  )

2(  ,  )
x

a a

a x
a

 次元ベクトル  が ( －1 ) 次元  に対して、  の向きとは逆側に写されると考えればn x n W a 鏡映

の意味がわかる。（図は  を直線としている。紙面とは垂直にある平面としてもよい。）W

逆に、任意の実ベクトル  ≠  に対し、  をこの式で定義すれば、{ { } }  =  に関しての鏡a 0 T1 a ⊥ W

映が得られる。また、鏡映  に対し直交行列  = (  , … ,  ) を  = { {  , … ,  } } , T1 T t1 tn W t1 tn－1

{ { } } = { { } } となるようにとればa tn

 = 

1   
 ⋱   
  1  

－1

T －1T1T

0

0   

となる。したがって  は変格直交行列である。固有値 －1 が１個の場合のみである。T1

（Ｐ．１８２　問１）

鏡映　
θ θ
θ － θ

 を標準形に変換せよ。
cos sin
sin cos

( ) = 
－ θ － θ
－ θ ＋ θ

 = ( -1)  = 0 　fA x
x cos sin

sin x cos
x2 固有値は 1 , －1

次に固有ベクトルを求める。 ( α = 1 の場合 )

θ θ
θ － θ

 =   →  
θ+ θ

θ- θ
 = 

cos sin
sin cos

x1

x2

x1

x2

x1cos x2sin
x1sin x2cos

x1

x2

θ+ θ θ = θx1cos
2 x2sin cos x1cos

→   = θ＋ θ →  = 
1－ θ

θ
x1 x1cos x2sin x1 cos

sin
x2

θ- θ θ = θx1sin
2 x2sin cos x2sin

 = 
1－ θ

θ
 = 

θ

θ＋ θ θ
 = 

θ

1＋ θ
 = 

2
2

θ

2

θ

1＋
2

θ
－

2

θ

x1 cos

sin
x2 sin2

sin sin cos
x2 sin

cos
x2

sin cos

cos2 sin2

x2

= 

2

θ

2

θ

2

θ

 = 

2

θ

2

θ

    よって固有ベクトルを  = 2

θ

2

θ
 とする。

sin cos

cos2

x2

sin

cos
x2 t1

cos

sin
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( α = －1 の場合 )

θ+ θ θ = － θx1cos
2 x2sin cos x1cos

→   = － θ－ θ →  = 
1＋ θ

－ θ
x1 x1cos x2sin x1 cos

sin
x2

θ- θ θ = － θx1sin
2 x2sin cos x2sin

 = 
1＋ θ

－ θ
 = 

θ

－ θ＋ θ θ
 = 

θ

－1＋ θ
x1 cos

sin
x2 sin2

sin sin cos
x2 sin

cos
x2

= 

2
2

θ

2

θ

－1＋
2

θ
－

2

θ

 = 

2
2

θ

2

θ

－2
2

θ

 = 

2

θ

－
2

θ

  →  = 
－

2

θ

2

θ
sin cos

cos2 sin2

x2

sin cos

sin2

x2

cos

sin
x2 t2

sin

cos

 = 2

θ
－

2

θ

2

θ

2

θ
 ,   = 2

θ

2

θ

-
2

θ

2

θ
T

cos sin

sin cos
T
t cos sin

sin cos

θ θ
θ － θ

 = 2

θ

2

θ

-
2

θ

2

θ
θ θ
θ － θ

2

θ
－

2

θ

2

θ

2

θ
T
t cos sin

sin cos
T

cos sin

sin cos

cos sin
sin cos

cos sin

sin cos

= 2

θ

2

θ

-
2

θ

2

θ

θ
2

θ
+ θ

2

θ

2

θ
θ- θ

2

θ

2

θ
θ- θ

2

θ
- θ

2

θ
- θ

2

θ

cos sin

sin cos

cos cos sin sin cos sin cos sin

cos sin cos sin cos cos sin sin

= 2

θ

2

θ

-
2

θ

2

θ
2

θ

2

θ

2

θ
－

2

θ
 = 2

θ
+

2

θ
0

0 -
2

θ
-

2

θ
 = 1 0

0 －1

cos sin

sin cos

cos sin

sin cos

cos2 sin2

cos2 sin2

鏡映
 'x  = { { 2

θ

2

θ
} }W

cos

sin
2

θ
－

2

θ

2

θ

2

θ

cos sin

sin cos

a↓　     　 ↓
x  = 

－
2

θ

2

θ
a

sin

cos
 の底　　{ { } } の底W a

θ= 
2

π
 の場合 0 1

 = { { 2

2

2

2
} } ,  = 

－
2

2

2

2
W a

 = 0 1
1 0

鏡映　
cosθ sinθ

sinθ －cosθ

 = 
α
α

 → 0 1
1 0

α
α

 = 
α
α

 = x
cos
sin

cos
sin

sin
cos

x'  α= 
6

π
 とすれば、x = 2

3

2

1
  x' = 

2

1

2

3

30度のところにあった点  が 60度のところの ' に鏡映された。x x
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（Ｐ．１７５　注意）

θ － θ
θ θ

 = 
α α
α － α

β β
β － β

cos sin
sin cos

cos sin
sin cos

cos sin
sin cos

= 
β α+ β α α β- β α

- α β+ β α β α+ β α
cos cos sin sin cos sin cos sin
cos sin cos sin cos cos sin sin

= 
 (β－α)  (β－α) 

－  (β－α)  (β－α)
 = 

 (α－β) －  (α－β) 
 (α－β)  (α－β)

cos sin
sin cos

cos sin
sin cos

2

α
( １回の回転 ⇔ ２回の鏡映 )

   →   '   →   ''   ( ２回の鏡映 )x x x ''x 'x
2

β
B

∠  = 
2

α
＋(

2

α
－(

2

β
＋(

2

β
－  ) ) )－AOB a a

 x= 
2

α
＋(

2

α
－(

2

β
＋

2

β
－  ) )－a a A

a
= 

2

α
＋

2

α
－(β－  )－a a O

= α－β = θ

2

α

   →   '   →   ''   ( ２回の鏡映 )y y y

A

''y

y 2

β

B

∠  = 
2

α
＋(

2

α
－(

2

β
＋(

2

β
－  ) ) )－AOB a a

= α－β = θ
' y

a

α－β = θ になっていれば、(θ)１回の回転
O

移動が、
2

β
 , 

2

α
 の順での鏡映２回に等しい。

（  = 3 の場合）n

１ 0 0
0 θ － θ
0 θ θ

= 
１ 0 0
0 α α
0 α － α

１ 0 0
0 β β
0 β － β

cos sin
sin cos

cos sin
sin cos

cos sin
sin cos

= 
1 0 0
0 β α+ β α α β- β α
0 - α β+ β α β α+ β α

cos cos sin sin cos sin cos sin
cos sin cos sin cos cos sin sin
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= 
1 0 0
0  (α－β) －  (α－β) 
0  (α－β)  (α－β)

cos sin
sin cos

 = 
１ 0 0
0 θ θ
0 θ － θ

 を標準化する。A cos sin
sin cos

( ) = 
－1 0 0
0 － θ － θ 
0 － θ ＋ θ

 = ( －1)( －1) = ( －1) ( ＋1)fA x
x

x cos sin
sin x cos

x x2 x 2 x

固有値は 1 (重解） , －1

それぞれの固有ベクトルを求めると、上の計算を参考にして

 = 
1
0
0

 ,  = 

0

2

θ

2

θ
 = 

0

－
2

θ

2

θ
t1 t2

cos

sin

t3
sin

cos

x
y

W
 = 

1 0 0

0
2

θ
－

2

θ

0
2

θ

2

θ
T cos sin

sin cos 'x x
↓　↓　     　　 ↓

t1z の底　　　{ { } } の底W a
t2

a
よって、  は 

1
0
0

 と 

0

2

θ

2

θ
 によってW cos

sin

張られる平面となる。

一般の  次直交行列については他書に譲る。n

（Ｐ．１８２　O(n)）

( ) は  次正方行列全体の集合の部分集合で、
2

( ＋1 )
 個の方程式  :    = δ  O n n

n n
å
k=1

n
akiakj ij

( 1 ≦  ,  ≦  )i j n
 列j

によって定義される集合である。

 行i
（Ｐ．１２８ 参照）

… … …

  ⋮  ⋮   
… … …

  ⋮  ⋮   
… … …

  ⋮  ⋮   
… … …

a11 a1i a1j a1n

ai1 aii aij ain

aj1 aji ajj ajn

an1 ani anj ann

また、方程式は C ＋  = 
2!

( －1)
＋  n 2 n

n n
n

= 
2

－ ＋2
 = 

2

( ＋1)
 個ある。

n2 n n n n

したがって、  個の未知の変数があって、
2

( ＋1)
 個の方程式があるので、解の空間はn2

n n
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－
2

( ＋1)
 = 

2

( －1)
 個の変数がある曲面と考えられる。n2

n n n n

直交行列  が －1 を固有値にもたなければ、 ＋  は正則である。( (38) から ( ＋  )  =

＋   ,   －  は正則とは限らない。） そのとき

T E T U－1 E T U

E D E T 

(40)  = ( －  )( ＋  )X E T E T －1

とおけば、  は になる。X  交 代 行 列

実際、 ＋  と －  は交換可能 ( ( ＋  )( －  ) = － ＋ －  = ( －  )( ＋  ) )E T E T E T E T E T T T 2 E T E T

であるから、( ＋  )  と ( －  ) も交換可能である。(  =   →   =   →  

=  =   　 このとき  は正則でなくてもよい。 )

E T －1 E T AB BA B A－1BA BA－1

A－1BAA－1 A－1B B

よって、( )  = ( ) なのでA
t －1 A－1t

 = ( ＋  ) ( －  ) = ( ＋  ) ( －  ) = ( ＋  ) ( －  )X
t

E T －1
t

E T
t

E T
t －1 E T

t
E T －1 －1 E T －1

= ( ＋  ) ( －  )E T －1 －1T －1T E T －1

ここで、( ＋  )  = ( ( ＋  ) )  = ( ＋  )E T －1 －1T －1 T E T －1 －1 T E －1

= ( ＋  ) ( －  ) = －( ＋  ) ( －  ) = －( －  )( ＋  )T E －1 T E E T －1 E T E T E T －1

= －X

よって、  は交代行列であるから固有値は純虚数となり、－1 を固有値としないので先程と同じよX

うに ＋  は となる。E X  正 則

さて、(40) から ( ＋  ) = ＋  = －   → ＋  = －   →  ＋  = －    X E T X XT E T X XT E T T XT E X

→  ( ＋  )  = －   →   = ( ＋  ) ( －  )E X T E X T E X －1 E X

また同じように、( ＋  )( －  ) = － ＋ －  = ( －  )( ＋  )  なので、 ＋  が正則

であることから、( ＋  )  と ( －  ) も交換可能となる。よって 

E X E X E X X X 2 E X E X E X

E X －1 E X

 = ( －  )( ＋  )T E X E X －1

逆に任意の交代行列  に対して、 ＋  , －  は正則であるのでX E X E X

(41)  = ( －  )( ＋  )T E X E X －1

とおけば、 －  と ＋  は交換可能で、( ＋  )  と －  ,  ＋   と ( －  )  も交換E X E X E X －1 E X E X E X －1

可能である。よって

 = ( ＋  ) ( －  ) = ( ＋  ) ( －  ) = ( －  ) ( ＋  ) T
t

E X －1
t

E X
t

E X
t －1 E X

t
E X －1 E X

 = ( －  ) ( ＋  )( －  )( ＋  )  = T
t
T E X －1 E X E X E X －1 E

したがって、 となる。T は直交行列 
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また、  は交代行列なので、  = －  = (－ ) = 　正規行列である。よって、適当なX X *X XX X X XX *

ユニタリー行列  をとればU

 = 

0     
 ⋱     
  0    
     

    ⋱  
    

　,  ( －  )  = －  = 

1     
 ⋱     
  1    
   1－   

    ⋱  
    1－

U *XU

0

ia1

0 iar

U * E X U E U *XU

0

ia1

0 iar

( ＋  )  = ＋  = 

1     
 ⋱     
  1    
   1＋   

    ⋱  
    1＋

  と表現できる。またU * E X U E U *XU

0

ia1

0 iar

( ( ＋  )  )  = ( ＋  )  = 

1     
 ⋱     
  1    

   
1＋

1
  

    ⋱  

1＋

1

　なのでU * E X U －1 U * E X －1U

0

ia1

0     
iar

 = ( －  ) ( ＋  )  U
 *
TU U * E X UU * E X －1U

= 

1     
 ⋱     
  1    
   1－   

    ⋱  
    1－

 

1     
 ⋱     
  1    

   
1＋

1
  

    ⋱  

1＋

1

 = 

1     
 ⋱     
  1    

   
1＋

1－
  

    ⋱  

1＋

1－

0

ia1

0 iar

0

ia1

0     
iar

0

ia1

ia1

0     
iar

iar

したがって、T は －1 を固有値としない。つまり、T＋E は正則となる。

(41) から、 ( ＋  ) = ＋  = －   →  ＋  = －   →  ( ＋  )  = －T E X T TX E X X TX E T E T X E T

→  = ( ＋ ) ( －  )X E T －1 E T

 が －1 を固有値としないことから、|  | = 1 を得る。T T

よって、 ( ) が | ＋  | = 0 なる 、実交代行列の集合と一対一に対応することSO n E T  超 曲 面 を 除 い て

がわかる。（ ( ) の中には、固有値 －1 が偶数個あるものも含まれている。）SO n

(40) , (41) にしても

 :  = ( －  )( ＋  )  ,  :  = ( －  )( ＋  )  とすればf X E T E T －1 g T E X E X －1

f
  →( ) から | ＋  | = 0 なる超曲面を除いた集合　　　実交代行列の集合SO n E T   ←
g
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 は単射である。実際、  ≠  ' に対し、 ( ) = (  ') だとすればf T T f T f T

 = ( －  )( ＋  )  ,  = ( －  ' )( ＋  ' ) 　となる。  ,  ' について解けばX E T E T －1 X E T E T －1 T T

( ＋  )  = －   →  ＋  = －   →  ( ＋  )  = －   →  = ( －  )( ＋  )E T X E T X TX E T E X T E X T E X E X －1

同様に、  ' = ( －  )( ＋  )  なので、  ≠  ' に矛盾する。T E X E X －1 T T

同様に  も単射である。  について解けばg X

( ＋  ) = －   →  ＋  = －   → ＋  = －   →  ( ＋  )  = －  T E X E X T TX E X X TX E T E T X E T

→   = ( ＋  ) ( －  ) = ( －  )( ＋  )X E T －1 E T E T E T －1

 ≠  ' を代入すれば矛盾することがわかる。X X

したがって、前者の集合を  、後者の集合を  とすればA B

 は  から  への単射、  は  から  への単射なので、  の定理 ( 集合・位相入f A B g B A Bernstein

門 松坂和夫 著　Ｐ．６３ 参照 ) から、  ,  の間には全単射が存在する。A B

よって、一対一に対応することがわかる。

また、(40) , (41) からわかるように、各成分の間の対応は有理式なので である。 連 続 で 微 分 可 能

つまり、 ( ) から | ＋  | = 0 なる超曲面を除いた集合の任意の元は ( －  )( ＋  )  とSO n E T E X E X －1

表すことができるので、交代行列はちょうど 
2

( －1 )
 個の変数  を含んでいるから ( ) 

n n
xij SO n

 の元も 
2

( －1 )
 個の変数を含むことになる。 ( ) ⊂ ( ) であるが、

n n
SO n O n  部 分 群 で あ っ て 、 部

ので等しくならなくてもよい。（ (40), (41) を  変換という。) 分 空 間 で は な い Cayley

（Ｐ．１８３　例）

(  = 2 )  = 
0

－ 0
 ( 交代行列 ) に対しn X

x
x

－  = 
1 －

1
 , ＋  = 

1
－ 1

 , ( ＋  )  = 
1＋

1 1 －
1

E X
x

x
E X

x
x

E X －1

x2

x
x

よって

 = 
1＋

1 1 －
1

1 －
1

 = 
1＋

1 - +1 -2

2 - +1
 = 

1＋

1－

1＋

－2

1＋

2

1＋

1－
T

x2

x
x

x
x x2

x2 x
x x2

x2

x2

x2

x

x2

x

x2

x2

 = 
2

θ
  ( －π < θ < π )  とおけばx tan
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1＋

1－
 = 

1＋
2

θ

1－
2

θ

 = 

2

θ

2

θ

＋

2

θ

2

θ
2

θ

2

θ

－

2

θ

2

θ

 = 
2

θ
－

2

θ
 = θ

x2

x2

tan2

tan2

cos2

cos2

cos2

sin2

cos2

cos2

cos2

sin2

cos2 sin2 cos

1＋

2
 = 

1＋
2

θ

2
2

θ

 = 

2

θ

2

θ

＋

2

θ

2

θ

2

2

θ

2

θ

 = 2
2

θ

2

θ
 = θ

x2

x

tan2

tan

cos2

cos2

cos2

sin2

cos

sin

sin cos sin

 = 
θ － θ
θ θ

 となる。T
cos sin
sin cos

(  = 3 )  = 
0

－ 0
－ － 0

 に対してn X
x y

x z
y z

－  = 
1 － －

1 －
1

 , ＋  = 
1

－ 1
－ － 1

E X
x y

x z
y z

E X
x y

x z
y z

| ＋  | = 1(1＋ )－ (－ ＋ )＋ ( ＋ ) = 1＋ ＋ ＋    Ｐ．６１Ⅱ章定理６からE X z2 x x yz y xz y x2 y2 z2

1
－ 1
－ － 1

x y
x z
y z

( ＋  )  = 
+ + +1

1 +1 － - -

- +1 － -

+ － + +1

E X －1

x2 y2 z2

z2 x yz xz y
x yz y2 xy z
xz y xy z x2

(－1) {－ ×1－ ×(－ )}1＋2 x z y
（位置が転置される）

よって

 = 
+ + +1

1 1 － －
1 －

1

+1 － - -

- +1 － -

+ － + +1

T
x2 y2 z2

x y
x z
y z

z2 x yz xz y
x yz y2 xy z
xz y xy z x2

( * = + + +1 )x2 y2 z2

= 
*

1 +1－ ( - )－ ( ＋ ) － － － ( +1)－ (－ + ) - － (－ - )－ ( ＋1)

( +1)＋ - － ( ＋ ) (－ － )＋ +1－ (－ + ) ( - )－ - － ( ＋1)

( +1)＋ ( - )＋ ＋ (－ － )＋ ( +1)－ + ( - )＋ (－ - )＋ ＋1

z2 x x yz y xz y x yz x y2 y xy z xz y x xy z y x2

x z2 x yz z xz y x x yz y2 z xy z x xz y xy z z x2

y z2 z x yz xz y y x yz z y2 xy z y xz y z xy z x2

= 
*

1 +1－ ＋ － － － － － － ＋ － ) - ＋ ＋ － －

+ ＋ - － － － － ＋ +1＋ - ) - － - － －

+ ＋ - ＋ ＋ － － ＋ + － + - － - ＋ ＋1

z2 x2 xyz xyz y2 x yz xy2 x xy2 yz xz y x2y xz x2y y
xz2 x x yz xz2 yz x2 xyz y2 xyz z2 x2z xy xy z x2z z
yz2 y xz yz2 xz y xy y2z y2z z xy z xyz y2 xyz z2 x2
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 = 
+ + +1

1 - - + +1 -2 -2 2 -2

2 -2 - + - +1 -2 -2

2 +2 -2 +2 - - +1

T
x2 y2 z2

x2 y2 z2 x yz xz y
x yz x2 y2 z2 xy z
xz y xy z x2 y2 z2

ここで、Ｐ．１３０問５

直交行列  = (  ) の (  ,  ) 余因子を Δ  とすれば、Ｐ．６１Ⅱ章定理 ６ からA aij i j ij

 = 
|  |

1

Δ Δ … Δ

Δ Δ … Δ

  ⋱  
Δ Δ … Δ

 =  = 

…

…

  ⋱  
…

 A－1

A

11 21 n1

12 22 n2

1n 2n nn

A
t

a11 a21 an1

a12 a22 an2

a1n a2n ann

|  | = 1  →   = Δ   ,   |  | = －1  →   = －ΔA aij ij A aij ij

正規直交系で |  ,  ,  | = 1 （右手系）とすればf1 f2 f3

 = (  ,  ,  ) =  としたとき、  = 

Δ Δ Δ

Δ Δ Δ

Δ Δ Δ

A f1 f2 f3

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

A
11 12 13

21 22 23

31 32 33

 =  ,  =  に対し、 ×  =  = －  なのでa
a1

a2

a3

b
b1

b2

b3

a b

a2 b2

a3 b3

a3 b3

a1 b1

a1 b1

a2 b2

a2 b2

a3 b3

a1 b1

a3 b3

a1 b1

a2 b2

×  =  = －  = 

Δ

Δ

Δ

 =  = f1 f2

a21 a22

a31 a32

a31 a32

a11 a12

a11 a12

a21 a22

a21 a22

a31 a32

a11 a12

a31 a32

a11 a12

a21 a22

13

23

33

a13

a23

a33

f3

×  =  = －  = 

Δ

Δ

Δ

 =  = f2 f3

a22 a23

a32 a33

a32 a33

a12 a13

a12 a13

a22 a23

a22 a23

a32 a33

a12 a13

a32 a33

a12 a13

a22 a23

11

21

31

a11

a21

a31

f1

×  =  = 

－

＋

－

 = 

Δ

Δ

Δ

 =  = f3 f1

a23 a21

a33 a31

a33 a31

a13 a11

a13 a11

a23 a21

a21 a23

a31 a33

a11 a13

a31 a33

a11 a13

a21 a23

12

22

32

a12

a22

a32

f2
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（Ｐ．１８４　問２）

 = 
+ + +1

1 - - + +1 -2 -2 2 -2

2 -2 - + - +1 -2 -2

2 +2 -2 +2 - - +1

T
x2 y2 z2

x2 y2 z2 x yz xz y
x yz x2 y2 z2 xy z
xz y xy z x2 y2 z2

 = 
θ － θ 0
θ θ 0

0 0 1

 ( 0 ≦ θ <π ) , |  | = 1 , 直交行列  =  とすればP －1TP
cos sin
sin cos P P

p11 p12 p13

p21 p22 p23

p31 p32 p33

 = 
θ － θ 0
θ θ 0

0 0 1

T
p11 p12 p13

p21 p22 p23

p31 p32 p33

cos sin
sin cos

p11 p21 p31

p12 p22 p32

p13 p23 p33

= 

θ- θ θ- θ θ- θ

θ+ θ θ+ θ θ+ θ

p11 p12 p13

p21 p22 p23

p31 p32 p33

p11cos p12sin p21cos p22sin p31cos p32sin
p11sin p12cos p21sin p22cos p31sin p32cos

p13 p23 p33

= 

- - -

+ + +  ← 
 = θ
 = θ

p11 p12 p13

p21 p22 p23

p31 p32 p33

p11c p12s p21c p22s p31c p32s
p11s p12c p21s p22c p31s p32c

p13 p23 p33

c cos
s sin

横に入らないので分割する。

-

+  = 

+ +

+ + - +

+ + - +

p11 p12 p13

p21 p22 p23

p31 p32 p33

p11c p12s
p11s p12c

p13

cp11
2 cp12

2 p13
2

cp11p21 cp12p22 p11p22s p12p21s p13p23

cp11p31 cp12p32 p11p32s p12p31s p13p33

= 

( + )+

( + )+ ( - )+

( + )+ ( - )+

c p11
2 p12

2 p2
13

c p11p21 p12p22 s p11p22 p12p21 p13p23

c p11p31 p12p32 s p11p32 p12p31 p13p33

= 

(1－ )＋

( + ＋ )+ + －

( + )－ +

 = 
c p2

13 p2
13

c p11p21 p12p22 p13p23 sp33 p13p23 cp13p23

c p11p31 p12p32 sp23 p13p33

(1－c)p2
13＋c

(1－c)p13p23＋sp33

(1－c)p13p33－sp23

( 注 p11p21+p12p22＋p13p23 = 0 ← （異なる行、列の内積は 0 で、この処理が何回かある。)

-

+  = 

+ - + +

+ +

+ + - +

p11 p12 p13

p21 p22 p23

p31 p32 p33

p21c p22s
p21s p22c

p23

cp11p21 cp12p22 p11p22s p12p21s p13p23

cp21
2 cp22

2 p23
2

cp21p31 cp22p32 p21p32s p22p31s p23p33

= 

( + )+ ( - )+

( + )+

( + )+ ( - )+

 = 

c p11p21 p12p22 s p12p21 p11p22 p13p23

c p21
2 p22

2 p2
23

c p21p31 p22p32 s p21p32 p22p31 p23p33

(1－c)p13p23－sp33

(1－c)p2
23＋c

(1－c)p23p33＋sp13

-

+  = 

+ - + +

+ - + +

+ +

p11 p12 p13

p21 p22 p23

p31 p32 p33

p31c p32s
p31s p32c

p33

cp11p31 cp12p32 p11p32s p12p31s p13p33

cp21p31 cp22p32 p21p32s p22p31s p23p33

cp31
2 cp32

2 p33
2

301



= 

( + )+ ( - )+

( + )+ ( - )+

+ +

 = 

c p11p31 p12p32 s p12p31 p11p32 p13p33

c p21p31 p22p32 s p22p31 p21p32 p23p33

cp31
2 cp32

2 p33
2

(1－c)p13p33＋sp23

(1－c)p23p33－sp13

(1－c)p2
33＋c

　　　  の  =  ,  = －  ,  =  を使った。

p11 p12 p13

p21 p22 p23

p31 p32 p33

p11 p12

p21 p22

p33

p11 p12

p31 p32

p23

p21 p22

p31 p32

p13

まとめると

 = 
+ + +1

1 - - + +1 -2 -2 2 -2

2 -2 - + - +1 -2 -2

2 +2 -2 +2 - - +1

T
x2 y2 z2

x2 y2 z2 x yz xz y
x yz x2 y2 z2 xy z
xz y xy z x2 y2 z2

= 

(1－ ) ＋ (1－ ) － (1－ ) ＋

(1－ ) ＋ (1－ ) ＋ (1－ ) －

(1－ ) － (1－ ) ＋ (1－ ) ＋

c p2
13 c c p13p23 sp33 c p13p33 sp23

c p13p23 sp33 c p2
23 c c p23p33 sp13

c p13p33 sp23 c p23p33 sp13 c p2
33 c

成分を比較して

+ + +1

-2 -2
 = (1－ ) －  , 

+ + +1

2 -2
 = (1－ ) ＋  

x2 y2 z2

x yz
c p13p23 sp33 x2 y2 z2

x yz
c p13p23 sp33

（後－前） 
+ + +1

4
 = 2  → ④ 

+ + +1

2
 = 

x2 y2 z2

x
sp33 x2 y2 z2

x
sp33

+ + +1

2 -2
 = (1－ ) ＋  , 

+ + +1

2 +2
 = (1－ ) －

x2 y2 z2

xz y
c p13p33 sp23 x2 y2 z2

xz y
c p13p33 sp23

（後－前） 
+ + +1

4
 = －2  → ⑤ 

+ + +1

2
 = －

x2 y2 z2

y
sp23 x2 y2 z2

y
sp23

+ + +1

-2 -2
 = (1－ ) －  , 

+ + +1

-2 +2
 = (1－ ) ＋

x2 y2 z2

xy z
c p23p33 sp13 x2 y2 z2

xy z
c p23p33 sp13

（後－前） 
+ + +1

4
 = 2  → ⑥ 

+ + +1

2
 = 

x2 y2 z2

z
sp13 x2 y2 z2

z
sp13

まとめると

①
+ + +1

- - + +1
 = (1－ ) ＋  , ②

+ + +1

- + - +1
 = (1－ ) ＋  , ③

+ + +1

- - +1
 = (1－ ) ＋

x2 y2 z2

x2 y2 z2

c p2
13 c

x2 y2 z2

x2 y2 z2

c p2
23 c

x2 y2 z2

x2 y2 z2

c p2
33 c

④
+ + +1

2
 =  , ⑤

+ + +1

2
 = －  , ⑥

+ + +1

2
 =  

x2 y2 z2

x
sp33 x2 y2 z2

y
sp23 x2 y2 z2

z
sp13

①＋②＋③

+ + +1

- - + +1
＋

+ + +1

- + - +1
＋

+ + +1

- - +1
 = (1－ )＋3    →  1＋2  = 

+ + +1

3- - －

x2 y2 z2

x2 y2 z2

x2 y2 z2

x2 y2 z2

x2 y2 z2

x2 y2 z2

c c c
x2 y2 z2

x2 y2 z2

2  = 
+ + +1

3- - －
－

+ + +1

＋ ＋ ＋1
 = 

+ + +1

2-2 -2 －2
   →  θ = 

+ + +1

1- - -
c

x2 y2 z2

x2 y2 z2

x2 y2 z2

x2 y2 z2

x2 y2 z2

x2 y2 z2

cos
x2 y2 z2

x2 y2 z2
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④ ＋⑤ ＋⑥2 2 2

 = 
( + + +1)

4( ＋ ＋ )
  →  θ = ±

+ + +1

2 ＋ ＋
s2

x2 y2 z2 2

x2 y2 z2

sin
x2 y2 z2

x2 y2 z2

 = 
θ － θ 0
θ θ 0

0 0 1

 ( 0 ≦ θ <π ) , |  | = 1  →  
2

θ
 ≧ 0P －1TP

cos sin
sin cos P tan

2

θ
 = ＋ ＋  ≧ 0  なのでtan x2 y2 z2

θ = 
+ + +1

1- - -
 ≧ 0  ,  θ = 

+ + +1

2 ＋ ＋
 ≧ 0cos

x2 y2 z2

x2 y2 z2

sin
x2 y2 z2

x2 y2 z2

( θ= 

1＋
2

θ

1－
2

θ

  ,  θ = 

1＋
2

θ

2
2

θ

 )cos
tan2

tan2

sin
tan2

tan

また、④ , ⑤ , ⑥ から

 = 
+ + +1

2
－   →   = 

2 ＋ ＋

+ + +1

+ + +1

2
－s

p13

p23

p33
x2 y2 z2

x
y
z

p13

p23

p33
x2 y2 z2

x2 y2 z2

x2 y2 z2

x
y
z

 = 
＋ ＋

1
－

p13

p23

p33
x2 y2 z2

x
y
z

ここで、  = (  ,  ,  ) と考えれば、底の変換行列  をほどこすことによってP p1 p2 p3 P

(  ,  ,  ) = (  ,  ,  )
θ － θ 0
θ θ 0

0 0 1

  →   = 　　←  が回転の軸になる。T p1 p2 p3 p1 p2 p3

cos sin
sin cos Tp3 p3 p3

 =  = 
＋ ＋

1
－  は θ≠ 0 のとき、回転軸の正の方向を向く単位ベクトルとなることp 3

p13

p23

p33
x2 y2 z2

x
y
z

がわかる。（θ= 0 の場合は ＋ ＋  = 0 となってしまう。）x2 y2 z2

θ= π の場合、
2

θ
 = ＋∞ ,   = 

－1 0 0
0 －1 0
0 0 1

 となり、除かれた部分の集合に含まれる -1tan P －1TP

を固有値とする  になる。T
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( 具体的に )

 = 
0 1 2
-1 0 3
-2 -3 0

   X

 ≒ 
0.333 -0.933 0.133
-0.667 -0.333 -0.667
0.667 0.133 -0.733

 T

θ≒ 75 度 ,  ≒ 
0.267
-0.535
0.802

　　　　p3

（Ｐ．１８４　問３）

 を任意の複素行列とする。  =  で、－1 を固有値にもたない  次複素行列  とA T *AT A n T

＋  =  で固有値 －1 をもたない  次複素行列  とは  変換 (40) , (41) にX *A AX 0 n X Cayley

より一対一に対応することを示せ。

まず、  が正則ならば ( )  = ( )  に注意してA A* －1 A－1 *

 を ＋  =  で固有値 －1 をもたない  次複素行列とする。 ＋  は正則である。X X *A AX 0 n E X

 = ( －  )( ＋  )  ,  = ( ( ＋  ) ) ( －  ) = ( ＋ ) ( － ) T E X E X －1 T * E X －1 * E X * E X * －1 E X *

また、( －  )( ＋  ) = ＋ － －  = ( ＋  )( －  ) よって、( －  ) と ( ＋  )E X E X E X X X 2 E X E X E X E X －1

は交換可能

 = ( ＋ ) ( － ) ( －  )( ＋  )  T *AT E X * －1 E X * A E X E X －1

= ( ＋ ) ( － )( －  )( ＋  )E X * －1 A X *A E X E X －1

= ( ＋ ) ( ＋  )( －  )( ＋  )E X * －1 A AX E X E X －1

= ( ＋ ) ( ＋  )( ＋  ) ( －  )E X * －1A E X E X －1 E X

= ( ＋ ) ( －  ) = ( ＋ ) ( －  )E X * －1A E X E X * －1 A AX

= ( ＋ ) ( ＋  ) = ( ＋ ) ( ＋ )  = E X * －1 A X *A E X * －1 E X * A A

＋  = ＋( －  )( ＋  )  = ( ＋  )( ＋  ) ＋( －  )( ＋  )E T E E X E X －1 E X E X －1 E X E X －1

= 2 ( ＋  )  = 2( ＋  )  であるから ＋  も正則である。よって、  は－1 を固有値にもE E X －1 E X －1 E T T

たない  次複素行列である。n

( ＋  ) = ＋  = －   →  ( ＋  ) = －   →   = ( －  )( ＋  )  を得る。T E X T TX E X X E T E T X E T E T －1

P

A

B

C

A'

B'

75度

304



逆に、  を－1 を固有値にもたない  次複素行列とする。 ＋  は正則である。 T n E T

 = ( －  )( ＋  )  とすれば、  , ( －  ) , ( ＋  ) , ( ＋  )  は交換可能でX E T E T －1 T E T E T E T －1

 , ( －  ) , ( ＋ ) , ( ＋  )  も交換可能で  = ( ＋  ) ( －  ) なので T * E T * E T * E T * －1 X * E T * －1 E T *

 と  も交換可能である。  =  からT * X * T *AT A

 = ( ＋  ) ( －  )  =  ( ＋  ) ( －  ) = ( ＋  ) ( －  )X *AT E T * －1 E T * AT E T * －1 AT A E T * －1A T E

  = ( ＋  ) ( －  )   X *AT E T * －1A T E

( ＋  )  = ( －  )E T* X *AT A T E

＋  = ( －  )X *AT T *X *AT A T E

＋  = －X *AT X *A AT A

( ＋  ) = －   …  ①X * AT A AT A 

 = ( －  )( ＋  )  = ( －  )( ＋  )  = ( －  )( ＋  )AXT A E T E T －1T AT E T E T －1 AT ATT E T －1

= ( －  ) ( ＋  )A AT T E T －1

= － ( ＋  ) ( ＋  )   ←  ① を代入する。X * AT A T E T －1

= － ( ＋ ) ( ＋  )X *A T E T E T －1

= －X *AT

よって、( ＋  ) 　  を得る。  は正則でもかまわないので、 ＋  =  となる。AX X *A T = 0 T X *A AX 0

＋  = ( ＋  )( ＋  ) ＋ ( －  )( ＋  )  = 2( ＋  )  　よって、 ＋  は正則E X E T E T －1 E T E T －1 E T －1 E X

したがって、  = ( －  )( ＋  )T E X E X －1

一対一に対応することに関しては、Ｐ．１８３と同様である。
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