
（Ｐ．９２　注意　一次独立と表現の一意性は同値）

逆に表現が一意的ならば、å
i=1

r
ciai = 0 のとき、å

i=1

r
ciai = 0 = å

i=1

r
0ai なので、表現の一意性から ci

 = 0　( 1≦i≦r ) とならなければならない。したがって、a1 , … , ar は一次独立になる。 

（Ｐ．９３　補題２　もう少し詳しく）

{  , … ,  } ～ {  , … ,  } , {  , … ,  } ～ {  , … ,  } ならばa1 ar b1 bs b1 bs c1 ct

{  , … ,  } ～ {  , … ,  }a1 ar c1 ct

なぜなら、任意の  は  = ＋…＋ と表すことができる。また、任意の  は  = 

＋…＋  したがって、代入すれば、  は  , … ,  の一次結合で表すことができる。逆も同

様である。

ai ai x1b1 xsbs bj  bj y1c1

ytct ai c1 ct

また、すべての  が  , … ,  に一次従属ならば、{  , … ,  } ～{  , … ,  } とな

ってしまうので、一次従属とならない  が存在する。そのような  の一つを  とする。

bj a1 ar－1 a1 ar－1 b1 bs

bj bj bjr

 は {  , … ,  } に一次従属、{  , … ,  } には一次従属ではないから、  = ＋

…＋ ＋  とかいたとき、 ≠ 0 である。もし、  = 0 ならば  は {  , … ,  } 

に一次従属になってしまう。よって、{  , … ,  ,  } ～{  , … ,  } とすることができた。

当然、{  , … ,  ,  } は一次独立なベクトルの集合である。　

bjr a1 ar a1 ar－1  bjr c1a1

cr－1ar－1 crar cr cr bjr a1 ar－1

a1 ar－1 bjr b1 bs   

a1 ar－1 bjr

この操作を繰り返すということは次に  を選んだとしてar－1

{  , … , , ,  } が一次独立なベクトルの集合で {  , … , , ,  } ～ {

  , … ,  } となる が存在するということになる。

a1 ar－2  bjr－1
 bjr a1 ar－2  bjr－1

 bjr

b1 bs bjr－1

{  , … , ,  } ～ {  , … ,  } であるがa1 ar－1 bjr b1 bs

{  , … , ,  } ～ {  , … ,  } ではない。a1 ar－2 bjr b1 bs

もしそうならば、{  , … , ,  } ～ {  , … , ,  } となり、  は  , … , ,

 に一次従属となり矛盾する。

a1 ar－1 bjr a1 ar－2 bjr ar－1 a1 ar－2 

bjr

したがって、  , … , ,  に一次従属ではない  が存在して {  , … , , ,

 } が一次独立なベクトルの集合とすることができる。

a1 ar－2 bjr bjr－1
a1 ar－2  bjr－1

 

bjr
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また、  は {  , … , ,  } に一次従属で {  , … , ,  } に一次従属ではない

ので

bjr－1
a1 ar－1 bjr a1 ar－2 bjr

 = ＋…＋ ＋ ＋  (  ≠ 0 ) となり、 は {  , … , bjr－1
c1a1 cr－2ar－2 cr－1ar－1 cjr1

bjr1
cr－1 ar－1 a1

 , ,  } に一次従属になり、{  , … , , ,  } ～ {  , … ,  } となる。よ

って、これを繰り返していくと、いずれ　{  , … ,  } ～ {  , … ,  } となる。

ar－2  bjr－1
 bjr a1 ar－2  bjr－1

 bjr b1 bs

bj1 bjr b1 bs

{  , … ,  } ⊂ {  , … ,  } は当然である。bj1 bjr b1 bs

もし、  ∈ {  , … ,  } で  ∉ {  , … ,  } となる  が存在したとすれば、上記より、  = 

＋…＋  (  ≠  , 1≦ ≦  ) とかける。しかし、  , … ,  は {  , … ,  } の元だ

ったので、  が {  , … ,  } に関して一次従属になり、矛盾する。よって　{  , … ,  } = { 

 , … ,  }  したがって、  =  となる。

bi b1 bs bi bj1 bjr bi bi

xj1bj1 xjrbjr i jk k r bj1 bjr b1 bs

bi b1 bs bj1 bjr

b1 bs r s

（別証） 仮定から

 =   = ＋ ＋…＋        b1 å
i=1

r
qi1ai q11a1 q21a2 qr1ar

 =   = ＋ ＋…＋     b2 å
i=1

r
qi2ai q12a1 q22a2 qr2ar

   ⋮

 =   = ＋ ＋…＋     bs å
i=1

r
qisai q1sa1 q2sa2 qrsar

記号的には（右辺は行列の乗法（成分どうしの積）の定義に乗っ取っていない）

(  , … ,  ) = (  , … ,  )

…

…

  …  
…

← (  ,  ) 行列b1 bs a1 ar

q11 q12 q1s

q21 q22 q2s

qr1 qr2 qrs

r s

 =   = ＋ ＋…＋   a1 å
j=1

s
pj1bj p11b1 p21b2 ps1bs

 =   = ＋ ＋…＋   a2 å
j=1

s
pj2bj p12b1 p22b2 ps2bs

       ⋮

 =   = ＋ ＋…＋   ar å
j=1

s
pjrbj p1rb1 p2rb2 psrbs

105



(  , … ,  ) = (  , … ,  )

…

…

  …  
…

← (  ,  ) 行列a1 ar b1 bs

p11 p12 p1r

p21 p22 p2r

ps1 ps2 psr

s r

　　　　　　　　　　　　P Q

(  , … ,  ) = (  , … ,  )

…

…

  …  
…

…

…

  …  
…

b1 bs b1 bs

p11 p12 p1r

p21 p22 p2r

ps1 ps2 psr

q11 q12 q1s

q21 q22 q2s

qr1 qr2 qrs

表現の一意性から  = PQ E (s)

　　　　　　　　　　　　Q P

(  , … ,  ) = (  , … ,  )

…

…

  …  
…

…

…

  …  
…

a1 ar a1 ar

q11 q12 q1s

q21 q22 q2s

qr1 qr2 qrs

p11 p12 p1r

p21 p22 p2r

ps1 ps2 psr

同様にして、表現の一意性から  = QP E (r)

後は、Ⅱ定理９により、  =  となる。r s

（Ｐ．９５　定理１　証明補足）

{  , … ,  } から一次独立なベクトルの集合 {  , … ,  } を選びだし、すべての  が { 

 , … ,  } の一次従属になる。そのような一次独立なベクトルの集合 {  , … ,  } が別に

あったとする。当然、すべての  が それぞれの集合の一次従属になるのであるから、{  , … 

,  } ～ {  , … ,  } 、よって、  =  となる。

a1 am ai1 air ai

ai1 air aj1 ajs

ai ai1

air aj1 ajs r s

（Ｐ．９５　系１　証明補足）

特に  =  ならば、  = 0 よって、{  , … ,  ,  , … ,  } の一次独立なベクトルの極大集合

が {  , … ,  } となる。ということは 各  は {  , … ,  } に一次従属になる。

p s t a1 ap b1 bs

a1 ap bj a1 ap

また、{  , … ,  } は一次独立で、{  , … ,  } ⊂ {  , … ,  } ,  =   からbk1
bkr bk1

bkr  b1 bs r s

{  , … ,  } = {  , … ,  } よって、{  , … ,  } は一次独立であることになる。bk1
bkr  b1 bs  b1 bs

（Ｐ．９６　定理２　証明補足）

 - ベクトルについて、  = C  次元ベクトルである |  , … ,  | = 0 ということは、すべてのm N n m a1 am
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 次行列式が = 0 であるとういことを言い換えているだけである。m

（十分条件　≠ ０ ならば）

→  ⋮ ＋ ⋮ ＋…＋ ⋮  = x1

a11

an1

x2

a12

an2

xm

a1m

anm

0

＋ ＋ … ＋  = 0

＋ ＋ … ＋  = 0

                        …
＋ ＋ … ＋  = 0

a11x1 a12x2 a1mxm
a21x1 a22x2 a2mxm

an1x1 an2x2 anmxm

もし、すべての  次行列式が 0 だとしたら、≠ 0 の解が存在するはずである。  , … ,  の

中で、1つでも ≠ 0 でない解があれば、一次独立であることに反する。

m x1 xn

（必要条件　一次独立ならば）

 の  個の行の中から、  個の行を選び出して作った  次行列式が 0 にならないものを具体

的に作ればよい。

A n m m

(  , … ,  ,  , … ,  ) ～(  , … ,  )　なので、補題２の別証から、この  次正方行列

は正則である。そこで、仮に  = ＋1 ,  = ＋2 , … ,  =  の場合には、その行列は記号

的な表現で次のようになり、 .54 の例４ より

a1 am ej1 ejt e1 en n

j1 m j2 m jr n

P

(  , … ,  ,  , … ,  ) = (  , … ,  )

… 0 … 0

 …   ⋱  
… 0 … 0

… 1 … 0

 …   ⋱  
… 0 … 1

a1 am ej1 ejt e1 en

a11 a1m

am1 amm
am＋1,1 am＋1,m

an1 anm

… 0 … 0

 …   ⋱  
… 0 … 0

… 1 … 0

 …   ⋱  
… 0 … 1

 = 

…

 …  
…

 ≠ 0

a11 a1m

am1 amm
am＋1,1 am＋1,m

an1 anm

a11 a1m

am1 amm

ここで、一般の場合に移る前に、具体的に、もし、  = 2 ,  = 3 , = 5 だとしたら  = 1 ,  = 4

 ,  = 6 とする。これは { 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 } から { 2 , 3 , 5 } を除いたものである。 

j1 j2 j3 i1 i2

i3

(  ,  ,  ,  ,  ,  ) = (  ,  ,  ,  ,  ,  ) 

0 0 0

1 0 0

0 1 0

0 0 0

0 0 1

0 0 0

　
a1 a2 a3 e2 e3 e5 e1 e2 e3 e4 e5 e6

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

a41 a42 a43

a51 a52 a53

a61 a62 a63
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σ= 
1 2 3 4 5 6

 = 1 2 3 4 5 6
1 4 6 2 3 5

 を行に施すとi1 i2 i3 j1 j2 j3

0 0 0

1 0 0

0 1 0

0 0 0

0 0 1

0 0 0

 = ε(σ)

0 0 0

0 0 0

0 0 0

1 0 0

0 1 0

0 0 1

 = ε(σ)  ≠ 0

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

a41 a42 a43

a51 a52 a53

a61 a62 a63

a11 a12 a13

a41 a42 a43

a61 a62 a63

a21 a22 a23

a31 a32 a33

a51 a52 a53

a11 a12 a13

a41 a42 a43

a61 a62 a63

一般の場合には、{ 1 , … ,  } から {  , … ,  } を取り去った残りを {  , … ,  } とすればn j1 jt i1 im

(  , … ,  ,  , … ,  ) = (  , … ,  ) 

… 0 0  … 0

    ⋮    
   1 0  … 0
　 　 　 　 　 　 　 　
⋮  ⋮  ⋮    
　 　 　 　 　 　 　 　
   0 0  … 1
    ⋮    

… 0 0  … 0

  a1 am ej1 ejt e1 en

a11 a1m

an1 anm

σ= 
1 … ＋1 …

… …
 とおくことにより

m m n
i1 im j1 jt

… 0 0  … 0

    ⋮    
   1 0  … 0
　 　 　 　 　 　 　 　
⋮  ⋮  ⋮    
　 　 　 　 　 　 　 　
   0 0  … 1
    ⋮    

… 0 0  … 0

 = ε(σ)

… 0 … 0

⋮  ⋮ ⋮  ⋮
… 0 … 0

… 1 … 0

⋮  ⋮ ⋮  ⋮
… 0 … 1

a11 a1m

an1 anm

ai11 ai1m

aim1 aimm
aj11 aj1m

ajt1 ajtm

= ε(σ)

…

⋮  ⋮
…

 ≠ 0        

ai11 ai1m

aim1 aimm

元の  次正方行列は正則なので、その行列式は ≠ 0 つまり、適当な  次行列を選び出せば

その行列式を ≠ 0 とすることができる。これで を示したことになる。

n m

存在

（Ｐ．９７　系）

(32)  

(  , ) (  , ) … (  , )

(  , ) (  , ) … (  , )

  …  
(  , ) (  , ) … (  , )

 = 

…

…

  …  
…

a1 a1 a1 a2 a1 am
a2 a1 a2 a2 a2 am

am a1 am a2 am am

å
1≦α1<α2<…<αm≦n

 

aα11
aα12

aα1m

aα21
aα22

aα2m

aαm1 aαm2 aαmm

 2
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．７２　例３ から、  ≦  ならば上の等式が成り立つので、左辺が ≠ 0 ならば、2 乗があるの

で右辺のどれかは ≠ 0 となり、右辺のすべての項が 0 ならば 左辺は 0 となる。よって、定理２

P m n

と同値になる。

（Ｐ．９７　注意１）

定理２ を  =  に置き換えると、 = (  ) ( 1 ≦  ≦  ) が一次独立であるための必要十分

な条件は、  = (  ) とおいたとき、|  | ≠ 0 である。つまり、一次従属ならば、|  | = 0 、逆も

いえる。

m n aj aij j m

A aij A A

 , … ,  が一次従属ならばa1 am

任意の  に対し　   (  ,  ) = (  ,  ) = 0  つまりi å
j=1

m
cj ai aj ai å

j=1

m
cjaj

 (  ,  )＋  (  ,  )＋…＋  (  ,  ) = 0c1 ai a1 c2 ai a2 cm ai am

となる、(  , … ,  ) ≠ ( 0 , … , 0 ) が存在するのでc1 cm

(  ,  )

⋮
(  ,  )

＋

(  ,  )

⋮
(  ,  )

＋…＋

(  ,  )

⋮
(  ,  )

 = 　　よって、 ( (  ,  ) ) = 0c1

a1 a1

am a1

c2

a1 a2

am a2

cm

a1 am

am am

0 det  ai aj

逆に、 ( (  ,  ) ) = 0 ならば、  = ( (  ,  ) ) としたとき、定理２から  の列ベクトルは一

次従属なので (  , … ,  ) ≠ ( 0 , … , 0 ) があって

det  ai aj A  ai aj A

c1 cm

(  ,  )

⋮
(  ,  )

＋

(  ,  )

⋮
(  ,  )

＋…＋

(  ,  )

⋮
(  ,  )

 = 
0
⋮
0

c1

a1 a1

am a1

c2

a1 a2

am a2

cm

a1 am

am am

よって、   (  ,  ) = 0    ( 1 ≦  ≦  )å
j=1

m
cj ai aj i m

(  ,  ) = ( ＋…＋  , ＋…＋  )å
i=1

m
ciai å

i=1

m
ciai c1a1 cmam c1a1 cmam

= (  ,  )＋…＋ (  ,  ) = 0c1å
j=1

m
cj a1 aj cmå

j=1

m
cj am aj

故に、内積の性質により、  =   すなわち、  , … ,  は一次従属である。å
i=1

m
ciai 0 a1 am

（Ｐ．９８　定理２　別証明　Ⅰ）の補足）

 , … ,  が強い意味で一次独立ならば、|  , … ,  | ≠ 0 なので a1 ar a1 ar

 = C  次元ベクトルのいずれかのν成分で ≠ 0 となるものがある。しかし、ここでは簡単にす

るために、Δ  として次の行列式を考えることにする。もし、必要があれば行の置換を行って考え

ることとする。（符号が変わるだけで、= 0 か ≠ 0 であるかには関係しない。）

N n r

r
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… …

… …

 …   …  
… …

… …

 …   …  
… …

     Δ  = 

… …

 …  …  
… …

 ≠ 0 

a11 a1r a1,r＋1 a1m

a21 a2r a2,r＋1 a2m

ar1 arr ar,r＋1 arm
ar＋1,1 ar＋1,r ar＋1,r＋1 ar＋1,m

an1 anr an,r＋1 anm

r

a   
11 a1,j a1r

ar1 ar,j arr

そこで、  , … ,  ,  , … ,  ( －1 で証明できれば、それを根拠に －2 , －3 , …

と順に減らしていけばよい）としたとき、  列での余因子による展開を考えると

a1 aj－1 aj＋1 ar r r r

j

Δ  = Δ ＋ Δ ＋…＋ Δ  ≠ 0r a1j 1j a2j 2j arj rj

よって、いずれかの Δ  ≠ 0 ( 1≦ ≦  )   kj k r

このことは、|  , … ,  ,  , … ,  | ≠ 0  であることを示している。 a1 aj－1 aj＋1 ar

（Ｐ．９８　定理２　別証明　Ⅱ修正）

必要があれば行の置換を行って考えることとして、上と同様に Δ  ≠ 0 と仮定する。r

… …

… …

 …   …  
… …

… …

 …   …  
… …

a11 a1r a1,r＋1 a1m

a21 a2r a2,r＋1 a2m

ar1 arr ar,r＋1 arm
ar＋1,1 ar＋1,r ar＋1,r＋1 ar＋1,m

an1 anr an,r＋1 anm

→　

＋ ＋…＋  = 

＋ ＋…＋  = 

…
＋ ＋…＋  = 

a11x1 a12x2 a1rxr a1,r＋1

a21x1 a22x2 a2rxr a2,r＋1

ar1x1 ar2x2 arrxr ar,r＋1

i ← 原文では  j の定理によりCramer
⋎

 =  = 
Δ

△
  ,  △  = 

… …

⋮  ⋮  ⋮
… …

   ( 1≦ ≦  ) xi ci
r

i,r＋1

i,r＋1

a11 a1,r＋1 a1r

ar1 ar,r＋1 arr

i r
余因子ではない！

この、  , … ,  が残りの連立方程式の解になっていることを示せばよい。つまりc1 cr
＋ ＋…＋  = 

＋ ＋…＋  = 

…
  ＋    ＋ … ＋   = 

ar＋11c1 ar＋12c2 ar＋1rcr ar＋1,r＋1

ar＋21c1 ar＋22c2 ar＋2rcr ar＋2,r＋1

an1c1 an2c2 anrcr an,r＋1

 , … ,  ,  は強い意味で一次独立ではないので、どの行を ＋1本選んでも 0 である

。

a1 ar ar＋1 r

 

…

⋮  ⋮ ⋮
…

…

 = 0　     ( 1≦ ≦ －  ) ←  次元ベクトルなので

a11 a1,r a1,r＋1

ar1 ar,r ar,r＋1

ar＋i,1 ar＋i,r ar＋i,r＋1

i n r n
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この行列式を最後の行に関して展開したいが、その前に

i
⋎

△  = 

… …

⋮  ⋮  ⋮
… …

   ( 1≦ ≦  ) i,r＋1

a11 a1,r＋1 a1r

ar1 ar,r＋1 arr

i r

= (－1)

…

⋮  ⋮ ⋮
…

        ( 1≦ ≦  )r－i
a11 a1r a1,r＋1

ar1 arr ar,r＋1

i r

↑

 が変わるたびに  がないことに注意！i ai

…

⋮  ⋮ ⋮
…

 = (－1) △      ( 1≦ ≦  )

a11 a1r a1,r＋1

ar1 arr ar,r＋1

－r＋i
i,r＋1 i r

↑

 が変わるたびに  がないことに注意！i ai

最後の行に関して展開すると

(－1) (－1) △ ＋(－1) (－1) △ ＋…　　　　　　　　　　

＋(－1) (－1) △ ＋(－1) Δ  = 0

r＋i＋1 －r＋1
1,r＋1ar＋i,1

r＋i＋2 －r＋2
2,r＋1ar＋i,2

2r＋i 0
r,r＋1ar＋i,r

2r＋i＋1
rar＋i,r＋1

(－1) △ ＋(－1) △ ＋…＋(－1) △ ＋(－1) Δ

 = 0

i＋2
1,r＋1ar＋i,1

i＋4
2,r＋1ar＋i,2

i
r,r＋1ar＋i,r

i＋1
r

ar＋i,r＋1

(－1) △ ＋(－1) △ ＋…＋(－1) △ ＋(－1) Δ = 0i
1,r＋1ar＋i,1

i
2,r＋1ar＋i,2

i
r,r＋1ar＋i,r

i＋1
rar＋i,r＋1

△ ＋△ ＋…＋△ ＋(－1) Δ  = 01,r＋1ar＋i,1 2,r＋1ar＋i,2 r,r＋1ar＋i,r
1

rar＋i,r＋1

Δ

△
＋

Δ

△
＋…＋

Δ

△
 = 　( 1≦ ≦ －  )

r

1,r＋1
ar＋i,1

r

2,r＋1
ar＋i,2

r

r,r＋1
ar＋i,r ar＋i,r＋1 i n r

よって、 ＋1≦ ≦  に対してもr i n

 ＋  ＋…＋   = 　c1 ar＋i,1 c2 ar＋i,2 cr ar＋i,r ar＋i,r＋1

なので、  ＋  ＋…＋   = 　この表現は  の定理により、一意的である

と言いたいところだが、他に　　

c1 a1 c2 a2 cr ar ar＋1 Cramer

…

 …  
…

 ≠ 0 

ai11 ai1r

air1 airr
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となる行があるかもしれない。しかし、上の証明から、そのような行に関しても  , … ,  が解にc1 cr

なっていることがわかる。つまり、「  , … ,  ,  は強い意味で一次独立ではない」 の存在a1 ar ar＋1

があるからだ。

さて、この別証明の存在理由は、一次独立ならば ≠ 0 となる  次行列式が存在することを示

すことである。つまり残されたことは、普通の意味で一次独立ならば強い意味で一次独立である

ことを示せばよい。

m

まず、{  , … ,  } が一次独立ならば、  ≠  ( 1≦ ≦  ) なので、強い意味での一次独立a1 am ai 0 i m

なベクトルの集合は ∅ でなはい。また、包含関係において順序集合であり、Ⅰ）によって、その

部分集合は強い意味で一次独立であるので、包含関係において全順序集合になるように選べば

ツォルンの補題（数学の基礎 Ｐ．３２）によって極大な集合 {  , … ,  } が存在することがわai1 air

かる。（極大な集合 {  , … ,  } の存在を認めるならばツォルンの補題は必要ない。）ai1 air

もし、  <  だとすれば、  ∉ {  , … ,  } が存在するはずなので、Ⅱ）から  は  , … , r m ai ai1 a ir ai ai1

 の一次結合として一意的に表すことができる。このことは、  , … ,  が普通の意味で一air a1 am

次独立であることに反する。よって、  =  となる。r m

（Ｐ．１００　ⅰ） ⅱ） について）

  =  ならば、  の中に  個の一次独立なベクトルが存在し、( ＋1) 個以上の一次独立

なベクトルは存在しないのだから、一次独立なベクトル {  , … ,  } を選び出すことができる。

dim W r W r r

a1 ar

ⅰ） 任意のベクトル  ∈  に対し、{  , … ,  ,  } という集合を考えたとき、{  , … ,  , 

 } は一次独立ではないので一次従属になる。よって、補題１から  は {  , … ,  } の一次

結合として表すことができ、ⅱ）それも一意的である。

x W a1 ar x a1 ar

x x a1 ar

逆に、部分空間  が ⅰ）、ⅱ） が満たすならば、  個の一次独立なベクトルの集合 {  , … ,

  } が存在する。このとき、  に含まれる  個の一次独立なベクトルの集合 {  , … ,  } を

選んだとき、ⅰ）から、各  は {  , … ,  } に一次従属である。したがって、定理１の系１から 

 ≦  となる。よって、( ＋1) 個以上の一次独立なベクトルは存在しないので、   = 

 

W r a1

ar W p b1 bp

bi a1 ar

p r r dim W r

（Ｐ．１０１　W1 ⊂ W2 , r1 = r2 ならば W1 = W2）

いくつかの定理の証明に使われる。 な性質である。重要

（Ｐ．１０２　問２）

＋  は  ,  を含む最小の部分空間である。W1 W2 W1 W2
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（証）(ⅰ）任意の  ,  ∈ ＋  ,  = ＋  ,  = ＋ (  , ∈  ,  , ∈  )

 に対し、 ＋  = ( ＋ )＋( ＋  ) , ＋  ∈  , ＋  ∈  よって、 ＋  ∈ 

＋   

x y W1 W2 x x1 x2 y y1 y2 x1 y1 W1 x2 y2 W2

x y x1 y1 x2 y2 x1 y1 W1 x2 y2 W2 x y W1

W2

（ⅱ）任意の  ∈ ＋  ,  = ＋  (  ∈  ,  ∈  ) に対し、任意のスカラー  が

あって、 ＋  ,  ∈  ,  ∈  よって、  ∈ ＋

x W1 W2 x x1 x2 x1 W1 x2 W2 c

cx = cx1 cx2 cx1 W1 cx2 W2 cx W1 W2

よって、（ⅰ）、（ⅱ）をみたすので部分空間となる。

0 ∈  ,  なので、  ,  ⊂ ＋  である。W1 W2 W1 W2 W1 W2

最後に、  を  ,  を含む部分空間とすれば、任意の  ∈  ,  ∈  に対し、 ＋

 ∈   よって、 ＋ ⊂   　 

W W1 W2 x1 W1 x2 W2 x1

y1 W W1 W2 W

よって、最小であることがわかった。

（Ｐ．１０４　問３）

一般には

  ≦  ＋  ＋…＋  dim W dim W1 dim W2 dim Wm

直和のときに限り

  =  ＋  ＋…＋  dim W dim W1 dim W2 dim Wm

（証）　   =  とし、  の1つの基底を {  ,  , … ,  } とする。  = ＋ ＋…

＋  ならば、  は {  ,  , … ,  ,  ,  , … ,  , … ,  ,  , … ,  } 

によって生成される。したがって、生成元のなかから一次独立な基底を選ぶことができるので

dim W1 ri Wi a (i)
1 a2

(i) ari
(i) W W1 W2

Wm W a (1)
1 a2

(1) ar1

(1) a (2)
1 a2

(2) ar2

(2) a (m)
1 a2

(m) arm
(m)

  ≦  ＋  ＋…＋  dim W dim W1 dim W2 dim Wm

となる。

ここで、証明を線型代数入門Ｐ．１１１［ ］（齋藤正彦　著）に写し、問３、問４ をいっきに証明

する。

４．９

 = ＋ ＋…＋  であるとき、次の三条件は同値である。［４．９］　W W1 W2 Wm

１）　  = … 　　(  は直和を表す)W W1 ∔ W2 ∔ ∔ Wm ∔

２）　 ∩( ＋…＋ ＋ ＋…＋  ) = {  }  (  = 1 , 2 , … ,  )Wi W1 Wi－1 Wi＋1 Wm 0 i m

３）　   =  ＋  ＋…＋  dim W dim W1 dim W2 dim Wm

（証）　  に関する帰納法で証明する。  = 2 の場合は、前定理で証明済みである。  > 2 としk k k
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て、 －1 のときは成り立つと仮定する。k

 = ＋…＋ ＋ ＋…＋    (  = 1 , 2 , … ,  ) Ui W1 Wi－1 Wi＋1 Wm i m

とおく。１⇒３⇒２⇒１ の順で証明する。

（１⇒３）　仮定から

 =    ( ∩  = {  } )W W1 ∔ U1  W1 U1 0  

 = … U1 W2 ∔ ∔ Wm

が成り立つので、帰納法の仮定より

  =   =   = dim W dim W1 ＋ dim U1 dim W1 ＋ å
i=2

m
dim Wi å

i=1

m
dim Wi

（３⇒２）　  = ＋   であるからW Ui Wi

  ≧  －   =  dim Ui dim W dim Wi å
j≠i

m
dim Wj

ところが一般に、   ≦  　であるからdim Ui å
j≠i

m
dim Wj

  =   =  dim W å
j≠i

m
dim Wj dim Wi ＋ dim Ui

よって、前定理より、 ∩  = {  }  となる。Wi Ui 0

（２⇒１）　  の元  が二通りにW x

 =      ,   =       ,     ,  ∈    (  = 1 , 2 , … ,  )x å
j=1

m
xj    x å

j=1

m
x'j xj x'j Wj j m

と表されるならば

－  = ( －  ) xi x'i å
j≠i

m
x'j xj

が成り立ち、左辺は  に含まれ、右辺は  に含まれるので、ともに ∩Wi Ui Wi Ui

に含まれる。すなわち、  である。  は任意だったので、  は ,  , … ,  の直和である

。

0 i W W1 W2 Wm

（Ｐ．１０４　注意）

（ⅰ）( ＋  )∩  ⊃ ( ∩  )＋( ∩  )  を証明する。W1 W2 W3 W1 W3 W2 W3

任意の  =  ∈ ( ∩  )＋( ∩  )  (  ∈ ∩  ,  ∈ ∩  ) ならばx a＋b W1 W3 W2 W3 a W1 W3 b W2 W3

＋  ∈ ＋   かつ  ＋  ∈   である。a b W1 W2 a b W3

よって、  =  ∈ ( ＋  )∩  x a＋b W1 W2 W3
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W2 となることについて” ≠ ”
W3ヒントはＰ．９６の２１行目にあるが

 = {{  }} ,  = {{  }}  W1 e1 W2 e2

 = {{ ＋  }}  とおくW3 e1 e2

( ＋  )∩  = ∩  = W1 W2 W3 R2 W3 W3
e2 ＋e1 e2

( ∩  )＋( ∩  ) = { 0 }W1 W3 W2 W3
W1 

e1

よって、( ＋  )∩  ≠ ( ∩  )＋( ∩  ) であって、” = ” にはならない。W1 W2 W3 W1 W3 W2 W3

（ⅱ）( ∩ )＋  ⊂ ( ＋  )∩( ＋  )  を証明する。W1 W2 W3 W1 W3 W2 W3

任意の  = ＋  ∈ ( ∩ )＋  (  ∈ ( ∩ ) , ∈ )に対し、x a b W1 W2 W3 a W1 W2 b  W3 

 ∈   かつ   ∈   ,  ∈   なので、 ＋  ∈ ＋  かつ　 ＋  ∈ ＋   で

ある。よって、 ＋  ∈ ( ＋  )∩( ＋  ) 　

a W1 a W2 b  W3 a b W1 W3 a b W2 W3

a b W1 W3 W2 W3

 となることについて” ≠ ”

上と同じように部分空間を定めると

( ∩ )＋  = { 0 }W1 W2 W3

( ＋  )∩( ＋  ) = ∩  = W1 W3 W2 W3 R2 R2 R2

よって

( ∩ )＋  ≠ ( ＋  )∩( ＋  )W1 W2 W3 W1 W3 W2 W3

（Ｐ．１０５　a'' ≠ 0）

 = － = － － なので、もし = 0 ならば、 は { ,  , … , } に

一次従属になってしまう。

a'' a a' a c1f1 c2f2－…－cpfp a f1 f2 fp 

（Ｐ．１０５　Schmidtの直交化法）

 の一つの底 { ,  , … , } が与えられていたとすれば、W a1
 a2 ar 

 = || ||c11 a1 
－1

 = f1 c11a1

( ,  ) =    →    － →     = 
|| －  ||

－
  a2 f1 c a2 cf1    f2 a2 cf1

a2 cf1
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 = 
|| －  ||

－
 = 

|| －  ||

－
＋

|| －  ||
                                                       　　　　

= 
|| －  ||

－
＋

|| －  ||

1
＋

f2 a2 cf1

a2 cf1

a2 cf1

cf1

a2 cf1

a2

a2 cf1

cc11
a1 a2 cf1

a2 = c12a1 c22a2

( ,  ) =  , ( ,  ) =    →   － －a3 f1 c1 a3 f2 c2 a3 c1f1 c2f2 

 = 
|| － －  || 

－ －
 = 

|| － －  ||

－ － ( ＋ )＋
→   f3 a3 c1f1 c2f2

a3 c1f1 c2f2

a3 c1f1 c2f2

c1c11a1 c2 c12a1 c22a2 a3

= 
|| － －  ||

－ －
＋

|| － －  ||

－
＋

|| － －  ||

1

a3 c1f1 c2f2

c1c11 c2c12
a1 a3 c1f1 c2f2

c2c22
a2 a3 c1f1 c2f2

a3

= ＋ ＋     ,   (  ,  ) = δ   ( 1≦  ,  ≦3 )c13a1 c23a1 c33a1  fi fj ij i j

さらに続けていけば

 = f1 c11a1

 = ＋f2 c12a1 c22a2

 = ＋ ＋f3 c13a1 c23a2 c33a3

     ⋮

= ＋ ＋…＋fr c1ra1 c2ra2 crrar

 , … , がすでに得られていたとすればf1 fp 

このようにして、正規直交系 { ,  , … , } を得ることができる。f1 f2 fr 

（注意）　  ≠ 0 ( 1≦ ≦  )  なぜならcii i r

 = 

|| － (  ,  )  ||

1
 なので || － (  ,  )  || = 0 ならばcii

 ai å
k=1

i－1

ai fk fk

 a i å
k=1

i－1

ai fk fk

－ (  ,  )  = 0  →   = (  ,  )  ai å
k=1

i－1

ai fk fk ai å
k=1

i－1

ai fk fk

 は一次従属になってしまうからである。ai
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 = f1 c11a1

 = ＋f2 c12a1 c22a2

 = ＋ ＋f3 c13a1 c23a2 c33a3

     ⋮

= ＋ ＋…＋fr c1ra1 c2ra2 crrar

これを逆に に関して解けばai 

 = 'a1 c 11f1

 = ' ＋ 'a2 c 12f1 c 22f2

 = ' ＋ ' ＋ 'a3 c 13f1 c 23f2 c 33f3

     ⋮

= ' ＋ ' ＋…＋ 'ar c 1rf1 c 2rf2 c rrfr

 = 
'

1
 つまり、  = 

'

1
 である。 f1 c 11

a1 c11 c 11

2番目の式を について解くと、
'

－ '
＋

'

1
 、 の中には  は含まれないの

で表現の一意性から  = 
'

1
 となる。同様に について解けば、 ～  の中に は含

まれないので表現の一意性から  = 
'

1
 となる。また、≠ 0 である。 

f2 f2 = 
c 22

c 12
f1 c 22

a2 f1 a2

c22 c 22

fi f１ fi－１ ai 

cii c ii

 ,  ( 1≦ ≦  ) を第  列ベクトルとする (  ,  ) 行列を  ,  とするとaj fj j r j n r A F

※　　  =  

' ' … '

 ' … '

  ⋱ ⋮
0  … '

=    とおくA F

c 11 c 12 c 1r

c 22 c 2r

c rr

F C

Ｐ．６９の例３から、  = ( (  ,  ) ) = ( δ  ) =  であるからF
t
F fi fj ij E (r)

 =   →   =  A FC A
t

C
t

F
t

 =    =  = ( (  ,  ) )  A
t
A C

t
F
t
FC C

t
C ai aj

したがって、 (  ) = (  ) =  (  )  (  ) = (  '  )  ≠ 0det A
t
A det C

t
C det C

t
det C Õ

i=1

r
c ii

2

 =  の場合には、  =  =  すなわち、  =  　 ←　 直交行列r n F
t
F F F

t
E (n) F －1 F

t
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 は  の一次独立な底の行列だったので、  =  の場合には、正則行列になる。底のとり方

は任意なので、※より、 ことが

わかる。

A W r n

 任 意 の 正 則 行 列 は 正 則 な 直 交 行 列 と 三 角 行 列 の 積 に 分 解 で き る

（Ｐ．１０６　直交補空間）

{  ; (  ,  ) = 0    ∈  }  =     ←   の直交補空間x x y for all  y W W ⊥ W

直交補空間は部分空間である。なぜなら

任意の  , ∈  をとったとき、( α ＋β  ,  ) = α(  ,  )＋β(  ,  ) = 0＋0 = 0 だか

らである。

x z W ⊥ x z y x y z y

 = ＋  Vn W W ⊥

 = '＋ '' ,   = '＋ ''  ,  ' , '' ∈  , ' , '' ∈ x x x  y y y x  x W  y y  W ⊥

(  ,  ) = ( '＋ '' , ＋ '' ) = ( ' , '＋ '' ) ＋( '' , '＋ '' )x y x x y' y x y y x y y

= ( ' , ' )＋( ' , '' )＋( '' , ' )＋( '' , '' ) x y x y x y x y

= ( ' , ' )＋0＋0＋( '' , '' )x y x y

 ⊂ (  )  （Ｐ．１０８　W W ⊥ ⊥ ）

なぜなら、任意の  ∈  に対し、 (  )  だとしたら、ある ∈  があって (  ,  ) 

≠ 0 、ところが はすべての  ∈  に対して (  ,  ) = 0 のはずなので矛盾する。したがっ

て、 (  )

x W x ∉ W ⊥ ⊥  y W ⊥ x y

 y x W x y

x ∈ W ⊥ ⊥

⊂ 　→　 ⊃  （Ｐ．１０８　A B A⊥ B ⊥ ）

なぜなら、任意の  ∈  に対して、どんな  の元を取ってもそれらの内積は 0 なので、  の

部分集合である  のどんな元との内積も 0 になる。つまり、  ∈  となる。

x B ⊥ B B

A x A⊥

(11)  ( ＋  )  = ∩     この左辺は直和とは限らないことに注意！W1 W2
⊥ W⊥

1 W⊥
2

像、核、逆像（Ｐ．１０８　 ）

（像）　{  ;  ∈  ,  =    (  ∈  ) } =   ( ) は部分空間である。y y V m y Ax x W f W

ⅰ）　任意の ' , '' ∈  ( ) に対し、 ' = ' , '' '' となる、 '' ∈  が存在す

るので、 ’＋ '' ∈  であることから、 '＋ ''= ’＋ '' = ( ’＋ '' ) ∈  ( )

y  y f W y Ax y  = Ax x’ , x W

x x W y y Ax Ax A x x f W

ⅱ）　任意の ' ∈  ( ) に対し、 ' = ' となる ∈  が存在するので、 ' ∈  である

ことから、 ' ' = ( ') ∈  ( ) 

y f W y Ax x’ W cx W

cy  = cAx A cx f W  
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（核）　{  ;  ∈  ,  = 0 } =    (0) は部分空間である。　x x V n Ax f －1

ⅰ）　任意の ' , '' ∈  (0) に対し、 ( '＋ '' ) =  ( ')＋ ( '') = 0 となる。　            

よって、 ’＋ '' ∈  (0) 

x  x f －1 A x x  A x A x

x x f －1

ⅱ）明らかである。

（逆像）　  の部分空間  ' が与えられたとき、{  ;  ∈  ,  ∈  ' } =    (  ') は

部分空間である。　

V n W x x V m Ax W f －1 W

ⅰ）　任意の ' , '' ∈   (  ') に対し、 ( '＋ '' ) =  ( ')＋ ( '') ∈  ' なので、 ’

＋ '' ∈  (  ') 

x  x f －1 W A x x  A x A x W x

x f －1 W

ⅱ）明らかである。

（注意）この本の流れでは、まず「一次独立とは何か」からはじめ、次に 「部分空間とは」、

全体である Vn については触れない。このことは、Vn も部分空間であるとい前提から説明

の重複を避けるためだと思う。次に内積が定義されている「n 次元（数）ベクトル空間」にお

いて直交補空間を定義し、それを直和に結びつけた。内積が定義されていなければ考える

ことはできなかった。

（Ｐ．１１０　系２）

（略証）   =  ,  ( ( )∩  ) = －  とし、 ( )∩  の底を {  , … ,  } と

する。定理３から、適当に  （1≦  ≦ ) をとり、{  , … ,  , … ,  } が  の底になるように

する。そのとき、 ( ) , … , ( ) が ( ) の底になることを示せば、  ( ) =  となり (14)

dim W k dim f －1 0 W k r f －1 0 W ur＋1 uk

ui i r u1 ur uk W

f u1 f ur f W dim f W r

が得られる。 ( ) , … , ( ) が一次独立であることだけを示す。f u1 f ur

( ) =  とすれば、 ( ) = ( ) =   よって、  ∈ ( )∩  　したがってå
i=1

r
xif ui 0 f å

i=1

r
xiui å

i=1

r
xif ui 0 å

i=1

r
xiui f －1 0 W

ある  ( ＋1≦ ≦ ) があって、  = xi r i k å
i=1

r
xiui å

i=r＋1

k
xiui

 （1≦  ≦ ) は一次独立なので  = 0 （1≦  ≦ ) を得る。ui i k xi i k

（Ｐ．１０５　問１）

 ( ) =  ( )∩  ' (  = (  ') )  からf W f Vm W W f －1 W

⊂  なので、  ( )⊂  ( ) は明らか。  ( (  '))⊂  ' （ 任意の  ∈  ( (  ')) 

に対し、  =  ( ) ,  ∈ (  ') となる  が存在する。つまり、  = ( ) ∈  ' ) よって   (

)⊂  ' 、したがって、  ( )⊂  ( )∩  '

W V m f W f Vm f f －1 W W y f f －1 W

y f x x f －1 W x y f x W f

W W f W f Vm W
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逆に、任意の  ∈  ( )∩  ' に対し、  ∈  ( ) なので  =  ( ) ,  ∈  とかける。か

つ、  ∈  ' であるから　  ∈ (  ') =    したがって、  ∈  ( ) となる。つまり、  ∈  (

)∩  ( ) =  ( ) 

y f Vm W y f Vm y f x x Vm

y W x f－1 W W y f W y f

Vm f W f W

よって、  ( ) =  ( )∩  ' となる。f W f Vm W

 = (  ') ⊃ ( ) から (14) により　W f －1 W f －1 0

 ( ) =  ( )－  ( ( )∩  ) なので、 dim f W dim W dim f－1 0 W

 (  ( )∩  ' ) =  ( (  ') )－  ( )dim f Vm W dim f －1 W dim f－1 0

よって、  ( (  ') ) =  (  ( )∩  ' )＋  ( )dim f －1 W dim f Vm W dim f－1 0

（Ｐ．１１０　rank f は f の像の次元）

 :  →  ,    =   ( ) =  {{  ,  , … ,  }}f Vm Vn rank f dim f Vm dim a1 a2 am

ⅰ）   =  ならば、定理７より、  ( ) = {  } よって、系１から  は一対一の写像とな

る。また、逆も成り立つ。 

rank f m dim f－1 0 0 f

 ( )⊂  →   ( ) ≦  →  ≦  f Vm Vn dim f Vm n m n

ⅱ）   =  ならば、  ( )⊂  であり、 　  ( ) =  なので  ( )=  よって、上

への写像となる。

rank f n f Vm Vn dim f Vm n f Vm Vn

ⅲ） 系１と同じ。

（Ｐ．１１１　定理８） 

  ≦    ,    =  ( )  ≦    →    =   

 

rank AQ rank A rank A rank AQ Q－1 rank AQ rank A rank AQ

（Ｐ．１１１　重要） 

ⅰ）  W1⊂W2 , dim W1 = dim W2 ⇒ W1 = W2

ⅱ)  dim f (W) ≦ dim W

ⅲ）行列 A に対して

1) 一つの列（行）にそれ以外の列（行）の一次結合を加えること、

 2) 一つの列（行）を ≠ 0 なるスカラー倍すること、

3) 列（行）の置換を行うこと、

つまり、基本変形を施しても rank f は不変である。
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（Ｐ．１１１　rank A の小行列式による定義について） 

  とは  の列ベクトル  , … ,  のうち一次独立なものの最大個数であった。したがっ

て、   =  ならば、その中から  個選び出し、定理２を適用すればよい。よって、  に含ま

れる ≠ 0 の小行列式の最大次数として定義できる。

rank A A a1 am

rank A r r A

（Ｐ．１０７　定理９） 

 :    →       つまり、  は (  ,  ) 行列とする。f V m V n A n m

 = 

…

…

  …  
…

 ,   = 

…

…

  …  
…

A

a11 a12 a1m

a21 a22 a2m

an1 an2 anm

A
t

a11 a21 an1

a12 a22 an2 

a1m a2m anm

の列ベクトルを  ,  , … ,   ,   ⋮  に対しA
t

 a (1) a (2) a (n) x = 
x1

xm

∈ V m

＋ ＋…＋  =     ⇔   (  ,  ) = 0   ( 1≦ ≦  )x1a1 x2a2 xmam 0 x a(i) i n

なぜなら

 ＋ ＋…＋  =        ⇔     

＋ ＋…＋  = 0

＋ ＋…＋  = 0

                        ⋮
＋ ＋…＋  = 0

x1a1 x2a2 xmam 0

a11x1 a12x2 a1mxm
a21x1 a22x2 a2mxm

an1x1 an2x2 anmxm

⇔  (  ,  ) = 0   ( 1≦ ≦  )x a(i) i n

よって、  :  →    (  →  )  ,    :  →    (  →  )  とおけばf x Ax V m V n f
t

y A
t
y V n V m

 ∈ ( )  ⇔  ＋ ＋…＋  =   ⇔  (  ,  ) = 0   ( 1≦ ≦  )  ⇔  (  ,  )

 = 0 , (  ,  ) = 0 , … , (  ,  ) = 0   

x f－1 0 x1a1 x2a2 xmam 0 x a(i) i n x a(1)

x a(2) x a(n)

⇔   (  , ＋ ＋…＋  ) = 0   ⇔    ∈ (  ( ) )  x y1a
(1) y2a

(2) yna
(n) x f

t
V n ⊥

すなわち、  ( ) = (  ( ) )f－1 0 f
t

V n ⊥

小行列式による階数の定義は列に対しても行に対しても平等であるから、この定理の結論は当

然なのである。
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（Ｐ．１１２　例 １） 

一般に、( ＋ )  ⊂ ＋  であるが、= とはならない。A B V m AV m BV m

 = 2 0
0 3

 ,  = －2 0
0 －3

 ならば、( ＋ )  = { }A B A B V m 0 

また、( ＋ )  , ＋  は部分空間であって、( ＋ )  ⊂ ＋   かつA B V m AV m BV m A B V m AV m BV m

 ( ＋ )  =  ( ＋ )  ならば、( ＋ )  = ＋    ( P.101 (1) )dim A B V m dim AV m BV m A B V m AV m BV m

（Ｐ．１１３　例 ２） 

{  } ∩  ⊂ {  } でともに部分空間であるので、( P.101 (1) ) から次元が等しければA－1  0 W A－1  0

{  } ∩  = {  } となる。よって、 {  } ⊂ A－1  0 W A－1  0 A－1  0 W

（Ｐ．１１４　連立方程式（一般の場合）） 

斉次の場合

＋ ＋…  = 0

＋ ＋…  = 0

                   ⋮  
＋ ＋…  = 0

                   ⋮
＋ ＋…  = 0

     →   

…

…

  …  
…

  …  
…

⋮

⋮

 = 

a11x1 a12x2 a1mxm
a21x1 a22x2 a2mxm

ar1x1 ar2x2 armxm

an1x1 an2x2 anmxm

Ax = 

a11 a12 a1m

a21 a22 a2m

ar1 ar2 arm

an1 an2 anm

x1

x2

xr

xm

0

定理９と同じように、解ベクトル空間 = ( ) = {{  ,  , … ,  }}f－1 0 a (1) a (2) a (n) ⊥

  =  とし、簡単のためrank A r

…

 …  
…

 ≠ 0  と仮定する。（そうでないときは、適当に行、列の置換を行えばよいと書い

てあるが、列の置換の場合は、未知数の順番を変える必要がある。例えば、  ,  ,  , … の

ように）

a11 a1r

ar1 arr

x1 x3 x2

定理２ から  ,  , … ,  が {{  ,  , … ,  }} の底になる。従って、a (1) a (2) a (r) a (1) a (2) a (n)

(20')  (  ,  ) = 0  (1 ≦  ≦ )a (i) x i r

と同値である。

このことは、残りの ( －  ) 個の方程式は不要になることを示している。なぜなら、  ( ＋1 ≦ 

 ≦  ) は、  ,  , … ,  の一次結合で表すことができるので、(  ,  ) = 0  ( ＋1 ≦ 

 ≦  ) だからである。

n r a (j) r

j n a (1) a (2) a (r) a (j) x r

j n
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(20') を変形すれば

＋ ＋…＋  = － － －…－

＋ ＋…＋  = － － －…－

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　⋮
＋ ＋…＋  = － － －…－

a11x1 a12x2 a1rxr a1,r＋1xr＋1 a1,r＋2xr＋2 a1,mxm
a21x1 a22x2 a2rxr a2,r＋1xr＋1 a2,r＋2xr＋2 a2,mxm

ar1x1 ar2x2 arrxr ar,r＋1xr＋1 ar,r＋2xr＋2 ar,mxm

この連立方程式は解けるので

⋮
 = 

1
0
⋮
0

  ,  

0
1
⋮
0

  ,  …  ,  

0
0
⋮
1

xr＋1

xr＋2

xm

を代入（本当は任意でよいことが後でわかる）実数して解けば、 －  組の解を得ることができ

る。

m r

例えば、 (1 , 0 , … , 0) を代入すれば
t

i
⋎

　→  Δ  = 

… …

… …

⋮  ⋮  ⋮
… …

i,r＋1

a11 a1,r＋1 a1r

a21 a2,r＋1 a2r

ar1 ar,r＋1 arr

＋ ＋…＋  = －

＋ ＋…＋  = －

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　⋮
＋ ＋…＋  = －

a11x1 a12x2 a1rxr a1,r＋1

a21x1 a22x2 a2rxr a2,r＋1

ar1x1 ar2x2 arrxr ar,r＋1

（余因子ではない！）

 の公式 (P.66) から解を表せば、 －  個のベクトルを作ることができる。これらのベク

トルを左から順に  , , …, とおけば、解ベクトル空間の一つの底になる。

Cramer m r

x1 x2 xm－r  

 

⋮

⋮

 = 

－
Δ

Δ

－
Δ

Δ

⋮

－
Δ

Δ

1
0
⋮
0

 ,  = 

－
Δ

Δ

－
Δ

Δ

⋮

－
Δ

Δ

0
1
⋮
0

 , … ,  = 

－
Δ

Δ

－
Δ

Δ

⋮

－
Δ

Δ

0
0
⋮
1

x1

x2

xr
xr＋1

xm

x1= 

r

1,r＋1

r

2,r＋1

r

r,r＋1
x2

r

1,r＋2

r

2,r＋2

r

r,r＋2
xm－r

r

1,m

r

2,m

r

r,m

実際、これらのベクトルが一次独立であることは明らかであり、解空間の次元は定理７ の (13) か

ら  ( ( ) ) = －  次元なので底となる。dim f －1 0 m r

具体的に、  ( 1≦ ≦ ( － ) ) は解である。cxi i m r

例えば、 ならば、cx1 
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 = 

－
Δ

Δ

－
Δ

Δ

⋮

－
Δ

Δ

1
0
⋮
0

  は　

＋ ＋…＋  = －

＋ ＋…＋  = －

　　　　　　　　　　　⋮
＋ ＋…＋  = －

　　の解になっている。cx1 c

r

1,r＋1

r

2,r＋1

r

r,r＋1

a11x1 a12x2 a1rxr a1,r＋1c

a21x1 a22x2 a2rxr a2,r＋1c

ar1x1 ar2x2 arrxr ar,r＋1c

つまり、解ベクトルは一般に ＋ ＋…＋  で得ることができる。つまり、  , 

 , … ,  は任意の実数であれば問題なかったことになり、言いかえれば、変数として 

＋ ＋…＋  で一般解を表すことができたことになる。

c1x1 c2x2 cm－rxm－r xr＋1

xr＋2 xm－r

xr＋1x1 xr＋2x2 xm－rxm－r

ここで、他の行について、例えば

(  ,  ) = ＋ ＋…＋ ＋ ＋…＋a (r＋1) xi ar＋1,1x1 ar＋1,2x2 ar＋1,rxr ar＋1,r＋1xr＋1 ar＋1,mxm

であるが、  は  ,  , … ,  の一次結合で表すことができるので  = ＋

＋…＋   とおけば、上の式を内積で表現して

a (r＋1) a (1) a (2) a (r) a (r＋1) k1a
(1)

k2a
(2) kra

(r)

(  ,  ) = ( ＋ ＋…＋  ,  ) = 0   ( 1≦ ≦ ( － ) )a (r＋1) xi k1a
(1) k2a

(2) kra
(r) xi i m r

なので、解になっていることがわかる。

（Ｐ．１１７　問１ (ⅱ）） 

（ⅱ）　

2 － － ＋2  = 0

－ ＋2 － －  = 0

－ － ＋2 －  = 0

 →  
2 －1 －1 2

－1 2 －1 －1
－1 －1 2 －1

 = 

x1 x2 x3 x4

x1 x2 x3 x4

x1 x2 x3 x4

x1

x2

x3

x4

0

 = 
2 －1 －1 2

－1 2 －1 －1
－1 －1 2 －1

 とする。まず、  の階数を求める。基本変形を施しても階数は変わ

らないので

A A

2 －1 －1 2
－1 2 －1 －1
－1 －1 2 －1

 → 
1 －

2

1
－

2

1
1

－1 2 －1 －1
－1 －1 2 －1

 → 

1 －
2

1
－

2

1
1

0
2

3
－

2

3
0

0 －
2

3

2

3
0

 → 
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1 －
2

1
－

2

1
1

0
2

3
－

2

3
0

0 0 0 0

 → 

1 －
2

1
－

2

1
0

0
2

3
－

2

3
0

0 0 0 0

 → 

1 －
2

1
0 0

－3
2

6
0 0

0 0 0 0

 → 

1 －
2

1
0 0

－1 1 0 0
0 0 0 0

 → 

1 －
2

1
0 0

0
2

1
0 0

0 0 0 0

 → 
1 －1 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0

 → 
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0

したがって、   = 2  定理１０とその系から、解空間の次元は 2 で、2 < 4 なので自明では

ない解が存在することがわかる。

rank A

 = ( 2 －1 －1 2)  ,  = (－1 2 －1 －1)  の (2 －1)  と (－1 2)  は一次独立な

ので

a (1) a (2)

    と　② 
    2 － = －2

－ ＋2  = 1
 

x1 x2

x1 x2

2 － － ＋2  = 0

－ ＋2 － －  = 0
　→　① 

   2 －  = 1

－ ＋2  = 1

x1 x2 x3 x4

x1 x2 x3 x4

x1 x2

x1 x2

これら２つの連立方程式を解けばよいことになる。

①の解は 
 = 1

 = 1
 、 ②の解は 

 = －1

 = 0
　よって、基本解は 

1
1
1
0

 , 

－1
0
0
1

 となる。確認のため
x1

x2

x1

x2

－ － ＋2 －  = 0　に代入してみると、成り立つことがわかる。x1 x2 x3 x4

解空間は  

1
1
1
0

＋

－1
0
0
1

 となる。x3 x4

一般の場合

 = 

…

…

  …   
…

⋮

0
⋮

－1

 = 　としておいて、仮に　

…

 …  
…

 ≠ 0  とすBx

a11 a12 a1m b1

a21 a22 a2m b2

an1 an2 anm bn

x1

xr 0

a11 a1r

ar1 arr

　
れば、斉次の場合と同様にして解くことができる。仮と書いたのは行の置換に関しては問題ない

が、列の置換に関しては未知数  , －1 の順番を変える必要はある。xi

「 ＋  は (18) の解ベクトル全体を動く。」 とあるが、仮に他の (18) の解  で  = ＋  とx0 x x1 x1 x0 x

表現できる (18 ) の解  が存在しなかったする。しかし、 －  は (18 ) の解なので、そのよう* x x0 x1
*

なことはありえない。
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（Ｐ．１１８　問２ (ⅱ）） 

（ⅱ）  

   2 － －  = 1

－ ＋2 －  = 0

 － － ＋2    = －1

  →  
2 －1 －1

－1 2 －1
－1 －1 2

 = 
1
0

－1
                                  

        

x1 x2 x3

x1 x2 x3

x1 x2 x3

x1

x2

x3

 = 
2 －1 －1

－1 2 －1
－1 －1 2

 ,  = 
2 －1 -1 1

－1 2 -1 0
－1 －1 2 -1

 として、それぞれの階数を求める。A B

 = 
2 －1 －1

－1 2 －1
－1 －1 2

 → 

2 －1 －1

0
2

3
－

2

3

0 －
2

3

2

3
 →  

2 －1 －2

0
2

3
0

0 －
2

3
0

 → 

2 －1 －2

0
2

3
0

0 0 0

A

→ 

2 －1 0

0
2

3
0

0 0 0

 → 
1 0 0
0 1 0
0 0 0

  ,     = 2rank A

 = 
2 －1 -1 1

－1 2 -1 0
－1 －1 2 -1

 → 

2 －1 -1 1

0
2

3
-

2

3

2

1

0 －
2

3

2

3
-

2

1
 → 

2 －1 -2 0

0
2

3
0 2

0 －
2

3
0 -2

B

→ 

2 －1 -2 0

0
2

3
0 2

0 0 0 0

 →  

2 －1 -2
3

4

0
2

3
0 0

0 0 0 0

 → 
1 0 0
0 1 0
0 0 0

  ,    = 2rank B

  = 2 =   なので、解が存在する。rank A rank B

次に特殊解を求める。 2 －1
－1 2

 ≠ 0 なので

 →  
 = 

3

2

 = 
3

1
  →  

3

2

3

1

0

x1

x2

2 －1 -1 1
－1 2 -1 0
－1 －1 2 -1 0

－1

 =   →  
2 －  = 1

－ ＋2  = 0

x1

x2 0
x1 x2

x1 x2

2 －1 －1
－1 2 －1
－1 －1 2 0

 = 
1
0
0

 として、本書（佐武）では解いている。
x1

x2

基本解を求める。

 →  
 = 1

 = 1
  → 

1
1
1

 
x1

x2

2 －1 －1
－1 2 －1
－1 －1 2 1

 =   →  
2 －  = 1

－ ＋2  = 1

x1

x2
0

x1 x2

x1 x2

126



よって、一般解は 
3

2

3

1

0

＋
1
1
1

 となる。c

（Ｐ．１１８　注意 １） 

「係数を含む体のとり方に関係しない」と書いてあるが、それは、実係数の連立方程式の場合で

ある。でなければ、  , , … ,  を実ベクトルとすることができない。「…を含む…」が気

になる。

x0 x1  xm－r

（Ｐ．１２４　例５）

 ,  は連続関数なので [  ,  ] 上で可積分である。f g a b

(  ,  ) =  ( ) ( )   が内積の定義をみたしているか調べる。f g ó
õa
b
f x g x dx

(3.1) ( ＋  ,  ) =  ( ＋ )  =  ＋  f1 f2 g ó
õa
b
f1 f2 gdx

ó
õa
b
f1gdx

ó
õa
b
f2gdx

= (  ,  )＋(  ,  )f1 g f2 g

(3.2) (  ,  ) =   =   =  (  ,  )cf g ó
õa
b
cfgdx có

õa
b
fgdx c f g

(3.3) (  ,  ) =   =   = (  ,  )f g ó
õa
b
fgdx ó

õa
b
gfdx g f

(3.4) (  ,  ) =   、   ≧ 0  なので、解析入門ⅠのＰ．２０９定理２．２（積分の単調性）

により  (  ,  ) =   ≧ 0　

f f ó
õa
b
f 2dx f 2

f f ó
õa
b
f 2dx

また、(  ,  ) =   = 0 ⇔  = 0 ( ⇐ ) は明らかなので省略する。f f ó
õa
b
f 2dx f

もし、あるλ∈ (  ,  ) で  (λ) =  ≠ 0 であるとする。  は連続関数なので、任意の ε> 0 に

対し、ある δ> 0 が存在して、 | －λ| < δ ならば  |  ( )－  (λ) | < εとすることができる。こ

こで、仮に  (λ) =  > 0 とすれば (  (λ) =  < 0 の場合も同様に証明可能)   

a b f p f

x f x f

f p f p

 (λ)－ε<  ( ) <  (λ)＋εf f x f

εは任意なのでいくらでも小さくできる。よって　0 <  (λ)－ε <  ( ) とすることができる。した

がって、δを十分に小さくとれば、λを含む十分に小さな区間において  ( ) > 0 つまり ( ) >

 0 となる。このことは

f f x

f x f 2 x

(  ,  ) =   = 0 に反する。（積分の強単調性）f f ó
õa
b
f 2dx

λ=  ,  の場合は、例えば、λ=  の場合は | －  | = －  < δとすれば同様に矛盾を示a b a x a x a
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すことができる。

次に、「  ,  が収束すれば  も収束する。」であるが、それにはコーシー列であるこå
　

　
a2
i å

　

　
bi

2 å
 

 
aibi

とを示せばよい。（解析入門　Ｐ．４４定理５．１）

仮定から、任意のε> 0 に対し、ある  ∈  が存在し、  ,  >  ならばn0 N n m n0

| ＋ ＋…＋  | < ε  a2
m a2

m＋1 a2
n

| ＋ ＋…＋  | < ε b2
m b2

m＋1 b2
n

よって

| ＋ ＋…＋  |  ≦ | ＋ ＋…＋  |×| ＋ ＋…＋  | < εambm am＋1bm＋1 anbn
2 a2

m a2
m＋1 a2

n b2
m b2

m＋1 b2
n

∴ | ＋ ＋…＋  | < εambm am＋1bm＋1 anbn

 = 
2π

1
 ,  = 

π

1
  ,  = 

π

1
   (  = 1 , 2 , … ) が [ 0 , 2π] で上の内

積により正規直交系であることを証明する。

f0 an cos nx bn sin nx n

(  ,  ) =  ( 
2π

1
 )  = 

2π

1
= 1f0 f0

ó
ô
õ0

2π
2dx x

2π

0

(  ,  ) = ( 
π

1
  )  = 

π

1
 an an

ó
ô
õ0

2π

cos nx 2dx ó
õ0

2π
cos2 nxdx

   （注）  2  = －  = 2 －1 = 1－2cos nx cos2nx sin2nx cos2nx sin2nx

= 
π

1
 

2

1＋  2
 = 

2π

1
＋

2

1
 2

ó
ô
õ0

2π cos nx
dx x

n
sin nx

2π

0

= 
2π

1
{ ( 2π＋0 )－( 0＋0 ) } = 1

(  ,  ) = ( 
π

1
  )  = 

π

1
  = 

π

1
 

2

1－  2
bn bn

ó
ô
õ0

2π

sin nx 2dx ó
õ0

2π
sin2 nx

ó
ô
õ0

2π cos nx
dx

= 
2π

1
－

2

1
 2  = 

2π

1
{ ( 2π－0 )－( 0－0 ) } = 1x

n
sin nx

2π

0

(  ,  ) =  
2π

1

π

1
   = 

2 π

1
   f0 an

ó
ô
õ0

2π

cos nx dx ó
õ0

2π
cos nx dx

= 
2 π

1 1
 = 0

n
sin nx

2π

0
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(  ,  ) =  
2π

1

π

1
   = 

2 π

1
   f0 bn

ó
ô
õ0

2π

sin nx dx ó
õ0

2π
sin nx dx

= 
2 π

1
－

1
 = 0

n
cos nx

2π

0

(  ,  ) =  
π

1
 

π

1
   = 

π

1
     an am

ó
ô
õ0

2π

cos nx cos mx dx ó
õ0

2π
cos nx cos mx dx

  　（注）  (α±β) = α β∓ α βcos cos cos sin sin

= 
2π

1
 { ( ＋  ) ＋ ( －  )  }ó

õ0

2π
cos n m x cos n m x dx

= 
2π

1

＋

1
( ＋  ) ＋

－

1
( －  )  = 0

n m
sin n m x

n m
sin n m x

2π

0

(  ,  ) =  
π

1
 

π

1
   = 

π

1
     bn bm

ó
ô
õ0

2π

sin nx sin mx dx ó
õ0

2π
sin nx sin mx dx

= 
2π

1
 { ( －  ) － ( ＋  )  }ó

õ0

2π
cos n m x cos n m x dx

= 
2π

1

－

1
( －  ) －

＋

1
( ＋  )  = 0

n m
sin n m x

n m
sin n m x

2π

0

(  ,  ) =  
π

1
  

π

1
  an bm

ó
ô
õ0

2π

cos nx sin mx dx

= 
π

1
      = 

π

1
     ó

õ0

2π
cos nx sin mx dx ó

õ0

2π
sin mx cos nx dx

   （注）  (α±β) = α β± α βsin sin cos cos sin

= 
2π

1
 { ( ＋  ) ＋ ( －  )  }ó

õ0

2π
sin m n x sin m n x dx

= 
2π

1
－

＋

1
( ＋  ) －

－

1
( －  )

m n
cos m n x

m n
cos m n x

2π

0

= 
2π

1
{ －

＋

1
－

－

1
－(－

＋

1
－

－

1
) } = 0

m n m n m n m n
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（Ｐ．１２４　注意）

 (  ( ) ( )  )det ó
õa
b
fi x fj x dx

= 

 ( ) ( )  ( ) ( ) …  ( ) ( )

 ( ) ( )  ( ) ( ) …  ( ) ( )

  …  

 ( ) ( )  ( ) ( ) …  ( ) ( )

ó
õa
b
f1 x f1 x dx

ó
õa
b
f1 x f2 x dx

ó
õa
b
f1 x fn x dx

ó
õa
b
f2 x f1 x dx

ó
õa
b
f2 x f2 x dx

ó
õa
b
f2 x fn x dx

ó
õa
b
fn x f1 x dx

ó
õa
b
fn x f2 x dx

ó
õa
b
fn x fn x dx

 = 2 の場合だけだがn

 = 
 ( )  ( ) ( )

 ( ) ( )  ( )
A

ó
õa
b
f1 x

2dx ó
õa
b
f1 x f2 x dx

ó
õa
b
f2 x f1 x dx

ó
õa
b
f2 x

2dx

   
( ) ( )

( ) ( )
 

ó
ô
õa

b ó
ô
õa

b f1 x1 f1 x2

f2 x1 f2 x2

 2

dx1dx2

=   { ( ( ) ( )－ ( ) ( ) )  }  ó
õa
b ó
õa
b

f1 x1 f2 x2 f1 x2 f2 x1
2 dx1dx2

=   { ( ) ( ) －2 ( ) ( ) ( ) ( )＋ ( ) ( )  }ó
õa
b ó
õa
b
f1 x1

2f2 x2
2 f1 x1 f2 x2 f1 x2 f2 x1 f1 x2

2f2 x1
2 dx1dx2

=   ( ) ( ) －2   ( ) ( ) ( ) ( ) ＋   ( ) ( )ó
õa
b ó
õa
b
f1 x1

2f2 x2
2dx1dx2

ó
õa
b ó
õa
b
f1 x1 f2 x2 f1 x2 f2 x1 dx1dx2

ó
õa
b ó
õa
b
f1 x2

2f2 x1
2

dx1dx2

=  { ( )  ( ) －2 ( ) ( )  ( ) ( ) ＋ ( )  (

)

ó
õa
b
f2 x2

2dx2
ó
õa
b
f1 x1

2dx1
ó
õa
b
f2 x2 f1 x2 dx2

ó
õa
b
f1 x1 f2 x1 dx1

ó
õa
b
f1 x2

2dx2
ó
õa
b
f2

x1
2dx1

=  ( )  ( ) －2  ( ) ( )  ( ) ( ) ＋  ( )  (

)

ó
õa
b
f1 x1

2dx1
ó
õa
b
f2 x2

2dx2
ó
õa
b
f1 x1 f2 x1 dx1

ó
õa
b
f2 x2 f1 x2 dx2

ó
õa
b
f2 x1

2dx1
ó
õa
b
f1

x2
2dx2

=  ( )  ( ) －2  ( ) ( )  ( ) ( ) ＋  ( )  ( )ó
õa
b
f1 x

2dxó
õa
b
f2 x

2dx ó
õa
b
f1 x f2 x dx

ó
õa
b
f2 x f1 x dx

ó
õa
b
f2 x

2dxó
õa
b
f1 x

2dx

= 2  ( )  ( ) －2  ( ) ( )  ( ) ( )ó
õa
b
f1 x

2dxó
õa
b
f2 x

2dx ó
õa
b
f1 x f2 x dx

ó
õa
b
f2 x f1 x dx

= 2!A

（Ｐ．１２４　底の変換）

 を任意の  次元ベクトル空間(≠数ベクトル空間) 、  ,  , … ,  を底とする。そのとき、V n a1 a2 an
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任意の  ∈  はx V

 = ＋ ＋…＋ または記号的に　　  = (  , … ,  ) ⋮x x1a1 x2a2 xnan   x a1 an

x1

xn

なぜ記号的かといえば、  , … ,  はいつも列ベクトルとは限らないからで、a1 an

行列空間の  = 1 0
0 0

 , … の底や関数空間の 1 ,   ,   , … などのように一般

のベクトル空間では底を数ベクトルに表すことができないことの方が多いからである。

a1 cos nx sin nx

そして、  がさらに計量ベクトル空間である場合、  ,  , … ,  として正規直交系をとるなら

ば、(  ,  ) =   となる。

V a1 a2 an

x y å
i=1

n
xiyi

なぜなら

＋ ＋…＋  = ＋ ＋…＋  x = x1a1 x2a2 xnan , y y1a1 y2a2 ynan  

とした場合

(  ,  ) = ( ＋ ＋…＋ ＋ ＋…＋  ) x y x1a1 x2a2 xnan , y1a1 y2a2 ynan

= (  , ＋ ＋…＋  )＋(  , ＋ ＋…＋  )＋…＋(  , 

＋ ＋…＋  )

x1a1 y1a1 y2a2 ynan x2a2 y1a1 y2a2 ynan xnan y1a1

y2a2 ynan

= ＋ ＋…＋  =  x1y1 x2y2 xnyn å
i=1

n
xiyi

さて、  の  を考えてみる。  の底が与えられていれば、  には  次の行列が対応

する。すなわち、

V 一次変換 f V f n

 ( ) = ＋ ＋…＋f a1 a11a1 a21a2 an1an

 ( ) = ＋ ＋…＋f a2 a12a1 a22a2 an2an       ← f(aj) = å
i=1

n
 aijai ( 1≦j≦n )

         … ↓

向きを間違えないように！ ( ) = ＋ ＋…＋f an a1na1 a2na2 annan
→

(24)  (  ( ) ,  ( ) , … ,  ( ) ) = (  ,  , … ,  ) 

…

…

  …  
…

f a1 f a2 f an a1 a2 an

a11 a12 a1n

a21 a22 a2n

an1 an2 ann

=  (  ,  , … ,  )  と記号的に書いてしまうと、  ( ) =  のとき f a1 a2 an f x y

131



 = (  ,  , … ,  ) ⋮  =  ( (  ,  , … ,  ) ⋮ )y a1 a2 an

y1

yn
f a1 a2 an

x1

xn

=  ( ＋ ＋…＋  ) =  ( )＋  ( )＋…＋  ( ) f x1a1 x2a2 xnan x1f a1 x2f a2 xnf an

= (  ( ) ,  ( ) , … ,  ( ) ) ⋮ = (  ,  , … ,  ) 

…

…

  …  
…

⋮f a1 f a2 f an

x1

xn
a1 a2 an

a11 a12 a1n

a21 a22 a2n

an1 an2 ann

x1

xn

よって

⋮  = 

…

…

  …  
…

⋮

y1

yn

a11 a12 a1n

a21 a22 a2n

an1 an2 ann

x1

xn

つまり、底を定めることにより、   に行列

…

…

  …  
…

を対応させることができる。f

a11 a12 a1n

a21 a22 a2n

an1 an2 ann

 に別の底  ,  , … ,  をとったとき、  のベクトルや一次変換に対応する数ベクトルや

  の表現行列はどのようになるだろうか

V a'1 a'2 a'n V

f

 = ＋ ＋…＋a'1 p11a1 p21a2 pn1an

 = ＋ ＋…＋a'2 p12a1 p22a2 pn2an ←  =  ( 1≦ ≦  )a'j å
i=1

n
pijai  j n

↓…

 = ＋ ＋…＋a'n p1na1 p2na2 pnnan

記号的に

→

(  ,  , … ,  ) = (  ,  , … ,  )

…

…

  …  
…

　…　a'1 a'2 a'n a1 a2 an

p11 p12 p1n

p21 p22 p2n

pn1 pn2 pnn

※

とすれば

を (  ) を底にしたとき　　    →   = ' ＋ ' ＋…＋ ' とするときx a'i x x x 1a'1 x 2a'2 x na'n 

 = (  ,  , … ,  ) ⋮  = (  ,  , … ,  ) 

'

⋮
'

x a1 a2 an

x1

xn
a'1 a'2 a'n

x 1

x n
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= (  ,  , … ,  )

…

…

  …  
…

'

⋮
'

a1 a2 an

p11 p12 p1n

p21 p22 p2n

pn1 pn2 pnn

x 1

x n

つまり

(27)    ⋮  = 

…

…

  …  
…

'

⋮
'

 =  

'

⋮
'

x1

xn

p11 p12 p1n

p21 p22 p2n

pn1 pn2 pnn

x 1

x n

P
x 1

x n

この   を という。（  から (  ) →  (  ) への底の変換行列というのであろう。）

 

P 底の変換行列 ※ ai a'i

さらに底を変換し、 (  ) →  (  ) の行列を  とすればa'i a''i Q

(  ,  , … ,  ) = (  , '  , … , '  )  = (  ,  , … ,  ) a'1 a'2 a'n a''1 a '2 a 'n Q a1 a2 an PQ

よって、 (  ) →  (  ) の底の変換行列は  となる。ai a''i PQ

特に、  = ならば、  =  となり、  は正則であって、  =  よって、(27) はa''i ai PQ E P Q P－1

(27')    

'

⋮
'

 = ⋮  
x 1

x n

P－1

x1

xn

（例）　３次元の回転行列 (θ)  (  座標をそのままに、  軸を  軸方向に回転させる。) Rx x y z

 の底として (  ,  ,  ) 、(  ,  ,  ) = ( 
1
0
0

 , 
0
θ
θ

 , 
0

－ θ
θ

 ) とする。V 3 e1 e2 e3 e'1 e'2 e'3 cos
sin

sin
cos

 = 1 ＋0 ＋0      e'1 e1 e2 e3

 = 0 ＋ θ ＋ θ  e'2 e1 cos e2 sin e3

 = 0 － θ ＋ θe'3 e1 sin e2 cos e3

(  ,  ,  ) = (  ,  ,  ) 
1 0 0
0 θ － θ
0 θ θ

e'1 e'2 e'3 e1 e2 e3 cos sin
sin cos

     →     

'

'

'

  とするとき

x1

x2

x3

x 1

x 2

x 3
(  )e'i

 = (  ,  ,  )  = (  ,  ,  )

'

'

'

 x e1 e2 e3

x1

x2

x3

e'1 e'2 e'3

x 1

x 2

x 3
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= (  ,  ,  ) 
1 0 0
0 θ － θ
0 θ θ

'

'

'
e1 e2 e3 cos sin

sin cos

x 1

x 2

x 3

つまり

 = 
1 0 0
0 θ － θ
0 θ θ

'

'

'

x1

x2

x3

cos sin
sin cos

x 1

x 2

x 3

'

'

'

 = 
1 0 0
0 θ － θ
0 θ θ

  = 
1 0 0
0 (－θ) － (－θ)
0 (－θ) (－θ)

x 1

x 2

x 3

cos sin
sin cos

－1 x1

x2

x3

cos sin
sin cos

x1

x2

x3

= 
1 0 0
0 θ θ
0 － θ θ

cos sin
sin cos

x1

x2

x3

次に  の  に対し、         →     ' = ( '  )    とすればV 一次変換 f f A a ij
( )

   
a'i 

 (  ,  , … ,  ) = (  ,  , … ,  ) ' =  ( (  ,  , … ,  )  ) f a'1 a'2 a'n a'1 a'2 a'n A f a1 a2 an P
(24)               （書き直しただけ）                     

=  ( ( ＋ ＋…＋  ) , ( ＋ ＋…＋  ) , … , ( ＋ ＋

…＋  ) ) 

f p11a1 p21a2 pn1an p12a1 p22a2 pn2an p1na1 p2na2

pnnan

= (  (  ,  , … ,  )
⋮

 ,  (  ,  , … ,  )
⋮

 , … ,  (  ,  , … , f a1 a2 an

p11

p21

pn1

f a1 a2 an

p12

p22

pn2

f a1 a2

 )
⋮

 ) =  (  ,  , … ,  )

…

…

  …  
…

  an

p1n

p2n

pnn

f a1 a2 an

p11 p12 p1n

p21 p22 p2n

pn1 pn2 pnn

= (  ,  , … ,  )  = (  ,  , … ,  )  a1 a2 an AP a'1 a'2 a'n P－1AP

よって

' =     ,    ' =  ( ') のとき　  

'

⋮
'

 =  

'

⋮
'

 となる。 A P－1AP y f x
y 1

y n

P－1AP
x 1

x n

134



（Ｐ．１２７　問１）

 = ' ,  = ' のときP－1AP A P－1BP B

ⅰ） ( ＋  )  = ＋  = '＋ 'P－1 A B P P－1AP P－1BP A B

ⅱ） ( )  =  = ' 'P－1 AB P P－1APP－1BP A B

ⅲ）  が正則ならばA

ⅱ）より、 ( )  = '( )' =   →　( ')  = ( )'    よってP－1 AA－1 P A A－1 E A －1 A－1

 = ( )' = ( ')P－1A－1P A－1 A －1

（Ｐ．１２７　問２）

 次元ベクトル空間  から  次元ベクトル空間  ' への一次写像  が与えられたとする。  ,

  ' の底 (  ) , (  ) に関して、  →  , また、  ,  ' の底をそれぞれ 

m V n V f V

V ai bi f A V V

(  ) = (  )   ,  ( '  ) = (  )   に変換したとき、  → '  であるとすれば ' =  とな

る。また、   =  のとき、  ,  を適当にとれば

a'i ai P b i bi Q f A A Q－1AP

rank A r P Q
( )ai ( )bi'∘ ∘g f g－1

                     Rn Rn
A

 = 

1  0  0
    
0  1  0
     
0  0  0

      ; (  ,  ) 行列Q－1AP

r
⋱

A n m g 'g

f
                       ' V V

とすることができる。(  ,  は  ,  次正則な行列 )P Q m n
h 'h

（前半の別証）

'∘ ∘h f h－1
 の基底の取り替え行列  、  ' の基底の取り替えV P V                      Rn Rm

'A ( )b'i( )a'i行列  を写像と解釈すれば、    Q

 = ∘   ,   = '∘ 'TP g h－1 TQ g h －1

 ,  , ' , ' は底をg h g h
となる。 決めるとによる写像

 = '∘ ∘  = '∘ ' ∘ '∘ ∘ ∘ ∘TA' h f h－1 h g －1 g f g－1 g h－1

= ( '∘ '  )∘( '∘ ∘  )∘( ∘  )h g －1 g f g－1 g h－1

= ∘ ∘  =  　（線型代数入門　齋藤正彦 著　P.115)T 
Q－1 TA Tp TQ－1AP

（証明）

 (  ,  , … ,  ) = ( ( ) , … , ( ) ) = (  , … ,  )   でありf a1 a2 an f a1 f am b1 bn A

 (  , … ,  ) = (  , … , f a'1 a'm b'1 b'n )A
' 

また一方では

 (  , … ,  ) =  ( (  , … ,  )  ) = ( ( ) , … , ( ) )f a'1 a'm f a1 am P f a1 f am P

= (  , … ,  )  = ( '  , … ,  b1 bn AP b 1 b'n ) Q
－1AP
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よって、(  , … ,  = ( '  , … ,     →    =   b'1 b'n )A
' b 1 b'n ) Q

－1AP A' Q－1AP

  =  なので、定理７より、  ( ) = － 　であるから定理３から  の底としてrank A r dim f－1 0 m r V

{  , … ,  , … ,  } の {  , … ,  } が ( ) の底になるようにとることが

できる。定理７を参考にして、  

a'1 a'r , a'r＋1 a'm a'r＋1 a'm f－1 0

 ( ) = { {  (  , … ,  ( ) } } ,   ( ) =  なので、  (  , … ,  ( ) が一次独立で

あることを示せばよい。今、

f V f a'1) f a'r dim f V r f a'1) f a'r

 (å
i=1

r
xif a'i) = 0

とすれば、  (  ) =  よって、  '  ∈ ( ) 、したがって、ある  ( ＋1≦ ≦ ) f å
i=1

r
xi a'i 0 å

i=1

r
xi a i f－1 0 xi r i m

があって

   =     →    －  '  = 0å
i=1

r
xi a'i å

i=r＋1

m
xi a'i å

i=1

r
xi a'i å

i=r＋1

m
xi a i

'  ( 1≦ ≦  ) は一次独立であるから、  = 0 （1≦ ≦  ) を得る。a i i m xi i m

つまり、  (  , … ,  ( ) は一次独立である。f a'1) f a'r

よって、  ' の底 {  , … ,  } を  =  (   ( 1≦ ≦  ) となるようにとることができる。その

とき

V b'1 b'r b'i f a'i) i r

(  (  , … ,  ( ) ) = (  (  , … ,  ( ) ,  , … ,  )f a'1) f a'm f a'1) f a'r 0 0

= (  , … ,  )

1  0  0
    
0  1  0
     
0  0  0

 = (  , … ,  ) 'b'1 b'n

r
⋱

b'1 b'n A

よって、 ' = 
0

0 0
 = A

Er Q－1AP

 次元計量ベクトル空間  において、内積を変えない一次変換  について考える。n V f

( 任意の  ,  ∈  に対して、(  ( ) ,  ( ) ) = (  ,  ) )x y V f x f y x y

 ,  , … , を  の正規直交底とする。e1 e2 en V

 (  ,  , … ,  ) = (  ,  , … ,  ) 

…

…

  …  
…

f e1 e2 en e1 e2 en

a11 a12 a1n

a21 a22 a2n

an1 an2 ann
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= (  ( ) ,  ( ) , … ,  ( ) )f e1 f e2 f en

仮定より、(  ( ) ,  ( ) ) = (  ,  ) = δ  なので、  ( ) ,  ( ) , … ,  ( ) も正規直交底

である。また

f ei f ej ei ej ij f e1 f e2 f en

(  ( ) ,  ( ) ) = (  ,  ) f ei f ej å
k=1

n
akiei å

k=1

n
akjei

= ( ＋ ＋…＋  , ＋ ＋…＋   )a1ie1 a2ie2 anien a1je1 a2je2 anjen

= ＋ ＋…＋  = δa1ia1j a2ia2j anianj ij

 = (  ) の列ベクトルは数ベクトルとして正規直交系をなす。A aij

（Ｐ．１２９　問４）

 ,  が直交行列ならば、  =  ,  =  なのでA1 A2 A1
t

A1 E A2
t

A2 E

ⅰ） ( )  =  =  = A1A2
t

A1A2 A2
t

A1
t

A1A2 A2
t

EA2 E

ⅱ） ( )  = ( )  =  = A－1t
A－1 A

tt
A－1 AA－1 E

（Ｐ．１２９　注意）

また、直交行列ならば、 (  ,  ) = ( )  =  =  = (  ,  )Ax Ay Ax
t

Ay x
t
A
t
Ay x

t
y x y

また、  がベクトルの長さを変えなければf

||  ( )＋  ( ) ||  = (  ( )＋  ( ) ,  ( )＋  ( ) )  f x f y 2 f x f y f x f y

= ||  ( ) || ＋2(  ( ) ,  ( ) )＋||  ( ) ||f x 2 f x f y f y 2

(  ( ) ,  ( ) ) = 
2

1
( ||  ( )＋  ( ) || －||  ( ) || －||  ( ) ||  )f x f y f x f y 2 f x 2 f y 2

= 
2

1
( ||  ( ＋  ) ||－||  ( ) || －||  ( ) ||  )f x y f x 2 f y 2

= 
2

1
( || ＋  ||－||  || －||  ||  ) = (  ,  )x y x 2 y 2 x y

したがって、内積も変えない。

（Ｐ．１２９　底の変換行列について）

(  ,  , … ,  ) = (  ,  , … ,  )

…

…

  …  
…

e'1 e'2 e'n e1 e2 en

p11 p12 p1n

p21 p22 p2n

pn1 pn2 pnn

よって、(  ,  ) = (  ,  ) = δ   あとは P.128 の下の証明と同じで、  は直交行列になる。e'i e'j ei ej ij P
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（Ｐ．１３０　例２）

置換の行列  = ( σ  ) は直交行列Aσ i,σ(j)

 の任意の２つの列ベクトルを選べば、それらの内積は　Aσ

σ

σ

⋮
σ

 , 

σ

σ

⋮
σ

1,σ(k)

2,σ(k)

n,σ(k)

1,σ(l)

2,σ(l)

n,σ(l)

σは全単射なので、 ≠  ならば σ( ) ≠ σ( ) なのでk l k l

σ σ ＋σ σ ＋…＋σ σ  = δ1,σ(k) 1,σ(l) 2,σ(k) 2,σ(l) n,σ(k) n,σ(l) kl

（Ｐ．１３０　複素数を係数とする計量ベクトル空間）

内積とは、 ×  から  への写像であって、次の４つの法則が成立する。（ (  ,  ) ∈  を  

,  の内積という。）

V V K a b K a

b

(3.1)  ( ＋  ,  ) = (  , )＋(  ,  )a1 a2 b a1 b a2 b

(3.2)  (  ,  ) = (  ,  )ca b c a b

(3.3)  (  ,  ) = (  ,  )a b
_______
b a

(3.4)  (  ,  ) ≧ 0  かつ  (  ,  ) = 0  ⇔   = a a a a a 0

(3.3) から、(  ,  ) = (  ,  ) =  (  ,  ) =  (  ,  )a cb
________
cb a

__
c
_______
b a

__
c a b

（ V が Rn の場合 ）

(  ,  ) =  は上の４つの法則を満たす。(3.3) については実数なので (  ,  ) = (  ,  )a b a
t
b a b b a

（ V が Cn の場合 ）

(  ,  )  = (  ,  ) =   上の２つは明らかに満たす。(3.3) についてはa b u a
__
b a

t
__
b

(  ,  )  = (  ,  ) = (  ,  ) a b u a
__
b

__
b a

(  ,  )  = (  ,  )  →  (  ,  )  = (  ,  ) = (  ,  )b a u b
__
a

________
b a u

_______
b

__
a

__
b a

よって、(  ,  )  = (  ,  )  となる。a b u

_______
b a u

例えば正規直交系については

{  ,  , … ,  }  ,  (  ,  ) = δf1 f2 fm fi fj ij

(  ,  ∈  )ci di C = ＋ ＋…＋  ,   = ＋ ＋…＋x c1f1 c2f2 cmfm y d1f1 d2f2 dmfm

(  ,  ) = ( ＋ ＋…＋  , ＋ ＋…＋  ) x y c1f1 c2f2 cmfm d1f1 d2f2 dmfm
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= (  ,  )＋(  ,  )＋…＋(  ,  )c1f1 d1f1 c2f2 d2f2 cmfm dmfm

= (  ,  )＋ (  ,  )＋…＋ (  ,  )c1 f1 d1f1 c2 f2 d2f2 cm fm dmfm

= (  ,  )＋ (  ,  )＋…＋ (  ,  )c1

__
d1 f1 f1 c2

__
d2 f2 f2 cm

___
dm fm fm

= ＋ ＋…＋c1

__
d1 c2

__
d2 cm

___
dm

ここで、Ｐ．１２４　例５の内積 (  ,  ) =   ( )  ( )  を再び考えてみる。f g ó
õa
b
f x

_____
g x dx

そのような連続関数の空間において、底は  ,  ,  , …  無限にあると思われるが、そのよう

なベクトル空間において、任意の  ,  を

a1 a2 a3

f g

 = ＋ ＋…   ,    = ＋ ＋…　とすればf x1a1 x2a2 g y1a1 y2a2

(  ,  ) =  ( ) ( )  =  ( ＋ ＋… )( ＋ ＋… )f g ó
õa
b
f x

_____
g x dx ó

õa
b
x1a1 x2a2

______________
y1a1 y2a2 dx

=  ( ＋ ＋… )( ＋ ＋…  )ó
õa
b
x1a1 x2a2

____
y1a1

____
y2a2 dx

=  ( ＋ ＋…＋ ＋ ＋…＋ ＋ ＋… 

＋ ＋ ＋…) 

ó
õa
b
x1a1

____
y1a1 x1a1

____
y2a2 x2a2

____
y1a1 x2a2

____
y2a2 x3a3

____
y1a1 x3a3

____
y2a2

x4a4

____
y1a1 x4a4

____
y2a2 dx

底が正規直交基底ならば

=  ＋  ＋  ＋…ó
õa
b
x1a1

____
y1a1dx

ó
õa
b
x2a2

____
y2a2dx

ó
õa
b
x3a3

____
y3a3dx

= ＋ ＋ ＋…x1

__
y1
ó
õa
b
 a1

___
a1dx x2

__
y2
ó
õa
b
 a2

___
a2dx x3

__
y3
ó
õa
b
 a3

___
a3dx

= ＋ ＋ ＋…x1

__
y1 x2

__
y2 x3

__
y3

（参考）

K 上の線型空間 M2,2(K) ← K 上の ( 2 , 2 ) 型行列の集合

任意の元を  とすればA

 =  = 1 0
0 0

＋ 0 1
0 0

＋ 0 0
1 0

＋ 0 0
0 1

A
a11 a12

a21 a22

a11 a12 a21 a22

 =  = 0 0
0 0

A 0

 = 1 0
0 0

 ,  = 0 1
0 0

 ,  = 0 0
1 0

 ,  = 0 0
0 1

 は一次独立であり、 ( ) の底

となる。ゆえに、  ( ) = 4 

E11 E12 E21 E22 M2,2 K

dim M2,2 K
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 = 
－

;  ,  ∈  は ( ) の部分空間になっている。なぜならW
x y
y x

x y K M2,2 K

 の元　  = 
－

 ,  = 
－

  (  ,  ∈  )   に対してW A1

x1 y1

y1 x1

A1

x2 y2

y2 x2

xi yi K

＋  = 
＋ ＋

－( ＋ ) ＋
∈         

＋ ∈

＋ ∈
A1 A2

x1 x2 y1 y2

y1 y2 x1 x2

W
x1 x2 K
y1 y2 K

λ  = 
λ λ

－(λ ) λ
∈                    

λ ∈

λ ∈
A1

x1 y1

y1 x1

W
x1 K
y1 k

ゆえに、  は ( ) の部分空間である。W M2,2 K

次に、  の任意の元  はW A

 = 
－

 = 1 0
0 1

＋ 0 1
－1 0

  と表され、  =  は  =  = 0 のときに限るのでA
x y
y x

x y A 0 x y

1 0
0 1

 , 0 1
－1 0

 は底となる。   = 2dim W

Mn,n(K) に内積を定義する。

( ) の２つの元  ,  に対し  (  ,  ) = ( ) と定める。Mn,n K A B A B tr A
__
B
t

ⅰ）　(  , ＋  ) = ( ( ＋  )) = ( ( ＋  ) = ( ＋  )A B1 B2 tr A
________
B1 B2

t
tr A

___
B1

t ___
B2

t
tr A

___
B1

t
A
___
B2

t

= (  )＋ (  ) = (  ,  )＋(  ,  )tr A
___
B1

t
tr A

___
B2

t
A B1 A B2

ⅱ）　( λ  ,  ) = ( λ  ) = λ (  ) = λ(  ,  )　A B tr A
__
B
t

tr A
__
B
t

A B

　　　 (  , λ  ) = ( λ  ) = ( λ  ) = λ (  ) = λ(  ,  ) A B tr A
____
B

t
tr A

__ __
B
t __

tr A
__
B
t __

A B

ⅲ）　(  ,  ) = (  ) = (  ) = (  ) = (  ) = (  ) = (  ,  )
________
B A

_________

tr B
___
A
t

tr

_______

B
___
A
t

tr
__
B A
t

tr A
__
B
tt

tr A
__
B
t

A B

ⅳ）　  の第  行を (  , … ,  ) とすると  の第  列は (  , … ,  ) となる。A i ai1 ain

___
A
t

i
___
ai1

____
ain

 の (  ,  ) 成分は   =  | |   したがって、(  ,  ) =  | |  ≧ 0A
___
A
t

i i å
j=1

n
aij

___
aij å

j=1

n
aij

2 A A å
i=1

n
å
j=1

n
aij

2

また、(  ,  ) = 0 はすべての | |  = 0 なので、  =  。逆は明らかである。A A aij
2 A 0

M2,2(R) の行列 の正規直交底

 = 1 0
0 0

 ,  = 0 1
0 0

 ,  = 0 0
1 0

 ,  = 0 0
0 1

 が一次独立であることは容易に

わかる。ここで、内積が定義できたので、これらの底が正規直交底になっているか調べる。

E11 E12 E21 E22

(  ,  ) = ( 1 0
0 0

1 0
0 0

) = ( 1 0
0 0

1 0
0 0

) = 1E11 E11 tr
t

tr
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(  ,  ) = ( 0 1
0 0

0 1
0 0

) = ( 0 1
0 0

0 0
1 0

) = ( 1 0
0 0

) = 1E12 E12 tr
t

tr tr

(  ,  ) = ( 0 0
1 0

0 0
1 0

) = ( 0 0
1 0

0 1
0 0

) = ( 0 0
0 1

) = 1E21 E21 tr
t

tr tr

(  ,  ) = ( 0 0
0 1

0 0
0 1

) = ( 0 0
0 1

0 0
0 1

) = ( 0 0
0 1

) = 1E22 E22 tr
t

tr tr

したがって、長さは 1 となった。

(  ,  ) = ( 1 0
0 0

0 1
0 0

) = ( 1 0
0 0

0 0
1 0

) = ( 0 0
0 0

) = 0E11 E12 tr
t

tr tr

(  ,  ) = ( 1 0
0 0

0 0
1 0

) = ( 1 0
0 0

0 1
0 0

) = ( 0 1
0 0

) = 0E11 E21 tr
t

tr tr

(  ,  ) = ( 1 0
0 0

0 0
0 1

) = ( 1 0
0 0

0 0
0 1

) = ( 0 0
0 0

) = 0E11 E22 tr
t

tr tr

(  ,  ) = ( 0 1
0 0

0 0
1 0

) = ( 0 1
0 0

0 1
0 0

) = ( 0 0
0 0

) = 0E12 E21 tr
t

tr tr

(  ,  ) = ( 0 1
0 0

0 0
0 1

) = ( 0 1
0 0

0 0
0 1

) = ( 0 1
0 0

) = 0E12 E22 tr
t

tr tr

(  ,  ) = ( 0 0
1 0

0 0
0 1

) = ( 0 0
1 0

0 0
0 1

) = ( 0 0
0 0

) = 0E21 E22 tr
t

tr tr

これですべて直交することがわかった。つまり、正規直交底である。

対称行列全体のつくる空間

 =  ;  ,  ,  ∈   W
x z
z y

x y z R

 の元　  =  ,  =   (  ,  ,  ∈  )   に対してW A1

x1 z1

z1 y1

A1

x2 z2

z2 y2

xi yi zi K

λ ＋μ  = 
λ λ

λ λ
＋

μ μ

μ μ
 = 

λ ＋μ λ ＋μ

λ ＋μ λ ＋μ
 ∈ A1 A2

x1 z1

z1 y1

x2 z2

z2 y2

x1 x2 z1 z2

z1 z2 y1 y2

W

したがって、  は部分空間である。W

 = 1 0
0 0

＋ 0 0
0 1

＋ 0 1
1 0

 　なので、  = { { 1 0
0 0

 , 0 0
0 1

 , 0 1
1 0

} }
x z
z y

x y z W

となりそうである。

α 1 0
0 0

＋β 0 0
0 1

＋γ 0 1
1 0

 = α γ
γ β

 = 0 0
0 0

 から、α=β=γ=0 となることから一次

独立である。

( 0 1
1 0

 , 0 1
1 0

 ) = ( 0 1
1 0

0 1
1 0

) = ( 0 1
1 0

0 1
1 0

) = ( 1 0
0 1

 = 2tr
t

tr tr

0 1
1 0

 だけ長さは 1 ではない。直交かについては次の２組についてだけ調べればよい。
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( 1 0
0 0

 , 0 1
1 0

 ) = ( 1 0
0 0

0 1
1 0

) = ( 1 0
0 0

0 1
1 0

) = ( 0 1
0 0

 = 0tr
t

tr tr

( 0 0
0 1

 , 0 1
1 0

 ) = ( 0 0
0 1

0 1
1 0

) = ( 0 0
0 1

0 1
1 0

) = ( 0 0
1 0

 = 0tr
t

tr tr

よって、 1 0
0 0

 =  , 0 0
0 1

 =  , 0 1
1 0

 = ＋  は直交底である。E11 E22 E12 E21

W⊥（W の直交補空間）

 の元を  = ＋ ＋ ＋  (  ∈ ( ) ) とすると、  の底と直交する

はずなので、  ,  , ＋  との内積を調べる。

W⊥ X x1E11 x2E12 x3E21 x4E22 X M2,2 R W

E11 E22 E12 E21

(  ,  ) =   →  0 にするためには  = 0 となる必要がある。 X E11 x1 x1

(  ,  ) =   →  0 にするためには  = 0 となる必要がある。X E22 x4 x4

(  , ＋  ) = (  ,  )＋(  ,  ) = ＋  = 0  →  = －  とする必要がある。すな

わち、  = －  = ( － )   したがって、  の底は －  とすればよい。 

X E12 E21 X E12 X E21 x2 x3 x2 x3

X x2E12 x2E21 x2 E12 E21 W⊥ E12 E21

（Ｐ．１３０　ユニタリ－行列）

複素数を係数とする計量ベクトル空間において、内積を変えない一次変換  の正規直交系に

関する行列表示を  とすれば、  =  (  =  とし、 =  でもよい )となる。このような

複素正方行列をユニタリー行列という。

f

A A
t
___
A E A*

___
A
t

A*A E

 次正方行列  に関する次の四条件は同値である。（線型代数入門　齋藤）n A

イ）　  はユニタリー行列である。A

ロ）　任意の  次列ベクトル  に対して、||  || = || ||n x Ax x 

ハ）　任意の  次列ベクトル  ,  に対して、(  ,  ) = (  , )n x y Ax Ay x y 

ニ）　  の列ベクトルを  ,  , … , とするとき、(  , ) = δ  A a1 a2 an a i aj ij

（証明）イ）⇒ロ）、ロ）⇒ハ）、ハ）⇒イ）、イ）⇔ニ） の順で証明する。

イ）⇒ロ）

||  ||  = (  ,  ) =  = (  ,  ) = ||  ||  Ax 2 Ax Ax x
t
A
t
___
A 
__
x x

t
__
x = x x x 2

||  || , ||  || ≧ 0  なので  ||  || = ||  ||Ax x Ax x

ロ）⇒ハ）

|| ＋  ||  = ( ＋  , ＋  ) = || || ＋(  ,  )＋(  ,  )＋|| ||x y 2 x y x y x 2 x y
_______
x y y 2

|| ( ＋  ) ||  = ( ＋  , ＋  ) = || || ＋(  ,  )＋(  ,  )＋|| ||A x y 2 Ax Ay Ax Ay Ax 2 Ax Ay
__________
Ax Ay Ay 2
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ロ）の仮定から

(  ,  )＋(  ,  ) = (  ,  )＋(  ,  )x y
_______
x y Ax Ay

__________
Ax Ay

両辺は実部の２倍になっているので、実部が等しいことがわかる。

また、 に  を代入するとx ix

(  ,  )＋(  ,  ) = (  ,  )＋(  ,  )ix y
_______
ix y Aix Ay

__________
Aix Ay

(  ,  )＋  (  ,  ) = (  ,  )＋  (  ,  )i x y
_
i
_______
x y i Ax Ay

_
i
__________
Ax Ay

(  ,  )－  (  ,  ) = (  ,  )－  (  ,  )i x y i
_______
x y i Ax Ay i

__________
Ax Ay

 { (  ,  )－(  ,  ) } =  { (  ,  )－(  ,  ) }i x y
________
x y i Ax Ay

__________
Ax Ay

こんどは、両辺が虚部の２倍になっているので、虚部が等しいことがわかった。

よって、(  ,  ) = (  ,  )Ax Ay x y

ハ）⇒イ）

任意の  , に対しx y 

(  , ( ( － )  ) = (  ,  )－(  ,  )x
___
A
t
A E y x

___
A
t
Ay x y

ここで、(  ,  ) = (  ,  )  なので  (  ,  ) = (  ,  ) Ax y x
___
A
t
y x

___
A
t
Ay Ax Ay

= (  ,  )－(  ,  ) = 0   したがって、 －  = 0 を得る。Ax Ay x y
___
A
t
A E

イ）⇔ニ）

 =
⋮

… = 

(  , ) (  , ) … (  , )

(  , ) (  , ) … (  , )

  …  
(  , ) (  , ) … (  , )

片方が =  にな

るときもう片方も同時に =  になる。したがって、同値

A
t
___
A

a1
t

a2
t

an
t

___
a1

___
a2

___
an

a1 a1 a1 a2 a1 an
a2 a1 a2 a2 a2 an

an a1 an a2 an an

E

E

ユニタリー行列  は  =  なので |  | = |  | |  | = |  | |  | = 1A A
t
___
A E A

t
___
A A

t
___
A A

___
A

( ＋  )( －  ) = ＋  = 1  したがって、行列式は絶対値 1 の複素数である。a ib a ib a2 b2

（Ｐ．１２４　問６）

 ,  を  次実正方行列とするときA B n

＋  : ユニタリー行列　⇔　
－

 : 直交行列A Bi
A B
B A

⇒） 

 = 
－

 とする。仮定から、 ＋  はユニタリー行列なので、 C
A B
B A

A Bi

143



＋  = 

＋ ＋ … ＋

＋ ＋ … ＋

  …  
＋ ＋ … ＋

A Bi

a11 ib11 a12 ib12 a1n ib1n

a21 ib21 a22 ib22 a2n ib2n

an1 ibn1 a12 ibn2 ann ibnn

( ＋ ) = 

－ － … －

－ － … －

  …  
－ － … －

= －
_______
A Bi

t

a11 ib11 a21 ib21 an1 ibn1

a12 ib12 a22 ib22 a12 ibn2

a1n ib1n a2n ib2n ann ibnn

A
t

i B
t

( －  )( ＋  ) = ＋ ＋ ( －  ) =  A
t

i B
t

A Bi A
t
A B

t
B i A

t
B B

t
A E

＋  =  , －   = 0　 …　①A
t
A B

t
B E A

t
B B

t
A

 = 
－

   なので①より　C
t A

t
B
t

B
t

A
t

 = 
－

－
 = 

＋ － ＋

－ ＋ ＋
 =  = C

t
C

A
t

B
t

B
t

A
t

A B
B A

AAt B
t
B A

t
B BA

t

B
t
A A

t
B B

t
B A

t
A

E 0
0 E

E

よって、  は直交行列となる。C

⇐）

＋  =  , － ＋  = 0 を仮定とすれば明らかである。AAt B
t
B E B

t
A A

t
B

, , … ,（Ｐ．１３０　a1  a2    an が複素数体 C の上の底のとき）

実数体  の上の 2  次元ベクトル空間と考えるとき、底はR n

, , … , , , … ,  となる。a1  a2    an , ia1  ia2    ian

なぜなら、  上 のベクトル空間  の任意の  はC V x

= ＋ ＋…＋ と一意的に表現できる。  は複素数なのでx x1a1 x2a2 xnan xi

 = ＋   (  ,  ∈  )xi bi ici bi ci R

= ＋ ＋…＋ ＋ ＋ ＋…x b1a1 b2a2 bnan c1ia1 c2ia2 cnian

つまり、  の上の 2  次元ベクトル空間として一意的に表現できることになる。R n

逆もまたいえる。

 ,  ,  ,  は  次の実ベクトルとしてa1 a2 b1 b2 n

( ＋  , ＋  )  = ( ＋  , ＋ )  = ( ＋  , － )  a1 ia2 b1 ib2 u a1 ia2

_______
b1 ib2 a1 ia2 b1 ib2 

= (  ,  )＋(  ,  )＋ (  ,  )－ (  ,  ) a1 b1 a2 b2 i a2 b1 i a1 b2
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したがって、

ℛ( ＋  , ＋  )  = (  ,  )＋(  ,  )   → ( 

⋮

⋮

 , 

⋮

⋮

 )a1 ia2 b1 ib2 u a1 b1 a2 b2

a11

a1n

a21

a2n

b11

b1n

b21

b2n

とすればよい。

次に、任意の  ,  に対し　(  ,  )  = δ  のときi j ai aj u ij

(  ,  )  =  = ×(－ ) δ  = δiai iaj u i ai
t
___
iaj i i ai

t
___
aj ij ij

(  ,  ) = (  ,  ) = δiai aj i ai aj i ij

(  ,  ) = － (  ,  ) = － δai iaj i ai aj i ij

, , … ,  が正規直交系ならば , … , , … , も正規直交系になる。a1  a2    an 　a1    an , ia1    ian 

（Ｐ．１３１　研究課題　Ⅰ）

冪等行列

 =  A2 A

( －  )  = － － ＋  = － － ＋  = －E A 2 E 2 EA AE A2 E A A A E A

よって、 －  も冪等行列となる。E A

（Ｐ．１３１　問１）

 は  の  成分を抜き取る一次変換なので、  = ＋  (  ∈  ,  ∈  ) とおくと 

 =  である。  = ＋  から  = ＋  とならなければならない。よって  = 

 である。

A V W1 x x1 x2 x1 W1 x2 W2

Ax x1 Ax Ax1 Ax2 x１ x1 Ax2 Ax2

0

 ∈  ならば上の説明から明らかである。逆に、  =  ならば  :  →  への一次変換x W1 Ax x A V W1

なので  =  ∈  x Ax W1

 ∈  ならば  ∈  である。また、  = ＋  (  ∈  ) とおくと  = ＋  = ＋x W2 Ax W1 x 0 x 0 W1 Ax A0 Ax 0 0

=  逆に、  =  ⇒   =  ∈  ,  = ＋  ≠ 0 (  ∈  ,  ∈  ) ならば  0 Ax 0 x 0 W2 x x1 x2 x1 W1 x2 W2

 = ＋  = ＋  =  よって、  =  となり  = ＋  ∈ Ax Ax1 Ax2 x1 0 0 x1 0 x 0 x2 W2

任意の冪等行列  =  が与えられたときA2 A

 = {  ; ∈  ,  =  }W1 x x V Ax x

 = {  ; ∈  ,  =  } W2 x x V Ax 0
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としたとき、  =  ,  = ( －  )  ,  =  （直和） となる。W1 AV W2 E A V V W1∔W2

（証明）任意の  ∈  に対し、 =  ,  = ( －  ) とおく。x V x1 Ax x2 E A x 

 = ( )  =  = であるから  = ∈   よって、  ⊂  , ⊂  は

明らかなので、  =  となる。

Ax1 A Ax  = A2x Ax x1 Ax x1 W1 AV W1 W1 AV

W1 AV

次に、  = ( －  )  = ( －  )  =  なので  = ( －  )  ∈   よって、( －  )

⊂  、逆に任意の  ∈  に対し、  =  ,  = ＋  であり、( －  ) 　= ( －  )  = 

( －  )  よって、( －  )  =  となる。

Ax2 A E A x A A2 x 0 x2 E A x W2 E A V

W2 x W2 x1 0 x 0 x2 E A x E A x2

x2 = x ∈ E A V E A V W2

最後に直和であることを示す。  ∈ ∩  ならば、  =  = したがって、 ∩  = {  } 

となる。

x W1 W2 Ax x 0 W1 W2 0

（Ｐ．１３１　問２）

 の底を {  , … ,  } とし、  (  , … ,  ) = (  , … ,  )  とする。V e1 en f e1 en e1 en A

 =    ,    ＋   =   　ここで、 { , … ,  } を  の底 { , … , 

 } を  の底とすれば、{ , … ,  } は  の底となる。この底への底の変換行列を  とする。

V W1∔W2 dim W1 dim W2 n p1 pr W1 pr＋1 pn

W2 p1 pn V P

( , … ,  ) = (  , … ,  )p1 pn e1 en P

 (  , …,  , … ,  ) = (  , … ,  ,  , … ,  ) ' f p1 pr , pr＋1 pn p1 pr pr＋1 pn A

=  ( (  , … ,  )  ) ) = (  , … ,  ) (  , … ,  )f e1 en P f e1 en P = e1 en AP 

 (  , … ,  ,  , … ,  )   = (  , …,  , … ,  )= p1 pr pr＋1 pn P－1AP p1 pr , 0 0

= (  , …,  , … ,  )

1     0
 ⋱     
  1    
   0   
    ⋱  
0     0

p1 pr , pr＋1 pn

したがって、 ' =  = 

1     0
 ⋱     
  1    
   0   
    ⋱  
0     0

A P－1AP

 が  次元数ベクトル空間だったとしたならば、  , … ,  を単位ベクトルにしておけばV n e1 en

 は  を列ベクトルとした行列になる。P.34 問１ と Ⅲ章定理８ から   =   となる。P pi tr A rank A
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（Ｐ．１３２　問３）
 =    ⇔   ＋  ( －  ) = A2 A rank A rank E A n

⇒)

 =  ならば　  =  , ( －  )  =   , ∩  = {  } なので、Ｐ．１１２例１からA2 A AV W1 E A V W2 W1 W2 0

 ＋  ( －  ) =  ＋   = rank A rank E A dim W1 dim W2 n

⇐)

 ＋  ( －  ) =  とする。 ＋( －  )  =  であるが、  ＋  ( －

 ) =  ＋  ( －  )  =   なので、定理４より、  ( ∩( －  )  ) = 0 。  ,

 ( －  )  は部分空間であり ∩( －  )  も部分空間である。したがって、その次元が 0 

ということは {  } 意外にありえない。 直和であり、 ∩( －  )  = {  }

rank A rank E A n AV E A V V rank A rank E

A dim AV dim E A V n dim AV E A V AV

E A V AV E A V

0 AV E A V 0

－  = ( －  ) = ( －  )  であるからA A2 A E A E A A

( －  )  ⊂    かつ  ( －  )  ⊂( －  )   A A2 V AV A A2 V E A V

よって、( －  )  ⊂ ∩( －  )  = {  }  つまり、 －  = 0 →  = A A2 V AV E A V 0 A A2 A A2

（Ｐ．１３２　問４）

 が  個の部分空間  ,  , … ,  の直和に分解されたとする。任意の  ∈  は、  

= ＋ ＋…＋    (  ∈  )  　と一意的に表されるが、このとき、  に  を対応させる写

像は  の一次変換となる。

V m W1 W2 Wm x V x

x1 x2 xm  xi Wi x xi

V

ある底に関する行列をそれぞれ  ( 1≦ ≦  ) とすればAi i m

(2)   ＋ ＋…＋  =   ,   = δ   ( 1≦  ,  ≦  )A1 A2 Am E AiAj ijAi i j m

が成り立つ。また

(3)    =  = {  ;  ∈  ,  = }    (   =   )  Wi AiV x x V Aix x rank Ai dim Wi

逆に

(2) を満たす  個の行列  ( 1≦ ≦  ) が与えられたとき、(3) によって  ( 1≦ ≦  ) を定

義すれば、  は、  ,  , … ,  に直和分解される。また、  ( 1≦ ≦  ) は上記の方法

で定義される  個の行列と一致する。

m Ai i m Wi i m

V W1 W2 Wm Ai i m

m

（証明）

⇒)

ⅰ）　  = …  → (2) , (3) をみたす一次変換  , … ,  が存在する。V W1∔W1∔ ∔W1 A1 Am

任意の ∈  に対して、  = ＋ ＋…＋    (  ∈  ) と一意的に表される。x V x x1 x2 xm  xi Wi

したがって、  に対して、それぞれ  ( 1≦ ≦  ) は一意的にきまるので、その写像（当然一次

変換）を行列で  とすれば、  =  となる。また、任意の  ∈  に対して  = ＋

x xi i m

Ai Aix xi x V Ex A1x A2

147



＋…＋   なので　 ＋ ＋…＋  =  となる。x Amx A1 A2 Am E

 のどんな元  に対しても  = ＋ ＋…＋     (  ∈  ) と分解されるが、  をさらに

分解しようとしても 

V x  x x1 x2 xm xi Wi xi

 

 = ＋…＋ ＋ ＋ ＋…＋ (  ∈  ,   ∈  )xi 0 0 xi 0 0  xi Wi 0 Wj≠i

したがって、分解の一意性から　  =   ,  →   = Aix xi Aixi = xi A2
i Ai

次に、  =   ( ≠  ) AjAix Ajxi = 0 i j

まとめると、  = δ  となる。AjAi ijAi

 = とすれば、  =  =  =   であるから  =  ∈  である。よって、  

⊂  、逆に  ⊃  は明らかなので  =  となる。

Aix xi Aixi A2
ix Aix xi xi Aix Wi AiV

Wi AiV Wi AiV Wi

⇐）

 =   ( 1≦ ≦  ) とする。 ＋ ＋…＋   が直和であって、  になることを示す。AiV Wi i m W1 W2 Wm V

(2) により、任意の  ∈  に対し  x V  

 =  = ＋ ＋…＋ ∈ ＋ ＋…＋   →   ⊂ ＋ ＋…＋x Ex A1x A2x Amx  W1 W2 Wm V W1 W2 Wm

 ⊃ ＋ ＋…＋  は明らかなので、  = ＋ ＋…＋V W1 W2 Wm V W1 W2 Wm

次に直和であることを示す。

その前に一つ定理を証明する。

（定義）線型部分空間が

 ∩ ( ＋ ＋…＋ ＋ ＋…＋  ) = {  } , (  = 1 , … ,  )　…　①Fi F1 F2 Fi－1 Fi＋1 Fm 0 i m

のとき、 ＋ ＋ …＋  を  …  とかき、直和という。F1 F2 Fm F1∔F2∔ ∔Fm

（定理） ＋ ＋ …＋  が直和であるための必要十分条件は、 ＋ ＋ …＋  の任意の

元 についても

F1 F2 Fm F1 F2 Fm

x 

 = ＋ ＋…＋ (  ∈  ,   = 1 , … ,  )x a1 a2 am ai Fi i m

という分解が一意的であることである。

（証明）

⇒）直和であることを仮定する。  ∈ ＋ ＋ …＋  がx F1 F2 Fm

 = ＋ ＋…＋ ＋ ＋…＋ (  , '  ∈  ,   = 1 , … ,  )x a1 a2 am = a'1 a'2 a'm  ai a i Fi i m

のように２通りに分解できたとする。

－ － ' － － －ai a'i = a'1 a1＋…＋a i－1 ai－1＋a'i＋1 ai＋1＋…＋a'm am

左辺は  に含まれ、右辺は ＋ … ＋ ＋  ＋ …＋  に含まれているのでFi F1 Fi－1 Fi＋1 Fm

－  ∈  ∩ ( ＋ ＋…＋ ＋ ＋…＋  ) = {  }ai a'i Fi F1 F2 Fi－1 Fi＋1 Fm 0
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ということになる。したがって、 －  = 0  →   =  ai a'i ai a'i

 は任意だったので、分解が一意的であることがわかる。i

⇐）分解が一意的であると仮定する。

 ∩ ( ＋ ＋…＋ ＋ ＋…＋  ) の任意の元  はFi F1 F2 Fi－1 Fi＋1 Fm x

 = ＋…＋ ＋ ＋…＋   これをx a1 ai－1 ai＋1 am

＋  = ＋( ＋…＋ ＋ ＋…＋  )x 0 0 a1 ai－1 ai＋1 am

と書いてみる。

左辺の  は  の元、右辺の  は  の元なので、一意性から分解は一通りしかないので  = 

 を得る。したがって、  ∩ ( ＋ ＋…＋ ＋ ＋…＋  ) = {  } となる。

x Fi 0 Fi  x

0 Fi F1 F2 Fi－1 Fi＋1 Fm 0

END

戻ると、あとは直和であることを示せばよい。

 を  ∩ ( ＋…＋ ＋ ＋…＋  ) の任意の元とする。x AiV A1V Ai－1V Ai＋1V AmV

 =  = ＋…＋ ＋ ＋…＋    (  ,  ∈  )x Aia A1b1 Ai－1bi－1 Ai＋1bi＋1 Ambm a bj≠i V

この両辺に  を施すと (2) からAi

= = ,   ( ＋…＋ ＋ ＋…＋  ) = AiAia Aia x  Ai A1b1 Ai－1bi－1 Ai＋1bi＋1 Ambm 0

よって、  = x 0 

したがって、  ∩ ( ＋…＋ ＋ ＋…＋  ) = {  }AiV A1V Ai－1V Ai＋1V AmV 0

 は任意だったので、①を満たす。i

（Ｐ．１３２　問５）

 = ( ＋ ＋…＋  )( ＋ ＋…＋  ) A2 A1 A2 Am－1 A1 A2 Am－1

= ( ＋…＋  )＋ ( ＋…＋  )＋…＋ (  ＋…＋  )A1 A1 Am－1 A2 A1 Am－1 Am A1 Am－1

= ＋ ＋…＋A1 A2 Am－1

 =  =  も同様にして明らかである。AAi AiA Ai

次に、  = －  とした場合、 ＋ ＋…＋ ＋  =  は明らかである。Am E A A1 A2 Am－1 Am E

 = ( －  )( － ) = － － ＋  = －  =  AmAm E A E A E A A A2 E A Am

 = ( －  )  = －  =    ,   = ( －  ) = －  =    ( ≠  )AmAi E A Ai Ai Ai 0 AiAm Ai E A Ai Ai 0 m i

よって、  = δ    ( 1≦  ,  ≦  )  となる。AiAj ijAi i j m
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（Ｐ．１３２　応用）

 次行列の行列単位  = ( δ δ  ) ←  の (  , ) 成分n Eij ip jq Eij p q

( 2 , 3 )

（例）４次行列の  = 

δ δ δ δ δ δ δ δ

δ δ δ δ δ δ δ δ

δ δ δ δ δ δ δ δ

δ δ δ δ δ δ δ δ

 = 

0 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0

E23

21 31 21 32 21 33 21 34

22 31 22 32 22 33 22 34

23 31 23 32 23 33 23 34

24 31 24 32 24 33 24 34

 = δ  　（Ｐ．１２）    →     = δ  = δ  =   EijEkl jkEil EjiEiiEij iiEjiEij iiEjj Ejj

（例） 2次行列 

 = 0 0
1 0

0 1
0 0

 = 0 0
0 1

 = δ  E21E12 11E22

 = 1 0
0 0

0 1
0 0

 = 0 1
0 0

 = δE11E12 11E12

◎  次正方行列を  次正方行列に写す写像が次の条件を満たすときn n

ⅰ)   ( ＋  ) =  ( )＋  ( ) ,  ( ) =  ( )f X Y f X f Y f cX cf X

ⅱ)  (  ) =  ( )  ( )f XY f X f Y

適当な正則行列があって、  ( ) =   と表現できる。f X P－1XP

（証明）  ( ) =  ( 1≦ ≦  ) とおく。f Eii Ai i n

 =  ( )  ( ) =  ( ) =  (δ ) = δ  ( ) = δ  ( ) = δAiAj f Eii f Ejj f EiiEjj f ijEij ijf Eij ijf Eii ijAi
↑

δ  があるので機能として同じij

よって、  ,  , … ,  は直交冪等行列系である。  ( ) =   ( ) =   なので上記のこA1 A2 An f E å
i=1

n
f Eii å

i=1

n
Ai

とから、  ( )  = …    　　（直和、  は  次元ベクトル空間）f E V A1V∔A2V∔ ∔AnV V n

よって、   ( ) =  ＋  ＋…＋  rank f E rank A1 rank A2 rank An

ここで、   =　1 ( 1≦ ≦  ) であることを証明する。今、ある  に対し  =  とすれば、任

意の  に対して、  = δ  = δ  =  から

rank Ai i n i Ai 0

j EjiEiiEij iiEjiEij iiEjj Ejj

 =  ( ) =  ( )  ( ) =    よって、すべての  =  、したがって、  ( ) = となり

任意の  次行列  に対し、  ( ) =  ( ) =  ( )  ( ) =   なので、恒等的に  ではないと

Aj f EjiEiiEij f Eji Aif Eij 0 Ai 0 f E 0 

n X f X f XE f X f E 0 0

いう仮定に反する。よって、   ≧1 ( 1≦ ≦  )rank Ai i n

一方、    =   ( ) ≦  なのであるから、   =　1 ( 1≦ ≦  ) でなければå
i=1

n
rank Ai rank f E n rank Ai i n

ならない。したがって、   ( ) =   また、  ( )  (  ) =  ( ) なので、  ( ) は冪等である。rank f E n f E f E f E f E
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また、問３から、   ( )＋  ( －  ( ) ) =   →  ( ) =  rank f E rank E f E n f E E

  = 1 であるから、  = { { } }   ( 当然　 ≠  )　とし、  =  ( )   ( 2≦ ≦  ) とdim AiV A1V q1 q1 0 qi f Ei1 q1 i n

おく。  = δ  だったのでEijEkl jkEil

 ( )  =  ( )  ( )  =  ( )  =  (δ )  = δ  ( )  = δ  f Eij qk f Eij f Ek1 q1 f EijEk1 q1 f jkEi1 q1 jkf Ei1 q1 jkqi

    ( )  = δ  f Eij qk jkqi

特に、  ( )  = δ  =    ,    =  ( )  = δ  =   よって、 ≠  ,  ∈f E1i qi iiq1 q1 Aiqi f Eii qi iiqi qi qi 0 qi AiV

（なぜなら、  =  ならば、  ( )  =  = となってしまう）　qi 0 f E1i qi q1 0 

  = 1 なので　  = { { } } となる。ゆえに {  ,  , … ,  } は  の底になる。dim AiV AiV qi q1 q2 qn V

この底に関して

 ( ) (  ,  , … ,  ) = (  , … ,  , … , ) = (  ,  , … ,  ) f Eij q1 q2 qn 0 qi 0 q1 q2 qn Eij
↑

 ( )  = δ  = f Eij qk jkqi qi  番目j
↑

 =  のとき 1j k

よって、  ( 1≦ ≦  ) を列ベクトルとする  次行列を  とおけば、底だったので正則でqi i n n Q  

 ( ) = f Eij QEijQ
－1

を得る。任意の  次行列  は  の一次結合として表せるから、n X Eij

 =   →   ( ) =  ( ) =  ( ) =  = X å
i,j=1

n
aijEij f X f å

i,j=1

n
aijEij å

i,j=1

n
aijf Eij å

i,j=1

n
aijQEijQ

－1 å
i,j=1

n
QaijEijQ

－1

=  (  )  =  Q å
i,j=1

n
aijEij Q

－1 QXQ－1

最後に、  =  とすればよい。P Q－1

（例）  = { { } } のとき、 への射影子を  → λ  とすればW a W x a

W( －λ  ,  ) = 0x a a －λx a
x(  ,  )－λ(  ,  ) = 0  →  λ= 

(  ,  )

(  ,  )
x a a a

a a

x a

λa
{ { } } への射影子は     →  

(  ,  )

(  ,  )
a x

a a

a x
a a

で与えられる。その行列は

(  ,  )

1
(  ,  )  = 

(  ,  )

1
( ＋…＋ )

⋮
( ＋…＋ )a a

a x a
a a

a1 a1x1 anxn

an a1x1 anxn
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= 
(  ,  )

1
…

 ⋮  
…

⋮  = 
(  ,  )

1

⋮
(  ,  , … ,  ) ⋮  

a a

a2
1 a1an

ana1 a2
n

x1

xn
a a

a1

a2

an

a1 a1 a1

x1

xn

= 
(  ,  )

1
⋮

a a
a a
t

x1

xn

一般の部分空間  への射影子は、  の一つの正規直交底を  , … , とするときW W t1 tr 

 = { {  , … , } }  なので、  の各    ( 1 ≦  ≦  ) 方向の射影は上の例から 
(  ,  )

(  ,  )
 W t1 tr x ti i r

ti ti

ti x
ti

= (  ,  )  となる。よって、  への射影子は (  ,  )  で与えられる。その行列はti x ti W x  →  å
i=1

r
ti x ti

(  ,  ) (  ,  ) ＋(  ,  ) ＋…＋(  ,  )  =  となる。å
i=1

r
ti x ti = t1 x t1 t2 x t2 tr x tr å

i=1

r
ti ti
t
x

このことは、P.107 の定理６ の ' の作り方と同じである。x

（Ｐ．１３５　２　連立線型微分方程式）

 = ( ) ＋ ( ) ＋…＋ ( ) ＋ ( )

 = ( ) ＋ ( ) ＋…＋ ( ) ＋ ( )

　　　　　　　　　　　　　　　　　　 …

 = ( ) ＋ ( ) ＋…＋ ( ) ＋ ( )

dx

dy1
a11 x y1 a12 x y2 a1n x yn b1 x

dx

dy2
a21 x y1 a22 x y2 a21n x yn b2 x

dx

dyn
an1 x y1 an2 x y2 ann x yn bn x

( ) , ( ) はある区間において定義された  の連続関数とする。これらを行列表現するとaij x bi x x

⋮

( ) ( ) … ( )

( ) ( ) … ( )

  …  
( ) ( ) … ( )

⋮
＋

( )

( )

⋮
( )

 = ( ) ＋ ( )
dx

dy
 = 

dx

dy1

dx

dy2

dx

dyn

 = 

a11 x a12 x a1n x

a21 x a22 x a2n x

an1 x an2 x ann x

y1

y2

yn

b1 x
b2 x

bn x

A x y b x

  （  , ( ) はベクトルと関数 ）y b x(2)   ( ) ＋ ( )
dx

dy
 = A x y b x

ここで、 ( ) =  とおいて得られる方程式 (2 ) を (2) に属する斉次方程式という。b x 0 *

(2 )   ( )*

dx

dy
 = A x y
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(2) を (2 ) を満足するベクトル値関数 ( ) は から、任意の初期条件 (  

, ( ) , ( ) , … , ( ) ) に対し、一意的に存在することがわかっている。また、(2 ) の解

* y x コーシーの存在定理 x0

y1 x0 y2 x0 yn x0
*

はベクトル空間になっている。その次元は ( ( ) , ( ) , … , ( ) ) の選び方に依存するy1 x0 y2 x0 yn x0

ので、  次元になる。したがって、  個の一次独立な解 ( ) , ( ) , … , ( ) が存在し、任n n g1 x g2 x gn x

意の解  はその一次結合として表わされることになる。y

ここで、対応  = 

( )

⋮
( )

  ↔ 

( )

⋮
( )

 = ( ) は (2 ) の解ベクトル空間から  次元数ベクト

ル空間への（上への）一対一線型写像 を与える。 ( ) = 

( )

⋮
( )

とおくと

y
y1 x

yn x

y1 x0

yn x0

y x0
* n

 gj x
g1j x

gnj x

 = ( ( ) , ( ) , … , ( ) ) ⋮y g1 x g2 x gn x
a1

an

( )＋ ( )＋…＋ ( ) = 

( )

⋮
( )

＋

( )

⋮
( )

＋…＋

( )

⋮
( )

a1g1 x a2g2 x angn x a1

g11 x

gn1 x
a2

g12 x

gn2 x
an

g1n x

gnn x

( )

⋮
( )

 = 

( ) … ( )

⋮ … ⋮
( ) … ( )

⋮= 
y1 x

yn x

g11 x g1n x

gn1 x gnn x

a1

an

したがって、 ( ) , … , ( ) が基本解となるためには、  =  で一次独立になることが必要g1 x gn x x x0

十分である。よって定理２により

( ) = 

( ) … ( )

⋮ … ⋮
( ) … ( )

W x
g11 x g1n x

gn1 x gnn x

が  =  で ≠ 0 となることが必要十分である。  は任意でよいから、コーシーの存在定理にx x0 x0

より、 ( ) =  となる解が一意的に存在するはずなので、 ( ) ≠ 0 ならば、他の任意の点y x0 y0 W x0

においても ≠ 0 となるはずである。

あとは連立方程式と同じで、(2) の一つの特殊解 ( ) がわかれば、(2) の一般解は g0 x

(3)   = ( )＋ ( )＋ ( )＋…＋ ( )  ,   , … ,  は任意定数 y g0 x a1g1 x a2g2 x angn x a1 an

と表される。
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（例）  階線型微分方程式n

(4)  ＋ ( ) ＋…＋ ( )  = ( )
dxn
dny

a1 x dxn－1

dn－1y
an x y b x

について、(2) の形にするために少し工夫する。それは

 = 
⋮

 = 
⋮

  ,  ( ) = 

0
⋮
0
( )

  として、y

y1

y2

yn

y
y(1)

y(n－1)

b x

b x

 = 
⋮

 = 

0 1   0
 0 1   
  ⋱ ⋱  
0   0 1

－ ( ) － ( )  … － ( )

⋮
 = 

0
⋮
0
( )

 = ( ) ＋ ( )
dx

dy
y(1)

y(2)

y(n) an x an－1 x a1 x

y
y(1)

y(n－1) b x

A x y b x

となる。

( ) = 0 斉次の場合、(4) の解は  次元ベクトル空間になるので、  個の基本解  , … , b x n n g1 gn

を与えるための必要十分条件は任意の一点  =  においてx x0

( ) = 

…

…

⋮ ⋮  ⋮
…

 ≠ 0　　←　  の行列式W x0

g1 g2 gn
g(1)

1 g(1)
2 g(1)

n

g(n－1)
1 g(n－1)

2 g(n－1)
n1

Wronski

となることである。（詳しくは微分方程式の本に任せる。）

（Ｐ．１３８　問１）

 =   （  は定数） の一般解を求めよ。y(n) ay a

 = 
⋮

 = 
⋮

  ,  ( ) =    →    = 
⋮

 = 

0 1   0
 0 1   
  0 ⋱  
   ⋱ 1

0   0

⋮
 = y

y1

y2

yn

y
y(1)

y(n－1)

b x 0
dx

dy
y(1)

y(2)

y(n)
a

y
y(1)

y(n－1)

Ay

P.36 の (6) の形になる。

( ) =  = 

0 1   0
 0 1   
  0 ⋱  
   ⋱ 1

0   0

 となる。よって、   がわかればよい。A x A

a

exp xA

 = 

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

0 0 0 0

 

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

0 0 0 0

 = 

0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

0 0 0 0
0 0 0 0

A2

a a
a

a
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 = 

0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

0 0 0 0
0 0 0 0

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

0 0 0 0

 = 

0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

  …   = 

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

A3

a
a a

a
a

a

A5

a
a

a
a

a

 = 

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

0 0 0 0

 = 

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

0 0 0 0

A6

a
a

a
a

a a

a

a

= 

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

0 0 0 0

a
a

a
a

a2

 = 

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

0 0 0 0

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

0 0 0 0

 = 

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

A6

a
a

a
a

a2 a

a
a

a
a2

a2

…   = 

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

  ,  = 

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

  , …A10

a2

a2

a2

a2

a2

A11

a2

a2

a2

a2

a3

なので、

 = 

0 1   0
 0 1   
  0 ⋱  
   ⋱ 1

0   0

 = 

   
    
    
   ⋱  

   

 ,  = 

0   0
 0   
  0 ⋱  
   ⋱

0   0

　An

a

n a 0
a

a

0 a

An＋1

a
a

a
a2

 = 

   

    

    
   ⋱  

   

 , …,  = 

   

    

    
   ⋱  

   

 ,  = 

0   0

 0   
  0 ⋱  
   ⋱

0   0

A2n

a2 0

a2

a2

0 a2

A3n

a3 0

a3

a3

0 a3

A3n＋1

a3

a3

a3

a4

証明はないが、となることが予想できる。( )  の第一行だけを上から並べていけばxA k

      =           (  ,         0 ,         0 ,     0 , 0 , 0 , … , 0 )E 1

    =           ( 0 ,         ,          0 ,     0 , 0 , 0 , … , 0 ) Ax x

 =           ( 0 ,         0 ,          ,     0 , 0 , 0 , … , 0 )A2x2 x2

                              ⋮
 =           (  ,    0 ,          0 ,     0 , 0 , 0 , … , 0 )Anxn axn
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 =    ( 0 ,       ,    0 ,     0 , 0 , 0 , … , 0 )An＋1xn＋1 axn＋1

                              ⋮

 =         (  , 0 ,          0 ,     0 , 0 , 0 , … , 0 )A2nx2n a2x2n

 = ( 0 ,       ,  0 ,     0 , 0 , 0 , … , 0 )A2n＋1x2n＋1 a2x2n＋1

                              ⋮

 =         (  , 0 ,          0 ,     0 , 0 , 0 , … , 0 )A3nx3n a3x3n

                              ⋮

  の第１行を (  ,  , … ,  ) とすればexp xA y1 y2 yn

 = 1＋
!

＋
(2 )!

＋
(3 )!

＋
(4 )!

＋…y1 n

axn

n

a2x2n

n

a3x3n

n

a4x4n

 = ＋
( ＋1)!

＋
(2 ＋1)!

＋…y2 x
n

axn＋1

n

a2x2n＋1

                              ⋮

 = ＋
(2 －1)!

＋
(3 －1)!

＋…yn xn－1

n

ax2n－1

n

a2x3n－1

これらが  =  の基本解となる。y(n) ay

（Ⅳ章　Ｐ．１４０　問１）

 = －( ＋ ＋…＋  ) =    ,   = (－1) |  |  a1 a11 a22 ann tr A an
n A

 = 

 …  

 …  

⋮ ⋮  ⋮
     

…  

  ,  ( ) = 

－ － …  －

－ － …  －

⋮ ⋮   ⋮
     

－ － …  －

 A

a11 a1n

a22 a2n

B

an1 an2 ann

fA x

x a11 a12 a1n

a21 x a22 a2n

an1 an2 x ann

 についての帰納法で証明する。n

( ) = ( －  ) | －  |＋ ( )  ( ( ) は  の －2 次式 )fA x x a11 Ex B Q x Q x x n
↑

 を含む成分が２つ減るx
帰納法の仮定から ので －2 次式n

= ( －  )( －( ＋ ＋…＋  )  ＋ ( ) )＋ ( ) x a11 xn－1 a22 a33 ann xn－2 P x Q x
↑

－3 次式n

= －( ＋ ＋…＋  ) ＋ ( )  ( ( ) は －2 次式 ) xn a11 a22 ann xn－1 R x R x n

よって、  ,  の係数は、 1 , －xn xn－1 trA
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また、 ( ) の定数項は (0) に等しいのでfA x fA

(0) = 

－  －

⋮  ⋮
－  －

 = (－1) |  |  fA

a11 a1n

an1 ann

n A

（練習）次の行列の固有値と固有ベクトルを求める。

 = 
1 0 －1
1 2 1
2 2 3

A

| －  | = 
－1 0 1

－1 －2 －1
－2 －2 －3

 = ( －1){( －2)( －3)－2}＋2＋2( －2)Ex A
x

x
x

x x x x

= ( －1)( －5 ＋4) ＋2( －1) = ( －1)( －5 ＋6) x x2 x x x x2 x

= ( －1)( －2)( －3)x x x

固有値 λ = 1 , λ = 2 , λ = 3 1 2 3

(λ = 1) の固有ベクトル1

1 0 －1
1 2 1
2 2 3

=  →  

－  = 

＋2 ＋  = 

2 ＋2 ＋3  = 

 → 

 = 0

＋ ＋  = 0

＋ ＋  = 0

x1

x2

x3

x1

x2

x3

x1 x3 x1

x1 x2 x3 x2

x1 x2 x3 x3

x3

x1 x2 x3

x1 x2 x3

固有ベクトルとして (1 －1 0)  を選ぶ。

(λ = 2) の固有ベクトル2

1 0 －1
1 2 1
2 2 3

= 2 → 

－  = 2

＋2 ＋  = 2

2 ＋2 ＋3  = 2

→ 

＋  = 0

＋  = 0

2 ＋2 ＋  = 0

x1

x2

x3

x1

x2

x3

x1 x3 x1

x1 x2 x3 x2

x1 x2 x3 x3

x1 x3

x1 x3

x1 x2 x3

固有ベクトルとして (－2 1 2)  を選ぶ。

(λ = 3) の固有ベクトル3

1 0 －1
1 2 1
2 2 3

= 3  → 

－  = 3

＋2 ＋  = 3

2 ＋2 ＋3  = 3

 →  

2 ＋  = 0

－ ＋  = 0

＋  = 0

x1

x2

x3

x1

x2

x3

x1 x3 x1

x1 x2 x3 x2

x1 x2 x3 x3

x1 x3

x1 x2 x3

x1 x2

固有ベクトルとして (－1 1 2)  を選ぶ。

したがって、変換行列を  とすればP

 = 
1 －2 －1

－1 1 1
0 2 2

  ,    = 

0 -1
2

1

-1 -1 0

1 1
2

1
P P－1

157



 = 

0 -1
2

1

-1 -1 0

1 1
2

1

1 0 －1
1 2 1
2 2 3

1 －2 －1
－1 1 1
0 2 2

 = 
1 0 0
0 2 0
0 0 3

P－1AP

（Ｐ．１４１　例１）

 の相異なる固有値に対する固有ベクトルは一次独立である。A

一次従属であったとすれば、 ,  , … , は一次独立 , … ,  ,  は一次従属とな

るはずである。  はもしかしたら 1 かもしれない。

a1 a2 ai a1 ai ai＋1

i

それを’最初’の一次関係といっている。

（Ｐ．１３６　例２）

任意の  次行列  に対し、 lim  =  となるような  次正則行列の’列’が存在する。n B
ν→∞

Bν B n

 を  次正方行列全体の集合（  次元  空間 ) の１点とする。その空間上で、行列式

が 0 になる  次正方行列全体の集合の次元は －1 次元になる。つまり、  の近傍にはいく

らでも正則行列が存在するということである。

B n n2 Euclid

n n2 B

 の固有値を β  ( 1≦ ≦  ) とB i i n

Bν
すれば、 ＋λ  の固有値はB E 行列式 = 0

B の空間
λβ ＋λ となる。i

なぜなら

( ) = | －( ＋λ ) | = | ( －λ) －  | = 0fB＋λE x xE B E x E B

－λが  の固有値になるはずなので、 －λ= β  →  = β ＋λ となる。x B x i x i

よって、0 でない絶対値が最小のものを β  とすれば、0 < |λ| < |β | i0 i0

のとき、β ＋λ≠ 0  ( 0 < |β |－|λ| < |β ＋λ| ) よって、| ＋λ  | ≠ 0i i0 i B E

( λ≠－β  ( 1≦ ≦  ) なので、  の固有値にはならない )i i n B

よって、0 < |λ | < |β | , lim λ = 0 となるような数列をとれば  = ＋λ  は正則行列で

あり、 lim  =  となる。 

ν i0 ν→∞ ν Bν B ν

ν→∞
Bν B  

また、 ( ) = | －  | の係数は であり、 lim   = fA x xE A A の連続関数
ν→∞

ABν AB

 の係数は  の係数に収束する。ゆえに、 lim 　 =   同様にして、 lim   =fABν
fAB ν→∞

fABν
fAB ν→∞

BνA

 、 lim 　 = BA
ν→∞

fBνA
fBA

158



したがって、正則の場合の結果から、  =   から   =   となる。fABν
fBνA

fAB fBA

（代数的に！（本多先生より））

 (  ,  ) =  (  ,  ) = | －  |－| －  |  とする。F x X F x xij xE AX xE XA

 (  ,  ) =  (  ,  ) |  | とおくG x X F x xij X

 に  を代入する。X B

|  | ≠ 0  のとき   (  ,  ) = 0  より   (  ,  ) = 0B F x B G x B

|  |  =  0  のとき          |  | = 0  より   (  ,  ) = 0B B G x B

故に、任意の  次行列  に対して  (  ,  ) = 0 となる。　n B G x B

このことは恒等的に多項式 (  ,  ) = 0 となることを示す。G x X

 (  ,  ) は ＋1 次以下の多項式F x X n2

|  | =  ε(σ) …   は  次の多項式なので ≠ 0 X å
σ

 
x1σ(1)x2σ(2) xnσ(n) n

よって、  (  ,  ) = 0  となり  任意の  に対して  (  ,  ) = 0  から   =   となる。F x X B F x B fAB fBA

 （ ）END

また、Ｐ．１２７ の問２ から適当な正則行列  ,  を選べば P Q

' =  = 

1  0  0
    
0  1  0
     
0  0  0

 = 
0

0 0
  とすることができる。B Q－1BP

r
⋱ Er

（線型代数入門　松坂和夫　著　Ｐ．２３５参照）

 = ' とおけば   P－1AQ A

' ' =  = ( )A B P－1AQQ－1BP P－1 AB P

' ' =  = ( )B A Q－1BPP－1AQ Q－1 BA Q

したがって、 ( ) = ( )   ,   ( ) = ( )fA'B' x fAB x fB'A' x fBA x

よって、 ( ) = ( ) を証明すればよい。fA'B' x fB'A' x

そのためには、 ' を次の様に区画分けする。A

' =      ( ;  次正方行列 , ; ( －  ) 次正方行列 )A
A1 C
D A2

A1 r A2 n r

' ' = 
0

0 0
 = 

0

0
A B

A1 C
D A2

Er A1

D
(  =  )DEr D

159



' ' = 
0

0 0
 = 

0 0
   (  =  )B A

Er A1 C
D A2

A1 C
ErC C

よって、 ( ) = ( ) ·  = ( )fA'B' x fA1
x xn－r fB'A' x

（Ｐ．１４３　定理１）

－  = 

－  …  －

 － …  －

⋮ ⋮ 　  ⋮
     

－ － …  －

　の余因子 Δ  を (  ,  ) 成分とする行列  をxE A

x a11 a1n

x a22 a2n

an1 an2 x ann

ij i j B

Ｐ．６３ にならって次の様にする。

= 

Δ Δ … Δ

Δ Δ … Δ

  …  
Δ Δ … Δ

 B 

11 12 1n

21 22 2n

n1 n2 nn

 (24'') から　 ( －  ) = ( －  )  = | －  | B
t

xE A xE A B
t

xE A E

また、Δ  は  の ( －1 ) 次式なのでij x n

Δ   = ＋ ＋…＋ij bij , 0x
n－1 bij , 1x

n－2 bij , n－1

ここで、しばらく線型代数入門（齋藤正彦　著）Ｐ．２２４ 附録Ⅰ多項式に移る。定理の内容と詳

しい証明については省いてある。証明の主な点だけ記した。記号等はそちらの本を参考にして

もらいたい。

（Ｐ．２２６［定理１．２］）

( ) , ( ) が多項式のとき、 ( ) = ( ) ( )＋ ( ) 　　( ( ) = 0     ( ) <  ( ) )f x g x f x g x q x r x r x or deg r x deg g x

となる多項式 ( ) , ( ) がちょうど一組存在する。q x r x

（略証）

 ( ) ≧  ( ) の場合deg f x deg g x

( ) = ( )－ ( ) とおけば、 －1 次以下の多項式になる。f1 x f x
b0

a0
xn－mg x n

( ) = ( ) ( )＋ ( )    (  ( ) <  ( ) )  ← 帰納法の仮定f1 x g x q1 x r x deg r x deg g x

( ) = ＋ ( )  とすればq x
b0

a0
xn－m q1 x

( ) = ( )＋ ( ) = ( ) ( )＋ ( )＋ ( )f x f1 x b0

a0
xn－mg x g x q1 x r x

b0

a0
xn－mg x
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= ( )( ＋ ( ) )＋ ( )g x
b0

a0
xn－m q1 x r x

証明終

（注意） ( ) = ( ) ( ) 　ならば　 ( ) = ( ) ( ) = ( ) = ( ) ( )f x g x q x
____
f x

________
g x q x f x g x

____
q x

よって、 ( ) = ( )  となり、実係数多項式となる。q x
____
q x

　←　よく忘れる！（Ｐ．２２７［系１．３］剰余定理）

( ) を －α で割ったあまりは (α) に等しい。　　f x x f

（Ｐ．２２７［定理１．４］）

( ) が ( ) , ( ) , … , ( ) の最大公約数ならば、d x f1 x f2 x fm x

( ) ( )＋ ( ) ( )＋…＋ ( ) ( ) = ( )  となるような ( ) , ( ) , … , ( ) が存f1 x u1 x f2 x u2 x fm x um x d x u1 x u2 x um x

在する。

（略証）

ψ( ) =  ( ) ( ) x å
i=1

m
fi x ui x

( ) = ψ( ) ( )＋ ( )   (  ( ) <  ψ( )        ( ) = 0 ) fi x x qi x ri x deg ri x deg x or ri x

とする。

( ) = ( )－ψ( ) ( ) = ( )－ ( )  ( ) ( )ri x fi x x qi x fi x qi x å
i=1

m
fi x ui x

     = ( 1－ ( ) ( ) )－ ( )  ( )fi(x) ui x qi x qi x å
i≠j

 
fj(x)uj x

よって、 ( ) ∈   　したがって、  ( ) ≧  ψ( ) でなければならない。ri x A deg ri x deg x

これは  ( ) <  ψ( )  に矛盾する。つまり、 ( ) = 0　となる。deg ri x deg x ri x

すなわち、ψ( ) は 各 ( ) の約数となり、  ψ( ) ≦  ( ) .x fi x deg x deg d x

一方、 ( ) は各 ( ) の約数の約数であるから ψ( ) は ( ) で割り切れる。d x fi x x d x

以上から、ψ( ) = ( ) ( ∈  , ≠0 )　となる。x cd x c K c

証明終

（Ｐ．２２８［系１．５］）

( ) , ( ) , … , ( ) の最大公約数は任意の公約数で割り切れる。f1 x f2 x fm x

定理１．４ より、 ( ) =  ( ) ( ) と表すことができるので任意の公約数で割り切ることができd x å
i=1

m
fi x ui x
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る。他に最大公約数 '( ) があったとしたら、 '( ) で ( ) を割り切ることができる。このことはd x d x d x

 '( ) ≦  ( )  逆も言えるので  '( ) ≧  ( )  よって   ( ) =  '( )deg d x deg d x deg d x deg d x deg d x deg d x

つまり、 ( ) = '( ) ( ∈  ) しかありえない。d x cd x c K

（Ｐ．２２８　ユークリッドの互除法）

 ( ) ≧  ( ) ≠ 0 としてdeg f x deg g x

( ) = ( ) ( )＋ ( )                                 ( ) ≧  ( )            f x g x q x r1 x deg g x deg r1 x

( ) = ( ) ( )＋ ( )                              ( ) ≧  ( ) g x r1 x q1 x r2 x deg r1 x deg r2 x

( ) = ( ) ( )＋ ( )                             ( ) ≧  ( ) r1 x r2 x q2 x r3 x deg r2 x deg r3 x

                                            ⋮

( ) = ( ) ( )＋ ( )            ( ) ≧  ( )rk－4 x rk－3 x qk－3 x rk－2 x deg rk－3 x deg rk－2 x

( ) = ( ) ( )＋ ( )            ( ) ≧  ( )rk－3 x rk－2 x qk－2 x rk－1 x deg rk－2 x deg rk－1 x

( ) = ( ) ( )＋ ( )                ( ) ≧  ( )rk－2 x rk－1 x qk－1 x rk x deg rk－1 x deg rk x

( ) = ( ) ( )rk－1 x rk x qk x

( ) は下から見ていくと、 ( ) の約数である。また、 ( ) の約数になっている。そして、

次々とさかのぼり ( ) と ( ) の公約数になっていることがわかる。

rk x rk－1 x rk－2 x

g x f x

また、 ( ) を ( ) と ( ) の任意の公約数とする。 h x g x f x

( ) =  '( ) ( ) , ( ) =  '( ) ( )f x f x h x g x g x h x

 '( ) ( ) =  '( ) ( ) ( )＋ ( ) f x h x g x h x q x r1 x

  '( ) ( ) ≧  ( )  上の等式の左辺は ( ) の倍数なので、 ( ) も ( ) の倍数に

なる。そして、上から順に下っていくと、 ( ) = ( ) ( )＋ ( ) なので、 ( ) も ( )

の倍数になり、つまり、 ( ) は ( ) の約数になる。

deg g x h x deg r1 x h x r1 x h x

rk－2 x rk－1 x qk－1 x rk x rk x h x

h x rk x

 ( ) ≧  ( ) >  ( ) > … >  ( )  ≧  ( )deg f x deg g x deg r1 x deg rk x deg h x

したがって、 ( ) は次数最大の公約数なので最大公約数となる。rk x

数だが、 ( 15 , 36 ) の最大公約数を求めてみる。

36 = 15×2＋6        15 > 6

15 = 6×2＋3           6 > 3 →  最大公約数は 3

  6 = 3×2＋0           3 > 0
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（Ｐ．２２８　系［１．６］）

( ) , ( ) , … , ( ) が互いに素ならば、最大公約数が定数なので、それを  とおくと、定f1 x f2 x fm x d

理［１．４］から  ( ) ( ) =  となるような ( ) が存在する。したがって、
( )

 とすれば、å
i=1

m
fi x ui x d ui x d

ui x
1

とすることができる。逆に、 ( ) ( ) =  となるような ( ) が存在したとすれば、定理［１．４］å
i=1

m
fi x ui x 1 ui x

の証明から、ψ( ) は ( ) , ( ) , … , ( ) の公約数であり、  ψ( ) = 0 である。つまり、x f1 x f2 x fm x deg x

ψ( ) は定数  である。また、最大公約数 ( ) で割り切れるので、  = ψ( ) = ( )  (  ∈  )x a d x a x cd x c K

したがって ( ) は定数となる。d x

（注意）  ( ) ( ) = 1 でなくても、定数であるなら何でもよい。å
i=1

m
fi x ui x

（Ｐ．２２９　定理［１．７］）

イ） ( ) ( )＋ ( ) ( ) = 1  となる ( ) , ( ) が存在する。両辺に ( ) をかければf x u x g x v x u x v x h x

( ) ( ) ( )＋ ( ) ( ) ( ) = ( )f x h x u x g x h x v x h x

ここで、φ( ) が ( ) , ( ) ( ) の公約数ならば、φ( ) は ( ) の約数となる。 ( ) と ( )は互

いに素だったので φ( ) は定数となる。

x f x g x h x x h x f x h x

x

定理［１．８］の準備

( ) , ( ) の積 ( ) ( ) が既約である ( ) で割り切れるならば、 ( ) , ( )のいずれか少なく

とも１つは ( ) で割り切ることができる。

f x g x f x g x p x f x g x

p x

（証明） ( ) は ( ) で割り切れないものとする。 ( ) は既約なので ( ) と ( ) は互いに素で

ある。したがって　 ( ) ( )＋ ( ) ( ) = 1 となる ( ) , ( ) が存在する。そこで、両辺に ( ) 

をかけると

f x p x p x f x p x

f x u x p x v x u x v x g x

( ) ( ) ( )＋ ( ) ( ) ( ) = ( )f x g x u x p x v x g x g x

仮定により、 ( ) ( ) は ( ) で割り切れるので、左辺は ( ) で割り切れることになる。よって、

( ) は ( ) で割り切れる。

f x g x p x p x g

x p x

（Ｐ．２２９　定理［１．８］）

イ） ( ) = ( ) ( )… ( ) が既約な多項式 ( ) で割り切れるならば、少なくとも１つの ( ) 

は ( ) で割り切れる。

f x f1 x f2 x fm x p x fi x

p x

ロ） 0 でない任意の -係数多項式 ( ) は、何個かの -既約多項式の積に分解される。この

分解は、定数倍と順序を除けば一意的である。

K f x K
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（証明） 上の準備から、 ( )( ( )… ( )) 、( ( )… ( )) を ( ) と考えれば、 ( ) が ( ) 

で割り切れないなら、( ( )… ( )) は ( ) で割り切れるはずである。これを繰り返していけば、

いつかは割り切れる ( ) が見つかるはずである。 イ）証明終

f1 x f2 x fm x f2 x fm x g x f1 x p x

f2 x fm x g x

fi x

ロ） イ）から各因数が既約になるまで分解できるので ( ) = ( ) ( )… ( )  ,  ( ) = ( )

( )… ( )  二通りのかたちに既約因数に分解できたとする。

f x p1 x p2 x pm x f x q1 x

q2 x qn x

( ) は既約因数なので、イ）より、 ( ) , ( ) , … , ( ) の中に少なくても１つは ( ) で割

り切れるものがある。

p1 x q1 x q2 x qn x p1 x

そこで、それが ( ) だとしたら、 ( ) も既約なので、 ( ) で割った商は 0 でない定数のはずq1 x q1 x p1 x

である。( ( ) = ( ) ( ) であったとしたら、 ( ) が既約q1 x c x p1 x q1 x

であることに反する。）

したがって、 ( ) = ( )  (  は 0 でない定数 ) とおくとq1 x c1p1 x c1

( ) ( )… ( ) = ( ) ( )… ( )p1 x p2 x pm x c1p1 x q2 x qn x

( )… ( ) = ( )… ( )p2 x pm x c1q2 x qn x

を得る。

同じように、 ( ) で割り切れる因数がある。それを ( ) とすれば、同様に ( ) = ( )  ( 

 は 0 でない定数 ) とおくことができる。よって 

p2 x q2 x q2 x c2p2 x

c2

( )… ( ) = ( )… ( )p3 x pm x c1c2q3 x qn x

この論法を繰り返していくと

 <  のときは　1 = … ( )… ( )m n c1c2 cmqm＋1 x qn x

 >  のときは　 ( )… ( ) = …m n pn＋1 x pm x c1c2 cn

となって不合理が生ずる。　ゆえに  =  である。したがってm n

( ) = ( ) ,  ( ) = ( ) , … , ( ) = ( )   q1 x c1p1 x q2 x c2p2 x qm x cmpm x

となり、定数倍と順序を除いて一意的になる。

（Ｐ．２３０　定理［２．１］代数学の基本定理）

（ⅰ） ( ) =  ( ＋ ＋ ＋…＋  )  ( ≠0 )f x xn a0 x

a1

x2

a2

xn

an
x

十分大きい  をとれば、|  | >  ならばR x R
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2

|  |
 > | ＋ ＋…＋  |  とすることができる。つまり 

a0

x

a1

x2

a2

xn

an

| ( ) | = |  ( ＋ ＋ ＋…＋  ) | f x xn a0 x

a1

x2

a2

xn

an

= |  | | ＋ ＋ ＋…＋  |   xn a0 x

a1

x2

a2

xn

an

≧ |  | ( |  |－| ＋ ＋…＋  | > |  | ( |  |－
2

|  |
 ) = |  |

2

|  |
　とすることが

できる。よって、任意の実数、たとえば |  (0) | に対し、十分大きい ' を取れば、|  | > ' >  

なるかぎり |  ( ) | > |  (0) | 

xn a0 x

a1

x2

a2

xn

an
xn a0

a0
xn

a0

f R x R R

f x f

が成り立つ。複素変数の関数 |  ( ) | は連続関数なので、有界閉区間f x

{  | ∈  , |  | ≦ ' } において最小値をもつ。つまり、 ことに

なる。

x x C x R 複素平面全体で最小値をもつ

（ⅱ） １点 α において (α) ≠ 0 ならば、| (β) | < | (α) | となるような β が存在する。f f f

( ) = 1＋ ＋ ＋…＋   ,   ≠ 0 g x b1x b2x
2 bnx

n bn

 ,  , … ,  のうち 0 でない最初のものを  =  (  > 0 , 0≦θ<2π)b1 b2 bn bm reiθ r

とし、  = ( |  , … ,  | ) とおく。K max bm＋1 bn

正の実数 ρ を十分小さくとれば

1－ ρ  > 0 r m

0 < ρ －
1－ρ

ρ
 = ρ  ( －

1－ρ

ρ
 ) < ρ  ( － ρ) < ρ  < 1r m K m＋1

m r
K m r K r m

が成り立つ。  = ρ  と置けばr e m
π－θ

i

 = · (ρ  )  = ·ρ  = ρ · (－1) = bmr
m reiθ e m

π－θ
i
m reiθ me(π－θ)i r m －rρm

| ( ) | = | 1＋ ＋ ＋…＋ ＋…＋  |g r b1r b2r
2 bmr

m bnr
n

≦ | 1－ ρ  |＋| ＋…＋  |r m bm＋1r
m＋1 bnr

n

≦ | 1－ ρ  |＋  | ＋…＋  |r m K rm＋1 rn

  ←   ( |  | = |ρ  | = ρ)r e m
π－θ

i

≦ | 1－ ρ  |＋  (ρ ＋…＋ρ  )r m K m＋1 n

≦ 1－ ρ ＋
1－ρ

ρ －ρ
 < 1－ ρ ＋

1－ρ

ρ
 < 1r m K

m＋1 n＋1

r m K
m＋1
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 ( 1－ρ) = ρ －ρ  s m＋1 n＋1
    = ρ ＋ρ ＋…＋ρs m＋1 m＋2 n 

→
ρ  =ρ ＋ρ ＋…＋ρs m＋2 m＋3 n＋1

  = 
1－ρ

ρ －ρ
 s

m＋1 n＋1

が成り立つ。β= ＋α とすればr

| ( ) | = 
| (α) |

| ( ＋α) |
 < 1     →   | (β) | < | (α) |   となる。g r

f

f r
f f

（ⅲ） （ⅰ）により、複素平面全体で | ( ) | の最小値があるので、それを | (α) | とすれば、| (

α) | ≠ 0 ならば、（ⅱ） から、| (β) | < | (α) |  となるβ が存在する。よって、| (α) | = 0 で

なければならない。

f x f f

f f f

（Ｐ．２３２　系［２．４］　これは使える定理だ！）

２つの  次以下の多項式関数 ( ) , ( ) が ＋1 個の相異なる複素数 α  , α  , … , 

α に対して等しい値をもてば、 ( ) = ( ) である。

n f x g x n 1 2

n＋1 f x g x

（Ｐ．２３３　定理［２．５］）

多項式のノルムを次の様に定義する。

( ) = ＋ ＋…＋ ＋   f x a0x
n a1x

n－1 an－1x an

|| ( ) || = || ( ) ||  =  ( |  | , |  | , … , |  | )f x f x ∞ max a0 a1 an

αが  次方程式 ( ) = 0 の根であるとき、任意の正数εに対し、十分小さい整数δをとると、 

|| －  || < δ なる任意の  次多項式は、| β－α | < ε となるような零点βをもつ。

n f0 x

f f0 n

（証明） ( ) = ＋ ＋…＋ ＋   ,  ( ) = ＋ ＋…＋ ＋f0 x a0x
n a1x

n－1 an－1x an f x b0x
n b1x

n－1 bn－1x bn

とする。任意のε> 0 に対し、

|| －  || =  ( | －  | , | －  | , … , | －  | ) < δ ならばf f0 max a0 b0 a1 b1 an bn

|  |－|  | ≦ | －  | < δ  →  |  |－δ < |  | a0 b0 a0 b0 a0 b0

| |－| |a0 b0
したがって、十分小さいδをとれば、正確には

δ < 
2

|  |
  ならば　

2

|  |
 < |  |　　

a0 a0
b0

    |a0－b0|a0

とすることができる。また b0

| (α) | = | (α)－ (α) | は  ,  ,  … , f f f0 b0 b1 bn
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 の連続関数なので、より十分小さいδをとれば

| (α) | = | (α)－ (α) | < 
2

|  |
εf f f0

a0 n

2δとすることができる。

すると、β  , … , β  を ( ) の零点として1 n f x

| (α) |  f
(a0,a1,a3)

= |  | |α－β | |α－β |…|α－β |b0 1 2 n

(b0,b1,b3)< 
2

|  |
ε

a0 n

|α－β | |α－β |…|α－β | < 
2|  |

|  |
ε  < ε1 2 n b0

a0 n n

よって、少なくとも１つの  に対して |α－β | < ε とならなければならない。j j

（Ｐ．２３４　定理［２．８］）

αα = αα = αα なので αα は実数である。

_______ __ __ __

佐武一郎　線型代数学に戻る。

（Ｐ．１４３　定理１　Hamilton-Cayley の定理）

－  = 

－  …  －

 － …  －

⋮ ⋮ 　  ⋮
     

－ － …  －

　の余因子 Δ  を (  ,  ) 成分とする行列  を  

Ｐ．６１にならって次の様にする。

xE A

x a11 a1n

x a22 a2n

an1 an2 x ann

ij i j B

= 

Δ Δ … Δ

Δ Δ … Δ

  …  
Δ Δ … Δ

 B 

11 12 1n

21 22 2n

n1 n2 nn

 (24'') から　 ( －  ) = ( －  )  = | －  | B
t

xE A xE A B
t

xE A E

また、Δ  は  の ( －1 ) 次式なのでij x n

Δ   = ＋ ＋…＋ij bij , 0x
n－1 bij , 1x

n－2 bij , n－1

167



 = 

Δ Δ … Δ

Δ Δ … Δ

  …  
Δ Δ … Δ

B

11 12 1n

21 22 2n

n1 n2 nn

= 

＋…＋ ＋…＋ … ＋…＋

＋…＋ ＋…＋ … ＋…＋

  …  

＋…＋ ＋…＋ … ＋…＋

b11 , 0x
n－1 b11 , n－1 b12 , 0x

n－1 b12 , n－1 b1n , 0x
n－1 b1n , n－1

b21 , 0x
n－1 b21 , n－1 b22 , 0x

n－1 b22 , n－1 b2n , 0x
n－1 b2n , n－1

bn1 , 0x
n－1 bn1 , n－1 bn2 , 0x

n－1 bn2 , n－1 bnn , 0x
n－1 bnn , n－1

転置すると

 = 

＋…＋ ＋…＋ … ＋…＋

＋…＋ ＋…＋ … ＋…＋

  …  

＋…＋ ＋…＋ … ＋…＋

B
t

b11 , 0x
n－1 b11 , n－1 b21 , 0x

n－1 b21 , n－1 bn1 , 0x
n－1 bn1 , n－1

b12 , 0x
n－1 b12 , n－1 b22 , 0x

n－1 b22 , n－1 bn2 , 0x
n－1 bn2 , n－1

b1n , 0x
n－1 b1n , n－1 b2n , 0x

n－1 b2n , n－1 bnn , 0x
n－1 bnn , n－1

 = (  ) とおけばBk bij , k
t

(  ) = 

…

…

  …  
…

  →   = (  ) = 

…

…

  …  
…

bij , k

b11, k b12, k b1n, k

b21, k b22, k b2n, k

bn1, k bn2, k bnn, k

Bk bij , k
t

b11, k b21, k bn1, k

b12, k b22, k bn2, k

b1n, k b2n, k bnn, k

 = 

Δ Δ … Δ

Δ Δ … Δ

  …  
Δ Δ … Δ

  →    =  = |  |B

11 12 1n

21 22 2n

n1 n2 nn

BB
t

B B
t

B E ← Ⅱ章　(24'') 

Ⅱ章　(24'') から

| －  | ·  = ( －  )( ＋ ＋…＋  )xE A E xE A xn－1B0 xn－2B1 Bn－1

                   = ( ＋ ＋…＋  )( －  )xn－1B0 xn－2B1 Bn－1 xE A

後半の等式の両辺を展開すると、任意の  について等号が成り立つのでx

 =    つまり    = 　となる。Axn－kBk－1 xn－kBk－1A ABk－1 Bk－1A

よって、  ,  , … ,  は  と交換可能である。ここで、変数  に行列  を代入すればB0 B1 Bn－1 A x A

( ) ·  = ( ) = ( －  )( ＋ ＋…＋  ) = fA A E fA A A A An－1B0 An－2B1 Bn－1 0

を得る。

（注意）

| －  | ·  = ( －  )( ＋ ＋…＋  )xE A E xE A xn－1B0 xn－2B1 Bn－1

= ( ＋ ＋…＋  )( －  )xn－1B0 xn－2B1 Bn－1 xE A
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は確かに成り立つ。しかし、  はスカラーであって、行列ではない。しかし、行列係数と交換可能

な  だから代入できるのであって、何でもよいというわけではない。  =  だが、  に代入で

きる行列は  と交換可能なものだけである。  =  のようにスカラー係数の等式ならば  に

行列  を代入しても問題ない。

x

A xA Ax x

A ax xa x

A

（Ｐ．１４４　問３ …左側剰余定理）

( ) = ＋ ＋…＋  が －  で左側から割り切れるとすればf x xnA0 xn－1A1 An xE C

( ) = ( －  ) ( ) となるような行列係数の多項式が存在する。f x xE C g x

( ) =   (  は  より十分大 ) とおけばg x å
j=0

m
xjBj m n

＋ ＋…＋ ＋…＋xnA0 xn－1A1 xiAn－i An

= ( －  )( ＋ ＋…＋ ＋ ＋ ＋…＋ ＋

＋ ＋…＋ ＋  )

xE C xmBm xm－1Bm－1 xn＋1Bn＋1 xnBn xn－1Bn－1 xi＋1Bi＋1 xi

Bi xi－1Bi－1 xB1 B0

= ＋ ＋…＋ ＋ ＋ ＋…＋ ＋ ＋

＋…＋ ＋ － － －…－ － －

－…－ － － －…－ －

xm＋1Bm xmBm－1 xn＋2Bn＋1 xn＋1Bn xnBn－1 xi＋2Bi＋1 xi＋1Bi xi

Bi－1 x2B1 xB0 xmCBm xm－1CBm－1 xn＋1CBn＋1 xnCBn xn－1CBn－1

xi＋1CBi＋1 xiCBi xi－1CBi－1 xCB1 CB0

= ＋ － ＋…＋ － ＋ － ＋…＋

－ ＋ － ＋…＋ － －

xm＋1Bm xmBm－1 xmCBm xn＋1Bn xn＋1CBn＋1 xnBn－1 xnCBn xi＋1

Bi xi＋1CBi＋1 xiBi－1 xiCBi xB0 xCB1 CB0

   = ＋ ( － )＋…＋ ( － )＋ ( － )＋…                 

  ＋ ( － )＋ ( － )＋…＋ ( － )－

xm＋1Bm xm Bm－1 CBm xn＋1 Bn CBn＋1 xn Bn－1 CBn

xi＋1 Bi CBi＋1 xi Bi－1 CBi x B0 CB1 CB0

   = ＋ ＋…＋ ＋…＋xnA0 xn－1A1 xiAn－i An

 の行列係数を比べてみればxi

 = －   … ①An CB0

 = －  ( 1≦ ≦  )  … ② An－i Bi－1 CBi i n

 = －  ( ＋1≦ ≦  )  … ③0 Bi－1 CBi n i m

 =   … ④0 Bm

したがって、④を③に代入して、  =  ,  =  , … ,  = 　次から②に代入しBm－1 0 Bm－2 0 Bn 0

 = －  =  ,  = ( － ) , … ,  = ( － ) ,  = (－ )A0 Bn－1 0 Bn－1 A1 Bn－2 CBn－1 An－1 B0 CB1 An CB0
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これを ＋ ＋…＋ ＋  に代入するとCnA0 Cn－1A1 CAn－1 An

＋ ＋…＋ ＋CnA0 Cn－1A1 CAn－1 An

= ＋ ( － )＋…＋ ( － )＋(－ ) = CnBn－1 Cn－1 Bn－2 CBn－1 C B0 CB1 CB0 0

となる。

（Ｐ．１４４　例３）

冪零行列の固有値は 0 である。なぜなら

 = α  →  = α  = α → … →  = α  = Ax x A2x Ax 2x Aνx νx 0

 ≠  なので α= 0 となる。x 0

＋ ＋ ＋…＋ ＋…＋  = 0c0x c1Ax c2A
2x ci0A

i0x cν－1A
ν－1x

 ≠ 0 とする。両辺に  をかけると、  は ≠ 0 なる最初のものだったのでci0 Aν－1－i0 ci0

( ＋ ＋ ＋…＋ ＋…＋  ) = Aν－1－i0 c0x c1Ax c2A
2x ci0A

i0x cν－1A
ν－1x 0

＋ ＋ ＋…＋ ＋…＋  = 0 0 0 Aν－1－i0ci0A
i0x 0 0

 =  となり、  ≠ 0 だったので、  =  となり矛盾する。またci0A
ν－1x 0 ci0 Aν－1 0

＋ ＋ ＋…＋ ＋…＋  ≠  から  がν－1 次以下のスカラー係数c0 c1A c2A
2 ci0A

i0 cν－1A
ν－1 0 A

の方程式を満足しないことがわかる。

簡単な事実だが、対角成分がすべて 0 の三角行列は冪零行列である。また、  が正則行列で

 が冪零行列ならば  は冪零行列である。（ ( )  =  =  ↔  =  )

P

P－1AP A P－1AP k P－1AkP 0 Ak 0

（Ｐ．１４４　最小多項式）

※）  次行列全体の作るベクトル空間の中で十分多くの  の冪  ,  , ,  , … ,  を考

えれば、それらは必ず自明ではない一次関係を満足するはずである。なぜなら、  次元のベク

トル空間なのでそれ以上の一次独立であることはありえないからである。

n A E A A2 A3 Am

n2

◎  次行列  に対して、 ( ) = となるようなスカラー係数の多項式 ( ) の中、次数が最小

（かつ最高次の係数が 1 ）なるものを行列  の最小多項式 φ ( ) という。

n A f A 0 f x

A A x

（補題１） ( ) = となるようなスカラー係数の多項式 ( ) はすべて φ ( ) で割り切れる。f A 0 f x A x

（証明） ( ) = ( )φ ( )＋ ( )    ( ( ) の次数 < φ ( ) の次数 ） とする。f x g x A x h x h x A x

 に  を代入すれば、 ( ) = ( )φ ( )＋ ( )　だから  ( ) =  x A f A g A A A h A h A 0
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よって、最小多項式の定義から ( ) = 0 でなければならない。h x

したがって、 。固有多項式は最小多項式で割り切れる

（補題２） αが  の固有値ならば、φ ( ) は －αで割り切れる。 A A x x

（証明） αに対する１つの固有ベクトルを  ≠ とすれば、  = α  から x 0 Ax x

φ ( ) = ＋ ＋ ＋…＋  とおけばA x a0 a1x a2x
2 amx

m

φ ( )  = ( ＋ ＋ ＋…＋  )A A x a0E a1A a2A
2 amA

m x

= ＋ ＋ ＋…＋a0xE a1Ax a2A
2x amA

mx

= ＋ α ＋ α ＋…＋ αa0x a1 x a2
2x am

mx

= ( ＋ α＋ α ＋…＋ α  )a0 a1 a2
2 am

m x

= φ (α)A x

φ ( )  = φ (α)  =   よって、 φ (α) = 0 A A x A x 0 A

別証について、代数学講義（高木貞治　著）Ｐ．４２　3 に移動！

( ) = ＋ ＋…＋  とおくとき、 ( ) を ( －α) で割るとき、f z a0z
n a1z

n－1 an f z z

商 ( ) = ＋ ＋…＋  の係数と剰余  = (α) は f1 z q0z
n－1 q1z

n－2 qn－1 A f

( －α)( ＋ ＋ ＋ ＋…＋ ＋ )z q0z
n－1 q1z

n－2 q2z
n－3 q3z

n－4 qn－2z qn－1 

= ＋( －α ) ＋( －α ) ＋…＋( －α ) －αq0z
n q1 q0 z

n－1 q2 q1 z
n－2 qn－1 qn－2 z qn－1

 =  ,  = α ＋  ,  = α ＋  , … ,  = α ＋  となり、  から  まq0 a0 q1 q0 a1 q2 q1 a2 qn－1 qn－2 an－1 q0 qn－1

で求めることができる。そして、

( )－( －α) ( ) = －(－α ) = ＋α  f z z f1 z an qn－1 an qn－1

＋α  が剰余なので、  = (α) = ＋α  となる。an qn－1 A f an qn－1

また、  =  →  = α ＋  →  = α(α ＋ )＋  = α ＋α ＋   q0 a0 q1 a0 a1 q2 a0 a1 a2
2a0 a1 a2

→  = α(α ＋α ＋ )＋  = α ＋α ＋α ＋q3
2a0 a1 a2 a3

3a0
2a1 a2 a3

→ … →  = α ＋α ＋…＋  →  = α ＋α ＋…＋  = (α)qn－1
n－1a0

n－2a1 an－1 A na0
n－1a1 an f

まとめると、 ( ) = ＋ ＋…＋   ,  ( ) = ＋ ＋…＋  とおけばf z a0z
n a1z

n－1 an fi z a0z
i a1z

i－1 ai

( )－ (α) = ( －α)( (α) ＋…＋ (α) ＋…＋ (α) )f z f z f0 zn－1 fi zn－i－1 fn－1
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代数学講義（高木貞治　著）Ｐ．３３４ （注意） 

上の結果を固有多項式に適用すれば、 ( ) = ＋ ＋…＋  とおいてf (A)
i x a0x

i a1x
i－1 ai

( )－ (β) = ( －β)( (β) ＋…＋ (β) ＋…＋ (β) )fA x fA x f (A)
0 xn－1 f (A)

i xn－i－1 f (A)
n－1

この等式はスカラー係数の等式なので、βに行列  を代入してもよい。また、 ( ) =  からA fA A 0

( )  = ( － )( ( ) ＋…＋ ( ) ＋…＋ ( ) )fA x E xE A f (A)
0 A xn－1 f (A)

i A xn－i－1 f (A)
n－1 A

（別証） 同様に、最小多項式に応用すれば

φ ( ) = ＋ ＋…＋  とすれば、 A x a0x
m a1x

m－1 am

φ ( )－φ (β) = ( －β)( φ (β) ＋…＋φ (β) ＋…＋φ (β) )A x A x  (A)
0 xm－1  (A)

i xm－i－1  (A)
m－1

スカラー係数の等式なので、βに行列  を代入してもよい。ψ ( ) =  だったので、A A A 0

φ ( )  = ( － )( φ ( ) ＋…＋φ ( ) ＋…＋φ ( ) )A x E xE A  (A)
0 A xm－1  (A)

i A xm－i－1  (A)
m－1 A

したがって、φ ( )  = ( －  ) ( ) とおいて、両辺の行列式をとれば A x E xE A D x

φ ( )  = | －  || ( )| = ( )| ( )|A x
n xE A D x fA x D x

ゆえに、φ ( )  は ( ) で割り切れる。つまり、固有値αに対し、 －αで割り切れる。A x
n fA x x

線型代数縫う門（齋藤正彦Ｐ．２２９　定理［１．８］ イ） から φ ( ) は －αで割り切れる。A x x

佐武一郎　線型代数学に戻る。

（Ｐ．１４５　注意）

( ) = B x å
i=0

n－1

xn－i－1Bi

B(x)

 = 

＋…＋ ＋…＋ … ＋…＋

＋…＋ ＋…＋ … ＋…＋

  …  

＋…＋ ＋…＋ … ＋…＋

b11 , 0x
n－1 b11 , n－1 b21 , 0x

n－1 b21 , n－1 bn1 , 0x
n－1 bn1 , n－1

b12 , 0x
n－1 b12 , n－1 b22 , 0x

n－1 b22 , n－1 bn2 , 0x
n－1 bn2 , n－1

b1n , 0x
n－1 b1n , n－1 b2n , 0x

n－1 b2n , n－1 bnn , 0x
n－1 bnn , n－1

の  個の成分の最大公約数をψ( ) , ( ) = 
ψ( )

1
( ) とすれば、右辺は割り切れる。n2 x B* x

x
B x

定理１では、| －  |  = ( －  ) ( )  だったので、| －  |  = ψ( )( －  ) ( )xE A E xE A B x xE A E x xE A B * x

左辺は ( ) を対角成分にもつ対角行列なので右辺の ( －  ) ( ) も同じ多項式が並ぶfA x xE A B * x

対角行列になっているはずである。よって、その ψ( ) 倍が ( ) なので、ψ( ) は ( ) を割りx fA x x fA x

切る。 
ψ( )

( )
 = ( ) とすれば、

x

fA x
g x
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( －  )  = 
( )

1
( ) = 

ψ( ) ( )

1
ψ( ) ( ) = 

( )

1
( )xE A －1

fA x
B x

x g x
x B* x

g x
B* x

この ( ) は ( ) =  となる。なぜなら、g x g A 0

| －  | ·  = ( －  ) ( ) = ( )( －  )xE A E xE A B x B x xE A

( )  = 
ψ( )

| －  |
 = 

ψ( )

1
( －  ) ( ) = 

ψ( )

1
( )( －  ) = ( －  ) ( )g x E

x

xE A
E

x
xE A B x

x
B x xE A xE A B * x

= ( )( －  )B * x xE A

( －  ) と ( ) は交換可能であるから、  に  を代入してもよい。xE A B * x x A

よって、 ( ) =  を得る。g A 0

( ) の次数が ( ) の次数以下であることは間違いない。実は ( ) は  の最小多項式 φ (g x fA x g x A A

) の定数倍に等しい。x

代数学講義（高木貞治　著）Ｐ．３３５ の証明を丸写しすると、

任意の多項式 ( ) に関する恒等式f x

( )－ ( ) = ( －  ) (  , )f y f x x y h x y

と書ける。なぜなら、  に  を代入すると 0 のなるので ( －  ) で割り切れるからである。x y x y

この等式はスカラー係数の恒等式なので、  に行列  を代入することができる。y A

( )－ ( )  = ( －  ) (  , )　を得る。ゆえにもし ( ) =  ならばf A f x E xE A h x A f A 0

－ ( )  = ( －  ) (  , )f x E xE A h x A

( )( － )  = － (  , )f x xE A －1 h x A

この等式からわかることは、( － )  = 
( )

1
( ) なので、それに ( ) を乗じたときに分母xE A －1

g x
B * x f x

が払われる必要がある。つまり、 ( ) は ( ) で割り切らねばならない。（もし、割り切れなかったf x g x

ら 
( )

( )
 = 

( )

( )
 とおいたとき、 ( ) のすべての成分は ( ) で割り切れなければならない。

g x

f x

m x

n x
B * x m x

しかし、それでは最大公約数 ψ( ) で割られたことに矛盾する。）x

φ ( ) = 0 である。よって、φ ( ) は ( ) で割り切ることができる。しかし、定義から φ ( ) はA A A x g x A x

φ ( ) = 0 となる最低次の多項式なので ( ) = φ ( ) となる。A A g x k A x

上の別証に出てきた　φ ( )  = ( －  ) ( ) の ( ) は ( ) の定数倍に等しいことにな

る。

A x E xE A D x D x B * x
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（Ｐ．１４５　問４）

( ) = φ ( ) = ＋ ＋…＋ ＋  とすればf x A x a0x
k a1x

k－1 ak－1x ak

φ ( )A P
－1AP

= ( ) ＋ ( ) ＋…＋ ( )＋a0 P
－1AP k a1 P

－1AP k－1 ak－1 P
－1AP akE

ここで、( )  = ( )( )…( ) =  なのでP－1AP k P－1AP P－1AP P－1AP P－1AkP

= ＋ ＋…＋ ＋a0P
－1AkP a1P

－1Ak－1P ak－1P
－1AP akE

= ( ＋ ＋…＋ ＋  )P－1 a0A
k a1A

k－1 ak－1A akE P

= φ ( )  = P－1
A A P 0

( ) =   なので、φ ( ) で φ ( ) を割り切ることができる。f P－1AP 0 P－1AP x A x

( ) = φ ( ) = ＋ ＋…＋ ＋  とすればg x P－1AP x b0x
l b1x

l－1 bl－1x bl

φ ( ) P－1AP P
－1AP

= ( ) ＋ ( ) ＋…＋ ( )＋b0 P
－1AP l b1 P

－1AP l－1 bl－1 P
－1AP blE

= ( ＋ ＋…＋ ＋  )P－1 b0A
l b1A

l－1 bl－1A blE P

= 0

よって、 ( ) = ＋ ＋…＋ ＋  =  なので φ ( ) で φ ( ) を割り切る

ことができる。

g A b0A
l b1A

l－1 bl－1A blE 0 A x P－1AP x

 

したがって、最小多項式の最高次の係数が 1 ということから、等しいことがわかる。また後半は、

 = 
0

0
  →   = 

0

0
 なのでA

A1

A2

Ak A1
k

A2
k

φ ( ) = ＋ ＋…＋ ＋  とすればA x a0x
k a1x

k－1 ak－1x ak

φ ( ) = ＋ ＋…＋ ＋  =   なのでA A a0A
k a1A

k－1 ak－1A akE 0

φ ( ) = 
0

0
＋

0

0
＋…＋

0

0A A
a0A1

k

a0A2
k

a1A1
k－1

a1A2
k－1

ak
ak

φ ( ) = 
φ ( ) 0

0 φ ( )
 =   →  φ ( ) =  , φ ( ) = A A

A A1

A A2

0 A A1 0 A A2 0
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よって、φ ( ) , φ ( ) で φ ( ) を割り切ることができる。 ← （添字の位置に注意！） A1
x A2

x A x

逆に φ( ) が φ ( ) , φ ( ) で割り切ることができるならば x A1
x A2

x

φ( ) = 
φ( ) 0

0 φ( )
 =   よって、φ( ) は φ ( ) で割り切れる。A

A1

A2

0 x A x

まとめると φ( ) が φ ( ) , φ ( ) の公倍数ならば、φ ( ) で割り切れることができるので、

 φ( ) ≧  φ ( )  つまり、φ ( ) の次数は最小であることがわかる。故に、最小多項式

x A1
x A2

x A x d

eg x deg A x A x

は最小公倍数となる。

 （Ｐ．１４６　例４）

 次行列  に関する次の３つの条件は同値である。n A

１）  は対角行列に相似である。 A

２）  の最小多項式 φ ( ) は重根を持たない。A A x

３）  は固有空間の直和に分解される。V

（証明）

 φ ( ) = φ ( ) であるから、最初から  が対角行列であるとしてよい。  の対角

成分のうち相異なるものを α  , α  , … , α  とすれば、対角行列の積は対角行列であるから

１）→２） P－1AP x A x A A

1 2 s

( －α  )( －α  )…( －α  ) A 1E A 2E A sE

 = 

0         0
 ⋱          
  0         
   α2－α1       

    ⋱      
     α2－α1     

      ⋱    
       αs－α1   

        ⋱  
0         αs－α1

  …

α1－αs         0

 ⋱          
  α1－αs         

   α2－αs       

    ⋱      
     α2－αs     

      ⋱    
       0   
        ⋱  
0         0

 = 0
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よって、ψ( ) =  ( －α ) とおけば、ψ( ) =  である。したがって、φ ( ) は ψ( ) の約数でx Õ
i=0

s
x i A 0 A x x

ある。よって、φ ( ) は重根を持たない。A x

( ) の因数分解は、α  , α  , … , α  が相異なる固有値のとき２）→３） fA x 1 2 s  

( ) = ( －α ) ( －α ) …( －α )   とする。そのとき、ψ ( ) はfA x x 1
n1 x 2

n2 x s
ns

A x

φ ( ) = ( －α ) ( －α ) …( －α )A x x 1
ν1 x 2

ν2 x s
νs

ただし、1≦ν ≦  ( 1≦ ≦  ) の形になる。i ni i s

なぜなら、φ ( ) は ( ) の約数であり、 ( ) の任意の解は φ ( ) の解である。したがって上

のような形でなければならない。

A x fA x fA x A x

よって、φ ( ) が重根を持たなければ、φ ( ) = ( －α ) となる。  に  を代入すれば、A x A x Õ
i=1

s
x i x A

( －α  )( －α  )…( －α  ) =  となる。A 1E A 2E A sE 0

Ｐ．１１３例２から、  次正方行列  ,  に対し、  ＋  －  ≦   なので、n A B rank A rank B n rank AB n

次正方行列  があった場合C

  ≧  ＋  －  ≧  ＋  ＋  －2  rank ABC rank AB rank C n rank A rank B rank C n

よって

 ( －α  )( －α  )…( －α  ) = 0 ≧ ( －α  )－( －1)rank A 1E A 2E A sE å
i=1

s
A iE s n

0 ≧  ( －α  )－( －1)  =  ( －α  )－ ＋å
i=1

s
rank A iE s n å

i=1

s
rank A iE sn n

－  ( －α  ) ≧ sn å
i=1

s
rank A iE n

( －  ( －α  ) ) ≧ å
i=1

s
n rank A iE n

固有空間の定義から  = {  ; ( －α  )  =  } であるから、Ｐ．１０９定理７よりWαi
x A iE x 0

 ( ) = －  ( ) 、   は  の像の次元なので、 ( ) =  と考えdim f Vn n dim f－1 0 rank f f f－1 0 Wαi

 ( －α  ) = －    →    = －  ( －α  )　rank A iE n dim Wαi
dim Wαi

n rank A iE

よって

 ＋  ＋…＋   ≧ dim Wα1
dim Wα2

dim Wαs
n

また、Ｐ．１４１例１から、相異なる固有値に対する固有ベクトルは一次独立なので、 ＋Wα1
Wα2

＋…＋  は直和である。Wαs

なぜなら、任意の元  ∈ ＋ ＋…＋  に対し、x Wα1
Wα2

Wαs
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 = ＋ ＋…＋  = ' ＋ ' ＋…＋ '   (  , '  ∈  ) とすれる。x xα1
xα2

xαk
x α1

x α2
x αk

xαi
x αi

Wαi

－ '  = ''  とおけば、 '' ＋ '' ＋…＋ ''  =    ( ''  ∈  )xαi
x αi

x αi
x α1

x α2
x αk

0 x αi
Wαi

ここで、一つでも ''  ≠  となるものが存在したとすれば、一次独立であることと右辺が  でx αi
0 0

あることに矛盾するから  は一意的に表現されることになる。よって、直和となる。x

よって、 ＋ ＋…＋  ⊂  なのでWα1
Wα2

Wαs
V

 ＋  ＋…＋   =  ( ＋ ＋…＋  ) ≦ dim Wα1
dim Wα2

dim Wαs
dim Wα1

Wα2
Wαs

n

したがって、  = … となる。V Wα1
∔Wα2

∔ ∔Wαs

  が固有空間  の直和になれば、  の底として固有ベクトルばかりからなるものを３）→１） V Wαi
V

とることができる。   =  として、その底を  , … , とすれば  , … , dim Wαi
ni aαi1

aαini
   aα11

,  , … , , … ,  , … ,  を  の底とすることができる。aα1n1
  aα21

aα2n2
  aαs1

aαsns
V

そのとき  = α   ( 1≦ ≦  )Aaαik i aαik
k ni

 , A(aα11
aα22

 , … , aαsns
 ) 

(  , = aα11
aα22

 , … , aαsns
 )

α1         0

 ⋱          
  α1         

   α2       

    ⋱      
     α2     

      ⋱    
       αs   

        ⋱  
0         αs

(  , aα11
aα22

 , … , aαsns
 ) = P （固有ベクトルを列ベクトルとする）とおけば

P－1AP = 

α1         0

 ⋱          
  α1         

   α2       

    ⋱      
     α2     

      ⋱    
       αs   

        ⋱  
0         αs
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となる。

対角化可能  ,  に対して　 ～   ⇒   =  は明らかであるが、  =  ⇒  ～  である。

なぜなら、ある正則行列  ,  があって、  ,  が対角行列になったとする。  

=  =  =  なので　　

A B A B fA fB fA fB A B

P Q P－１AP Q－1BQ fP－1AP

fA fB fQ－1BQ

 =  →  =   →  =  = ( ) ( ) P－1AP Q－1BQ AP PQ－1BQ A PQ－1BQP－1 QP－1 －1B QP－1

 =  ならば －  =  なので、最小多項式は －  = ( －1) の約数になる。よって、重A2 A A2 A 0 x2 x x x

解を持たない。

 =  ならば 同様に －1 の約数が最小多項式となる。Aν E xν

－1 = ( －ζ  ) 　（参照 Ｐ．３０） つまり重根を持たない。xν Õ
i=0

ν－1
x i

ν

（Ｐ．１４１　A－不変）
 の部分空間  が   ∈   ⇒   ∈   となる性質を持つとき、  は  に関して -不

変であるという。

V n W x W Ax W W A A

  の底  ,  , … ,  を  ,  , … ,  が  (  =   ) の底になるようにとる。この

底に関して  を表せば、一次変換なので

V n a1 a2 an a1 a2 am W m dim W

A

( ) =    ( 1≦ ≦  )f aj å
i=1

n
aijai j n 「0」にする！

 ( )      =         ＋  ＋…   ＋     ＋ ＋…     ＋f a1 a11a1 a21a2 am1am am＋1,1am＋1 an1an

 ( )      =         ＋  ＋…   ＋     ＋ ＋…     ＋f a2 a12a1 a22a2 am2am am＋1,2am＋1 an2an

             ⋮

 ( )     =        ＋ ＋…    ＋    ＋ ＋…    ＋f am a1ma1 a2ma2 ammam am＋1,mam＋1 anman

 ( ) = ＋ ＋…＋ ＋ ＋…＋f am＋1 a1,m＋1a1 a2,m＋1a2 am,m＋1am am＋1,m＋1am＋1 an,m＋1an

             ⋮

 ( )     =          ＋ ＋…    ＋     ＋ ＋…    ＋f an a1na1 a2na2 am,nam am＋1,nam＋1 annan

行列に表現すると転置されて

(  , … ,  ,  ,  … ,  ) = (  , … ,  ,  ,  … ,  ) f a1 am am＋1 an A a1 am am＋1 an

= (  , … ,  ,  ,  … ,  ) 

… …

… …

  …    …  
… …

0  … 0 …

0  … 0 …

  …    …  
0  … 0 …

a1 am am＋1 an

a11 a12 a1m a1,m＋1 a1,m＋2 a1n

a21 a22 a2m a2,m＋1 a2,m＋2 a2n

am1 am2 amm am,m＋1 am,m＋2 amn
am＋1,m＋1 am＋1,m＋2 am＋1,n

am＋2,m＋1 am＋2,m＋2 am＋2,n

an,m＋1 an,m＋2 ann
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= (  , … ,  ,  ,  … ,  ) 
0

 a1 am am＋1 an
A(1) A(12)

A(2)

よって、底の変換 (ei) → (ai) により

 ～ 
0

A
A(1) A(12)

A(2)

さらに  が -不変な２つの部分空間  ,  の直和に分解されればV n A W1 W2

 の底  ,  , … ,  を  ,  , … ,  が  (  =   ) の底、　  ,  , 

… ,  が  の底になるようにとることができる。すると、 

V n  a1 a2 an a1 a2 am W1 m dim W am＋1 am＋2

an W2

( ) =    ( 1≦ ≦  )f aj å
i=1

n
aijai j n 「0」にする！

 ( )      =         ＋  ＋…   ＋     ＋ ＋…     ＋f a1 a11a1 a21a2 am1am am＋1,1am＋1 an1an

 ( )      =         ＋  ＋…   ＋     ＋ ＋…     ＋f a2 a12a1 a22a2 am2am am＋1,2am＋1 an2an

             ⋮

 ( )     =        ＋ ＋…    ＋    ＋ ＋…    ＋f am a1ma1 a2ma2 ammam am＋1,mam＋1 anman

 ( ) = ＋ ＋…＋ ＋ ＋…＋f am＋1 a1,m＋1a1 a2,m＋1a2 am,m＋1am am＋1,m＋1am＋1 an,m＋1an

             ⋮

 ( )     =          ＋ ＋…    ＋     ＋ ＋…    ＋f an a1na1 a2na2 am,nam am＋1,nam＋1 annan

行列に表現すると転置されて

(  , … ,  ,  ,  … ,  ) = (  , … ,  ,  ,  … ,  ) f a1 am am＋1 an A a1 am am＋1 an

= (  , … ,  ,  ,  … ,  ) 

… 0  … 0

… 0  … 0

  …    …  
… 0  … 0

0  … 0 …

0  … 0 …

  …    …  
0  … 0 …

a1 am am＋1 an

a11 a12 a1m

a21 a22 a2m

am1 am2 amm
am＋1,m＋1 am＋1,m＋2 am＋1,n

am＋2,m＋1 am＋2,m＋2 am＋2,n

an,m＋1 an,m＋2 ann

= (  , … ,  ,  ,  … ,  ) 
0

0
 a1 am am＋1 an

A(1)

A(2)

よって、底の変換 ( ) → ( ) によりei ai

 ～ 
0

0
　　(  は  が  にひきおこす一次変換 )A

A(1)

A(2) A(i) A Wi

（Ｐ．１４９　広い意味での固有空間）

ある（十分に大きいく 1 以上の整数なら何でもよい）  に対してl
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( －α  )  = A E lx 0

となるような  ∈  全体の集合は１つの -不変な部分空間を作る。x V n A

それを広い意味での固有空間といい、  で表す。Wα

～

まず -不変になることだが、任意の  ∈  に対しA x Wα

～

( －α  ) ( ) = ( －α  ) ( ( －α  ) ＋α  )A E l Ax A E l A E x x

= ( －α  ) ＋( －α  ) ( α  )A E l＋1x A E l x

= ( －α  )( －α  ) ＋α( －α  )  A E A E lx A E lx

= 0

よって、  ∈ Ax Wα

～

次に部分空間であることだが、任意の  ,   ∈  に対し、  ∈  は明らかである。x y Wα

～
kx Wα

～

( －α  ) ( ＋ ) = ( －α  ) ＋( －α  )  = ＋  = A E l x y A E lx A E ly 0 0 0

よって、 ＋  ∈ x y Wα

～

以上により、 -不変な部分空間となる。A

（Ｐ．１４９　補題 １）←　すでに固有多項式のところで証明済み！

( ) , ( ) , … , ( ) を（全体として）共通因子をもたない多項式（互いに素）とすればf1 x f2 x fs x

( ) ( )＋ ( ) ( )＋…＋ ( ) ( ) = 1M1 x f1 x M2 x f2 x Ms x fs x

となるような  個の多項式 ( ) , ( ) , … , ( ) が存在する。 s M1 x M2 x Ms x

 の固有多項式 ( ) を相異なる一次因数の冪の積に分解しA fA x

（９）　 ( ) =  ( －α  )fA x Õ
i=1

s
x i

ni

とする。

（１０）　 ( ) = 
( －α  )

( )
 =  ( －α  )fi x

x i
ni

fA x
Õ
j≠i

s
x j

nj

とおけば、 ( ) , ( ) , … , ( ) は共通因子をもたない。よって上の補題によりf1 x f2 x fs x

（１１）　 ( ) ( )＋ ( ) ( )＋…＋ ( ) ( ) = 1M1 x f1 x M2 x f2 x Ms x fs x

となるような  個の多項式 ( ) , ( ) , … , ( ) が存在する。 s M1 x M2 x Ms x

スカラー係数の多項式なので、変数  に行列  を代入してx A

( ) ( )＋ ( ) ( )＋…＋ ( ) ( ) = M1 A f1 A M2 A f2 A Ms A fs A E

( ) ( ) =  とおいてMi A fi A Ai
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（１２）　 ＋ ＋…＋  = A1 A2 As E

を得る。ここでさらに

（１３）　  =  (  ≠  )AiAj 0 i j

が成立する。

実際、 ( ) ( ) = 
( －α  ) ×( －α  )

 ( －α  ) ×  ( －α  )

 は ( ) で割り切れる。( ×  =  )fi x fj x
x i

ni x j
nj

Õ
i=1

s
x i

ni Õ
i=1

s
x i

ni

fA x a

ab

b

ab
ab

従って定理１により ( ) =  なので ( ) ( ) =   よって、  = ( ) ( ) ( ) ( ) = fA A 0 fi A fj A 0 AiAj Mi A fi A Mj A fj A 0

（１２）と（１３）から

 =  =  ( ＋ ＋…＋  ) =  Ai AiE Ai A1 A2 As A2
i

すなわち、  は冪等行列である。Ai

（１４）  = A2
i Ai

これらのことから（Ⅲ章Ｐ．１３２）  は部分空間V n

 = {  ;  ∈  ,  =  }AiV
 n x x V n Aix x

の直和に分解される。

さて、 。実際、( －α  ) ( ) = ( ) なのでAiV
 n は Wαi

～
 と一致する x i

nifi x fA x

( －α  ) ( ) =   よって、( －α  )  = ( －α  ) ( ) ( ) = A iE
nifi A 0 A iE

niAi A iE
niMi A fi A 0

任意の  ∈   に対し ( －α  )  =   よって、  ∈   x V n A iE
niAix 0 Aix Wαi

～

故に  ⊂  である。AiV
 n Wαi

～

逆に、  ∈  ならば、ある  に対して ( －α  )  =   （１１）により　( －α  )  と ( ) (

) とは共通因子をもたない（もし、 ( ) ( ) が －α  で割り切れれば（１１）の左辺が －α  

で割り切れることになって矛盾する。）から、補題１によりある多項式 ( ), ( ) があって　　　　

( )( －α  )  ＋ ( ) ( ) ( ) = 1  →  ( )( －α  )  ＋ ( ) ( ) ( ) = 1 でもよい

x Wαi

～
l A iE

lx 0 x i
l Mi x fi

x Mi x fi x x i x i

M x N x

M x x i
l N x Mi x fi x M x x i

l Mi x fi x N x

( )( －α  )  ＋ ( ) ( ) ( ) = M A A iE
l Mi A fi A N A E

( )( －α  )  ＋ ( ) = 　　M A A iE
l AiN A E

これを  にほどこせば、 ( )  =   、 ( )  ∈  なので　  = ( ( )  ) ∈ x AiN A x x N A x V n x Ai N A x AiV
 n

故に、  ⊂ Wαi

～
AiV

 n

（Ｐ．１３１　射影子の補足）

定義から　  ∈   ⇔  = x W1 Ax x
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⇐) について、  ∈  なので  =  ∈  Ax W1 x Ax W1

準備 （商ベクトル空間 線型代数学　川久保勝夫　著　Ｐ．１５９）

ベクトル空間  とその部分空間  があるとき、次の様に新しいベクトル空間を構成する。V W

 ∈  に対し、 ＋  = { ＋  |  ∈  } とする。x V x W x y y W

この集合を一点として考え直すことによって商ベクトル空間と定義する。

（補題　６．１２．１）

 ,  ∈  に対して、次の２つの条件は同値である。x y V

(1) ＋  = ＋x W y W

(2) －  ∈ x y W

（証明）

(1) → (2)   は部分空間であるから、  を含む。  = ＋  ∈ ＋  = ＋  よって、ある  

∈  に対して、  = ＋  と表すことができる。したがって、 －  ∈  となる。

W 0 x x 0 x W y W w

W x y w x y W

(2) → (1) －  =  とおくと、仮定より  ∈  である。  は部分空間であるから、任意のx y w1 w1 W W

 ∈  に対して、 ＋ ∈  である。w W w w１ W

 ∈ ＋  とすると、ある  ∈  に対して  = ＋  と書ける。z x W w W z x w

 = ＋  = ＋ ＋  = －( － )＋ ＋  = ＋ ＋  ∈ ＋z x w x－w1 w1 w x x y w1 w y w1 w y W

よって、 ＋  ⊂ ＋x W y W

 と  の立場を入れ替えても同様なことがいえるので ＋  ⊂ ＋   よってx y  y W x W

＋  = ＋x W y W

ここで、  の二元  ,  に対し、 －  ∈  のとき、  ～  と定義すれば、～ は  の同値関V x y x y W x y V

係である。よってその商集合を /  で表し、  の元  が含まれる類を ＋  で表す。V W V x x W

まずは同値律が満たされることを証明する。

ⅰ） －  =  ∈  なので  ～  x x 0 W x x

ⅱ）  ～  →  ～ x y y x

－  ∈  ならば、  は部分空間なので －1( － ) ∈  、つまり －  ∈ x y W W x y W y x W

よって、  ～ y x

ⅲ）  ～   ,   ～  ～ x y y z  → x z 

－  ∈  , －  ∈  ならば、  は部分空間なので － ＋( － ) = －  ∈ x y W y z W W x y y z x z W
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よって、  ～ x z

次に、 /  = { ＋  |  ∈  } となることを示す。V W x W x V

 ～  ならば －  ∈  なので補題　６．１２．１ から、 ＋  = ＋  x y x y W x W y W

～  でなければ ( ＋ ) ∩ ( ＋ ) = ∅ である。もし ∅ でなかったとすれば x y x W y W

 ∈ ( ＋ ) ∩ ( ＋ ) となる元  が存在するはずである。z x W y W z

 = ＋  = ＋   (  ,  ∈  ) と書ける。すると、z x w1 y w2 w1 w2 W

－  = － －( － ) = －  ∈  となり、矛盾する。x y z w1 z w2 w2 w1 W

以上により、二つの類は互いに共通元をもたないか、または、完全に一致するということになる。

この /  に足し算とスカラー倍を次の様に定義する。V W

（足し算） ：  ,  ∈ /  に対して、 ＋  ∈ /  を次の様に定める。a b V W a b V W

 = ＋  ,  = ＋  としたとき、 ＋  = ( ＋ )＋  とする。a x W b y W a b x y W

（スカラー倍） ：  ∈ /  とスカラー  に対して、  ∈ /  を次の様に定める。a V W k ka V W

 = ＋  としたとき、  ∈ ( )＋  とする。a x W ka kx W

ここで、 ＋  = '＋  , ＋  = '＋  のとき、( ＋ )＋  = ( '＋ ')＋  が成り立てばx W x W y W y W x y W x y W

＋  が  ,  だけによって定まり、  ,  の取り方によらないことがわかる。a b a b x y

補題　６．１２．１ から、 － ' ∈  , － ' ∈  が成り立つ。  は部分空間なのでx x W y y W W

( ＋ )－( '＋ ') = ( － ')＋( ') ∈ x y x y x x y－y W

よって、補題　６．１２．１ から、( ＋ )＋  = ( '＋ ')＋  となる。x y W x y W

また、 ＋  = '＋  のとき、 － ' ∈  だから － ' = ( － ') ∈ x W x W x x W kx kx k x x W

よって、 ＋  = '＋  が成り立つ。kx W kx W

/  がベクトル空間になるということだが、ベクトル空間の公理を満たしていることは明らかであV W

る。例えば、零ベクトルは ＋  であり、任意の ＋  に対して、 ＋ ＋ ＋  = ＋  とな

る。

0 W x W 0 W x W x W

（例）  を２項数ベクトル空間  ,  = { (  , ) | －  = 0 } とすると、 /  は  と平行な直V R2 W x y x y V W W

線の集合である。

183



( ＋ )＋x y W ＋x Wyy = ＋y W＋y W
＋x W

WW

x－y

x
xy y

xx0 0

（自然な射影）

 のベクトル  に対して、 ＋  を対応させる写像  :  → /  を自然な射影と呼ぶ。V x x W p V V W

この  は一次写像である。  ,  ∈  とスカラー  に対しp x y V k

（ⅰ）  ( ＋ ) = ( ＋ )＋  = ＋ ＋ ＋  =  ( )＋  ( )p x y x y W x W y W p x p y

（ⅱ）  ( ) = ＋  = ( ＋ ) =  ( )p kx kx W k x W kp x

V（定理　６．１２．１）
/V W ( /  ) =  －  dim W V dim V dim W

xW
＋x W（証明）  の基底を  , … ,  とし、W a1 ar

それに、  のベクトル  , … ,  を加V b1 bs

えて  の基底をつくる。このとき、V

 ( ) = ＋  , … ,  ( ) = ＋  は /  の基底になる。これを示せば、p b1 b1 W p bs bs W V W

  = ＋  ,   =  ,  /  = dim V r s dim W r dim V W s

となり、この定理が証明されたことになる。

まず、上のベクトルが一次独立であることを示す。

( ＋ )＋ ( ＋ )＋…＋ ( ＋ ) = ＋ 　←　 /  における零ベクトルc1 b1 W c2 b2 W cs bs W 0 W V W

両辺とも /  の元なので、 /  における足し算とスカラー倍の決め方から、V W V W

( ＋ ＋…＋ )＋  = ＋c1b1 c2b2 csbs W 0 W

補題　６．１２．１ から、( ＋ ＋…＋ )－  ∈  を意味するからc1b1 c2b2 csbs 0 W

＋ ＋…＋  = ＋ ＋…＋c1b1 c2b2 csbs d1a1 d2a2 drar

と表すことができる。

 , … ,  ,  , … ,  は一次独立なので、上の式を移項すればa1 ar b1 bs

－ － －…－ ＋ ＋ ＋…＋  = d1a1 d2a2 drar c1b1 c2b2 csbs 0
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よって、  , … ,  ,  , … ,  = 0 となる。c1 cr d1 dr

すなわち、 ＋  , … , ＋  は一次独立である。b1 W br W

次に、 /  の任意の元を  とすれば、ある  ∈  があって  = ＋  と書けることを示す。V W a x V a x W

 , … ,  ,  , … ,  は  の基底だから、a1 ar b1 bs V

 = λ ＋…λ ＋μ ＋…μx 1a1 rar 1b1 sbs

と表すことができる。

(μ ＋…μ ) = λ ＋…λ  ∈ x－ 1b1 sbs 1a1 rar W

補題　６．１２．１ から、 ＋  = (μ ＋…μ )＋  = μ ( ＋ )＋…＋μ ( ＋ )x W 1b1 sbs W 1 b1 W s bs W

このことは、任意の  が ＋  , … , ＋  で生成されることを示している。a b1 W br W

（別証明）  :  → /  は一次写像なのでⅢ章定理 7 （佐武　線型代数学）から p V V W

 ( ) =  －  ( )dim p V dim V dim p－1 0

( ) =  , ( ) = /  なので  ( /  ) =  －   となる。p－1 0 W p V W V dim W V dim V dim W

（冪零部分空間 川久保 線型代数学　Ｐ．２９９）

 を  次元ベクトル空間、  :  →  を線型変換とする。そのとき、V n f V V

 = {  } ,  =   ,  =   , … ,  =   , …W0 0 W1 Ker f W2 Ker f 2 Wi Ker f i

とおくと、明らかに

 ⊂  ⊂  ⊂ … ⊂  ⊂ …W0 W1 W2 Wi

である。

なぜなら、 ( ) =  つまり、  ⊂  f 0 0 W0 W1

 ∈  ならば ( ) =  なので、 ( ) =  ( ( ) ) =   よって、  ∈ x Wi f i x 0 f　i＋1 x f f i x 0 x Wi＋1

　ある  が存在して（定理　１２．２．１） k

{  } =  ⊊  ⊊  ⊊ …⊊  =  = … 0 W0 W1 W2 Wk Wk＋1

が成り立つ。

（証明）  の次元を  とおくとWj nj

 ⊂  ⊂  ⊂ … ⊂  ⊂ …W0 W1 W2 Wi V

であるから

0 =  ≦  ≦  ≦ … ≦   = n0 n1 n2 dim V n

が成り立つ。したがって  はすべて異なることはない。つまり、  =  となる  が存在する。ni ni ni＋1 i
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このような  の最小値を  とする。すると、  = 　かつ　  ⊂   であるから　  = 

　が成り立つ。（佐武 線型代数学 Ｐ．１０１）

i k nk nk＋1 Wk Wk＋1 Wk

Wk＋1

次に、  =  を示す。Wk＋1 Wk＋2

それには  ⊃  さえ示せばよい。任意の元  ∈  に対しWk＋1 Wk＋2 x Wk＋2

( ( ) ) = ( ) = f k＋1 f x f k＋2 x 0

であるから、 ( ) ∈  である。ところが、  =  であるから、 ( ) ∈ f x Wk＋1 Wk Wk＋1 f x Wk

したがって　

( ) = ( ( ) ) =  f k＋1 x  f k f x 0

つまり　  ∈  　となり、  =  が成り立つ。あとは同様にしてx Wk＋1 Wk＋1 Wk＋2

 =  =  = …Wk＋1 Wk＋2 Wk＋3

となる。この  を線型変換  の と呼ぶ。Wk f 冪零部分空間

（安定像空間 川久保 線型代数学　Ｐ．３００）

 を  次元ベクトル空間、  :  →  を線型変換とする。そのとき、V n f V V

 =  ,  = ( ) ,  = ( ) , … ,  = ( ) , …　とすればV0 V V1 f V V2 f 2 V Vi f i V

 ある  が存在して（定理　１２．３．１） k

 =  ⊋  ⊋ … ⊋  =  = …V V0 V1 Vk Vk＋1

が成り立つ。そして、任意の  ≧  ,  ≧ 1 に対してi k h

 |  :  →  = f h Vi Vi Vi＋h Vi

は同型写像である。

（証明） まず、数学的帰納法で  ⊃  ⊃ … を証明する。V0 V1

明らかに、  =  ⊃  である。いま、任意の  ≧ 1 に対して  ⊃  が成り立つと仮定V0 V V1 j Vj－1 Vj

する。両側の  による像を考えると  ( ) ⊃  ( ) よって、  ⊃  が成り立ち続くことf f Vj－1 f Vj Vj Vj＋1

になる。ここで、線型写像の合成は線型写像であることから、任意の  に対しj

 ( )＋  (   ) = 　→　  ＋   = dim f j V dim Ker f j n dim Vj dim Wj n

また、定理　１２．２．１ から、ある  に対しk

  <   < … <   =   = …dim W0 dim W1 dim Wk dim Wk＋1

が成り立つ。したがって、上の関係から
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  >   > … >   =   = …dim V0 dim V1 dim Vk dim Vk＋1

これより

 ⊋  ⊋  ⊋ … ⊋  =  = …V0 V1 V2 Vk Vk＋1

を得る。また、このことは

 ⊋ ( ) ⊋ ( ) ⊋ … ⊋ ( ) = ( ) = … = ( ) = …V f V f 2 V f k V f k＋1 V f k＋h V

また、  |  :  →  は全射であり、  ≧  に対しては  =  であるから  |  は f Vi Vi Vi＋1 i k Vi＋1 Vi f Vi

 ≧  に対して同型写像になる。したがって、任意の  ≧  ,  ≧ 1 に対して  |  :  →i k i k h f h Vi Vi

 =  は同型写像である。（一次変換が全射であれば単射であるので同型写像となる。）Vi＋h Vi

この  を線型変換  の と呼ぶ。Vk f 安定像空間

（冪零部分空間と安定像空間の直和分解  川久保 線型代数学　Ｐ．３０２）

 定理　１２．３．１ により定まる  に対して  は冪零部分空間  と安定像（定理　１２．４．１） k V Wk

空間  の直和になる。Vk

 = V Wk∔Vk

（証明） 任意の  ∈ ∩  をとると、  ∈  より ( ) =  が成り立つ。x Wk Vk x Wk f k x 0

他方、定理　１２．３．１ より

 |  :  →  =     (  =  ,  =  としている ) f　k Vk Vk Vk＋k Vk i k h k

は同型写像であるから、  は単射であって、  =   つまり　 ∩  = {  } が成り立つ。f　k x 0 Wk Vk 0

したがって、  は  の部分空間であり、Wk∔Vk V

 (  ) =  ＋ 　なので  =   となる。dim Wk∔Vk dim Wk dim Vk = n Wk∔Vk V

（一般固有空間と安定像空間の不変性　川久保　線型代数学　Ｐ．３０3）

 :  →  を線型変換とする。  の固有値を λ として、線型変換 －λ1 の冪零部分空間をf V V f f

 とすれば、すなわち、ある  が存在して　  =  ( －λ1 )  で与えられる。また、安Wλ

～
k Wλ

～
Ker f k

定像空間は  =  ( －λ1 )  で与えられる。 Vk Im f k

  =  となり、それぞれの部分空間は  - 不変である。また、  の固（定理　１２．５．１） V Wλ

～
∔Vk f f

有多項式は、  |  の固有多項式と  |  の固有多項式の積に等しい。f Wλ

～
f Vk

（証明） 定理　１２．4．１ から、  =  は明らかである。また、任意の自然数  に対してV Wλ

～
∔Vk N

( －λ1 )  =  ( －λ1 )  f Nf f f N

が成り立つことに注意する。定理　１２．２．１ より、ある  が存在してk
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 =  ( －λ1 )Wλ

～
Ker f k

であるから、任意の  ∈  に対して、x Wλ

～

( －λ1 ) ( ) =  ( －λ1 ) ( ) = ( ) =  f kf x f f k x f 0 0

つまり、 ( ) ∈  であるから、  は  - 不変である。f x Wλ

～
Wλ

～
f

また、

( ) =  ( －λ1 ) ( ) ) =  ( －λ1 ) ( ( ) ) ⊂ ( －λ1 ) ( ) =  f Vk f f k V f k f V f k V Vk

よって、  も  - 不変である。Vk f

（一般固有空間の固有多項式　川久保　線型代数学　Ｐ．３０４）

（定理） 線型変換  :  →  とその固有値λが与えられたとき、制限写像  |  →  のf V V f Wλ

～
Wλ

～

固有多項式は  =   とすると ( －λ)  である。特に、  |  の固有値はλのみでm dim Wλ

～
x m f Wλ

～

ある。

（証明）  の一つの基底をとり、それに関する線型変換  |  の表現行列を  とする。Wλ

～
f Wλ

～
A

そして、行列  を複素ベクトル空間  :  →  とみなす。  の固有多項式 ( ) は複素A A C m C m A fA x

数の範囲で因数分解されるから、それを ( ) = ( －λ )…( －λ ) とする。fA x x 1 x m

λ  , … , λ  は固有値であるから、各  に対し、ベクトル  ≠  ∈  があって、1 m i xi 0 C m

 = λAxi ixi

が成り立つ。

他方、( －λ  )  =  だから、各  についてA E k 0 i

( －λ  ) (  ) =   ← 次の定理 ２（佐武 線型代数学）にも出てくる。A E k xi 0

 = 1 のとき、( －λ  )(  ) = －λ  = λ －λ  = (λ －λ)k A E xi Axi xi ixi xi i xi

 = 2 のとき、( －λ  ) (  ) = ( －λ  )(λ －λ)  = (λ －λ)k A E 2 xi A E i xi i
2xi

( －λ  ) (  ) = (λ －λ)A E k xi i
kxi = 0

よって、λ  = λ が結論される。つまりすべての固有値がλに等しいことがわかる。すなわちi

( ) = ( －λ)   ,   =  fA x x m m dim Wλ

～

が成り立つ。

最後に制限写像  |  :  →  の固有多項式が －λ を因子にもたないことを示す。f Vk Vk Vk x

もしも、  |  の固有多項式が －λ を因子にもつとすると、  |  がλを固有値にもつことf Vk x f Vk
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になる。そこで、  ≠  ∈  が ( ) = λ  を満たしたとすれば、  ∈  であるからx 0 Vk f x x x Wλ

～

 ∈ ∩  = { } なので、  =  となり矛盾する。よって、 －λ を因子にもたない。x Wλ

～
Vk 0 x 0 x

佐武 線型代数学へ戻る

（Ｐ．１４４　定理２）（脚注の上の証明から…　→　P.151の証明に訂正が必要）

 次行列  の相異なる固有値を α  , α  , … , α  とし n A 1 2 s

（１５）　  = {  ;  ∈  , ( －α  )  = (  : 十分大 ）}Wαi

～
x x V n A iE

lx 0 l

とおけば、  はそれらの直和に分解される。V n

（１６）　  = …V n Wα1

～
∔Wα2

～
∔ ∔Wαs

～

α  の重複度を  とすれば　i ni

（１７）　   = dim Wαi

～
ni

である。

（１７）の証明

  = '  とする。  は -不変であるから、直和分解（１６）に即して  の底をとればdim Wαi

～
n i Wαi

～
A V n

（１８）　  ～ 

  0

   
  ⋱  
0   

A

A(1)

A(2)

A(s)

となる。ここで、  は  が  にひきおこす一次変換を表す '  次の行列である。 A(i) A Wαi

～
n i

今、 '  次の単位行列を  とすれば、（１５）により  = －α  は冪零行列である。n i En'i
Ni A(i)

iEn'i

なぜなら、任意の  ∈  に対し、( －α  )  =  なので  において ( －α  )  = x Wαi

～
A iE

lx 0 Wαi

～
A iE

l 0

（任意の  に対し  =  ならば  =  である。なぜなら、  =  =  だから）x Ax 0 A 0 AE A 0

( －α  )  = 
 0

 ⋱  
0  

－

α  0

 ⋱  
0  α

 = 

⋱  0
 －α  

0  ⋱

P－1 A iE P
A(1)

A(s)

i

i

A(i)
iEn'i

( ( －α  )  )  = ( －α  )  =   P－1 A iE P l P－1 A iE
lP 0

したがって、その部分である  = ( －α  )  =  である。N l
i A(i)

iEn'i

l 0

( ) = | － ＋α  | = | ( ＋α ) －  | =    （Ｐ．１４４　例３）fNi x xEn'i
A(i)

iEn'i
x i En'i

A(i) x
n'i

故に、 －α  =  とすればx i y
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( ) = | －  | =　| ( ＋α ) －  | =  = ( －α  )fA( i ) x xEn'i
A(i) y i En'i

A(i) y
n'i x i

n'i

よって、（１８）から

( ) =  ( ) =   ( －α  )   fA x Õ
i=1

s
fA( i ) x Õ

i=1

s
x i

n'i

( ) =  ( －α  )  だったので、 '  =  でなければならない。fA x Õ
i=1

s
x i

ni n i ni

次に、 今、  = 1 , 2 , …  に対

し

A をさらに分解するためには各 A(i) について考えればよい。 k

（１９）　  = {  ;  ∈  , ( －α  )  =  }　W  (k)
αi

x x V n A iE
kx 0

= {  ;  ∈  ,   =  }x x Wαi

～
N k
i x 0 ←  (  = －α  )Ni A(i)

iEni

とおく。これらすべて -不変 (定理 12.5.1 の証明と同様) な部分空間であって、上の定理からA

（２０）　  =  ⊂  ⊂ … =  = Wαi
W  (1)

αi
W  (2)

αi
W  (k)

αi
W
～

αi

( | －α  | = 0  とは  ≠  が存在するための α  だから  ≠ {  } )A iE x 0 i W  (1)
αi

0

となるような  が存在する。また、基底を次のように作る。k

 ,  , … ,   ←  の底a1 a2 an(1)
i

W  (1)
αi

 ,  , … ,  ,  , … ,  ←   の底 a1 a2 an(1)
i

an(1)
i ＋1 an(2)

i
W  (2)

αi

 ,  , … ,  ,  , … ,  ,  , … ,   ←  の底a1 a2 an(1)
i

an(1)
i ＋1 an(2)

i
an(2)

i ＋1 an(3)
i

W  (3)
αi

◎ まで底を追加    

していく。

W
～

αi{{  , … ,  }}an(2)
i ＋1 an(3)

i
W  (3)

αi

    
W  (2)

αi {{  , … ,  }}an(1)
i ＋1 an(2)

i

W  (1)
αi {{  , … ,  }}a1 an(1)

i

任意の  ∈  に対し、  =  なので   ∈   よって、  ⊂ x W  (k)
αi

N k－1
i Nix 0 Nix W  (k－1)

αi
NiW

  (k)
αi

W  (k－1)
αi

であるから、  をほどこすと、  の底のうち、  の底は  に、それ以外の底は  

の底の線型結合で表されることになる。 

Ni W  (i)
αi

W  (1)
αi

0 W  (i－1)
αi

(  ,  , … ,  ,  , … ,  ,  , … ,  , … ,  )Ni a1 a2 an(1)
i

an(1)
i ＋1 an(2)

i
an(2)

i ＋1 an(3)
i

ani

線型結合

線型結合 （例  ( ) = * ＋…＋* ＋* ＋…＋*  ) Ni an(2)
i ＋1 a1 an(1)

i
an(1)

i ＋1 an(2)
i
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= (  , … ,  ) 

0  0 *  * *  *    *  *
 ⋱   ⋱   ⋱   ⋯   ⋱  
0  0 *  * *  *    *  *
0  0 0  0 *  *    *  *
 ⋱   ⋱   ⋱   ⋯   ⋱  
0  0 0  0 *  *    *  *
      0  0       
       ⋱        
      0  0       
               
 ⋮   ⋮      ⋱   ⋮  
               
0  0 0  0       0  0
 ⋱   ⋱      ⋯   ⋱  
0  0 0  0       0  0

a1 ani

 を  , … ,  を列ベクトルとする行列にし、底の変換をすれば、  は対角成分まで

こめて左下半分が 0 であるような三角行列に表現できる。

Pi a1 ani Pi
－1NiPi

 = －α   →   = ＋α  →  = ( ＋α  )Ni A(i)
iEni A(i) Ni iEni Pi

－1A(i)Pi Pi
－1 Ni iEni Pi

= ＋α  = ＋αPi
－1NiPi iPi

－1EniPi Pi
－1NiPi iEni

 = α ＋   ～ 

α  0 *  *    *  *

 ⋱   ⋱   ⋯   ⋱  
0  α *  *    *  *

0  0 α  0    *  *

 ⋱   ⋱   ⋯   ⋱  
0  0 0  α    *  *

            
 ⋮   ⋮   ⋱   ⋮  
            
0  0 0  0    α  0

 ⋱   ⋱   ⋯   ⋱  
0  0 0  0    0  α

A(i)
iEni Ni

i

i

i

i

i

i

（注意）

   ,   =  

0
⋮
0
*
⋮
*
0
⋮
0

ni ai    ,    = 

0    …    0
         
         
   *  *    
    ⋱     
   *  *    
         
         
0    …    0

ni Pi ∈   →   = 

0
⋮
0
*
⋮
*
0
⋮
0

  x W
～  

αi
x

（定理３） 任意の  次正方行列  に対し適当な  次正則行列  をとればn A n P

（２１）　  = 

  

   
  ⋱  

  

 ←上三角行列  ,   = 

α  *

 ⋱  
 α

　P－1AP

A(1) 0

A(2)

0 A(s)

A(i)
i

0 i
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←  各列ベクトルは一次独立になるので正則行列となる。 = 

*  * 0 …    0
 ⋱        
*  * 0 … 0 0   
   *  * 0   
    ⋱     
   *  * 0 …  
         
       ⋱  
0    …    0

P

（Ｐ．１４５　注意１）

（９）’ ( )  → ψ ( ) =  ( －α  )   とする。fA x A x Õ
i=1

s
x i

νi

（１０）’　ψ ( ) = 
( －α  )

ψ ( )
 =  ( －α  )i x

x i
νi

A x
Õ
j≠i

s
x j

νj

とおけば、各 ψ ( ) は共通因子をもたない。よって、補題からi x

（１１）’　 ( )ψ ( )＋ ( )ψ ( )＋…＋ ( )ψ ( ) = 1M1 x 1 x M2 x 2 x Ms x s x

変数  に  を代入してx A

( )ψ ( )＋ ( )ψ ( )＋…＋ ( )ψ ( ) = M1 A 1 A M2 A 2 A Ms A s A E

( )ψ ( ) =  とおきMi A i A Ai

（１２）’　 ＋ ＋…＋  = A1 A2 As E

さらに

（１３）　  =  (  ≠  )AiAj 0 i j

（１４）　  =   （冪等行列）A2
i Ai

このことから  は部分空間V n

 = {  ;  ∈  ,  =  } AiV
 n x x V n Aix x

の直和に分解される。

（１５）’　  = {  ;  ∈  , ( －α  )  =  }　←　(  ≦ν  とする)W
～

αi
x x V n A iE

l x 0 l i

 は  と一致する。　実際、( －α  ) ψ ( ) = ψ ( ) であるから、AiV
 n W

～

αi
x i

νi 

i x A x

( －α  ) ψ ( ) =    よって　( －α  )  = ( －α ) ( )ψ ( ) = A iE
νi 

i A 0 A iE
νi Ai A iE

νi Mi A i A 0

故に   ⊂  である。　AiV
 n W

～

αi

逆に、  ∈  とすれば、  ∈  となり、  =   を得る。x W
～

αi
x AiV

 n AiV
 n W

～

αi

そして、定理２の   を ν  としてl i

（１６）’　  = …    （直和）  　V n W
～

αi
∔W

～

α2
∔ ∔W

～

αs

192



定理２の前半は同じように導き出せる。ただし、ν  ≦  =   である。i ni dim W
～

αi

また、  は  に引き起こす一次変換なのでA(i) W
～

αi

 = 

α  *

 ⋱  
 α

 なので、  ( ) = ( －α  )  である。したがって、 -  

の定理から　( －α  )  =  は当然であるが、そのときの最小多項式は固有多項式の約

A(i)
i

0 i

fA(i) x x i
ni Hamilton Cayley

A(i)
iEni

ni 0

数なので、ψ  ( ) = ( －α  )   ( ν'  ≦  )  となる。A(i) x x i
ν'i

i ni

ν'  = ν  となるはずである。i i

なぜなら、Ｐ．１４５の問４から ψ  = ψ  なのでP－1AP A

ψ ( ) =  ( －α  )  は各 ( －α  )  の最小公倍数のはずなので、( －α  )  A x Õ
i=1

s
x i

νi x i
ν'i x i

ν'i

で割り切れる最小のものでなければならない。よって、ν'  = ν  となる。i i

つまり、ψ  ( ) = ( －α  )  となり、( －α  )  =  となる。A(i) x x i
νi A(i)

iEni
νi 0

最小多項式の定義から  ( －α  )  ≠ となる。A(i)
iEni

νi－1
0 

したがって、十分大きな  は  より ν  の方がより精度が高かったことがわかる。l ni i

（Ｐ．１４６　例１　S＋N 分解）

任意の  次行列  はn A

（２２）　  = ＋     (  : 準単純 ,  : 冪零 ,  =  )A S N S N SN NS

の形に一意的に表される。しかも、  ,  は  のスカラー係数の多項式になる。S N A

（証明）

 = α ＋α ＋…＋α  S 1A1 2A2 sAs

= α ( ) ( )＋α ( ) ( )＋…＋α ( ) ( )1M1 A f1 A 1M1 A f1 A sMs A fs A

とおけば、これは  の多項式である。A

任意の  ∈ =  に対しある  ∈  が存在して  =  とすることができる。x W
～

αi
AiV

 n y V n x Aiy

 = ( α ＋α ＋…＋α  )  = ( α ＋α ＋…＋α  )  = αSx 1A1 2A2 sAs x 1A1 2A2 sAs Aiy iA
2
iy

= α  = αiAiy ix

  の底  ,  , … ,  を  ,  , … ,  が  (  =  )  の底になるようにと

る。この底に関して  を表せば、一次変換なので

V n a1 a2 an ai1 ai2 aini W
～

αi
ni dim W

～

αi

S
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行列に表現すると

 (  , … ,  ,  , … ,  ,  … ,  ) S a11 a1n1
a21 a2n2

an

= (  , … ,  ,  , … ,  ,  … ,  )

α        0

 ⋱        
  α       

   α      

    ⋱     
     α    

      ⋱   
         
0        α

 a11 a1n1
a21 a2n2

an

1

1

2

2

s

= (  , … ,  ,  , … ,  ,  … ,  )

α  0

 ⋱  
0  α

 a11 a1n1
a21 a2n2

an
1En1

sEns

よって、底の変換 ( ) → ( ) により、  の固有値は  の固有値と等しくei ai S A

 ～ 

α  0

 ⋱  
0  α

S
1En1

sEns

 は準単純である。また、  = －  とすれば、  も  の多項式となる。 ( ) = － ( ) とおけ

ば、どちらもスカラー係数の多項式なので、 ( ) ( ) = ( ) ( ) から  =  となる。

S N A S N A N x x S x

S x N x N x S x SN NS

 = ( －  )  P－1NP P－1 A S P

= －

α  0

 ⋱  
0  α

 = 

－α  0

 ⋱  
0  －α

P－1AP
1En1

sEns

A(1)
1En1

A(s)
sEns

 = －α  は定理２の証明の前半から冪零行列であり、  も冪零行列となる。Ni A(s)
sEns N

次に、分割の一意性をいうために、まずその準備をする。

１）  ,  'が交換可能な２つの準単純行列ならば、それらは同時に対角化される。したがって、

±  ' も準単純である。

S S S

S

２）  , ' が交換可能な２つの冪零行列ならば、 ±  'も冪零である。N N N N

３） 準単純かつ冪零な行列は  だけである。 0

（証明）

１）  の相異なる固有値を α  , … , α  とする。  は準単純であるから、Ｐ．１４６ 例４から S 1 s S V n

は  の固有空間  の直和に分解される。：  = …  ,  と  ' とは交換可能でS Wαi
V n Wα1

∔ ∔Wαs
S S
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あるから、  ∈  とすれば、  '  =  '  =  '(α ) = α  '   すなわち、  ' ∈  つx Wαi
SS x S Sx S ix iS x S x Wαi

まり、  は  '-不変である。よって直和分解に即して底をとればWαi
S

 ～ 

α  0

 ⋱  
0  α

   ,    ' ～ 

 '  0

 ⋱  
0   '

S
1En1

sEns

S
S1

Ss

と表現できる。ここで、最小多項式 ψ ( ) はＰ．１４６例４から重根を持たない。よって、その約

数である ψ ( ) も重根を持たない（Ｐ．１４５ 問４）。よって、  の底を適当にとることによって

 ' は対角化される。このような  の底を列ベクトルとして並べて底 (  ) を作り、底の変換   

(  ) → (  ) の行列を  とすれば、  ,  '  は共に対角行列にすることができる。 

S ' x

Si '
x Wαi

Si Wαi
ai

ei ai P P－1SP P－1S P

また、 ( ±  ')  = ±  '  なので、 ±  ' も準単純となる。 P－1 S S P P－1SP P－1S P S S

２）  =  ,  '  = とする。  と  ' は交換可能であるから、「二項定理」によりN ν 0 N ν' 0 N N

( ＋  ')  = ＋ C  '＋…＋ C  ' ＋…＋  'N N m N m
m 1N

m－1N m iN
 m－iN i N m

よって、  = ν＋ν'－1 とおけば －   ≧ ν ならば ν＋ν'－1－   ≧ ν → ν'－1 ≧ m m i i i

－  < ν ならば ν＋ν'－1－   < ν →  ν'－1 <     (  , ν' は自然数) → ν' ≦ m i i i i i

したがって、いずれにせよ  '  =   よって、 ( ＋  ')  =  　 また、－  ' も冪零なのでN m－iN i 0 N N m 0 N

( ±  ')  =  となる。N N m 0

３） 準単純な行列  が同時に冪零であるとする。S

 ～ 

α  0

 ⋱  
0  α

S
1

s

とすれば、冪零行列の固有値はすべて 0 なので  ～   したがって、 =  = S 0 S P－10P 0

最後に一意性を示す。

行列  が別の仕方で分解できたとする。  = ＋  =  '＋  ' A A S N S N

そのとき、 －  ' = －  ' 、仮定により、  ' ,  ' は交換可能であるから、  ' = (  '＋  ' )  '

=  ' ＋  '  ' =  ' ＋  '  ' =  '(  '＋  ' ) =  '

S S N N S N AS S N S

S 2 N S S 2 S N S S N S A

 ' = (  '＋  ' )  ' =  '  '＋  '  =  '  '＋  '  =  '(  '＋  ' ) =  'AN S N N S N N 2 N S N 2 N S N N A

よって、  とも交換可能、したがって、  の多項式である  ,  とも交換可能である。故に、A A S N

１）、２） から －  ' は準単純、 －  ' は冪零となる。よって、３）より =  となって、  =  ' , S S N N 0 S S N
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=  ' である。N

（Ｐ．１４８　問１）

A = 
1 1 2
0 1 1
0 0 2

( ) = | －  | = 
－1 －1 －2
0 －1 －1
0 0 －2

 = ( －1 ) ( －2 ) fA x xE A
x

x
x

x 2 x

固有値は α  = 1 （重根） , α  = 21 2

( ) = ( －2 ) , ( ) = ( －1 )f1 x x f2 x x 2

( )( －2 )＋ ( )( －1 )  = 1  にしたい。 ( ) = －   ,  ( ) = 1 とすればM1 x x M2 x x 2 M1 x x M2 x

－ ( －2 )＋( －2 ＋1 ) = 1 　  x x x2 x

よって、  = － ( －2  ) = －
1 1 2
0 1 1
0 0 2

＋2
1 1 2
0 1 1
0 0 2

 = 
1 0 -3
0 1 -1
0 0 0

A1 A A E

2

 = (
1 1 2
0 1 1
0 0 2

－
1 0 0
0 1 0
0 0 1

)  = 
0 0 3
0 0 1
0 0 1

 A2
2

 = 1
1 0 -3
0 1 -1
0 0 0

＋2
0 0 3
0 0 1
0 0 1

 = 
1 0 3
0 1 1
0 0 2

  S

 = 
1 1 2
0 1 1
0 0 2

－
1 0 3
0 1 1
0 0 2

 = 
0 1 -1
0 0 0
0 0 0

 N

 = 
1 0 3
0 1 1
0 0 2

0 1 -1
0 0 0
0 0 0

 = 
0 1 -1
0 0 0
0 0 0

 = 
0 1 -1
0 0 0
0 0 0

1 0 3
0 1 1
0 0 2

 = SN NS

 = 
0 1 -1
0 0 0
0 0 0

0 1 -1
0 0 0
0 0 0

 = 
0 0 0
0 0 0
0 0 0

 =  　 ←　冪零行列N 2 0

 と  が交換可能なので二項定理が使える。ここで、次の準備をする。S N

( ) =   に  = ＋  ( ＋  分解) を代入する。  = ,   > ν とする。f x å
k=0

n
akx

k A S N S N N ν 0 n

 = ( ＋  )  = C ＋ C ＋…＋ CAk S N k
k 0S

 kN 0
k 1S

 k－1N 1
k kS

 0N k

( ) =   =  ( C ＋ C ＋…＋ C  )f A å
k=0

n
akA

k å
k=0

n
ak k 0S

 kN 0
k 1S

 k－1N 1
k kS

 0N k

=   C ＋   C ＋…＋   C ＋…＋   Cå
k=0

n
ak k 0S

 kN 0 å
k=1

n
ak k 1S

 k－1N 1 å
k=i

n
ak k iS

 k－iN i å
k=n

n
ak k kS

 0N k
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各項ごとに  を度外視して計算してみるとN *

  C  = C ＋…＋  C  = ＋…＋  = ( )å
k=0

n
ak k 0S

 k a0 0 0S
 0 an n 0S

 n a0S
 0 anS

 n f S

  C  =  C ＋  C ＋…＋  C  å
k=1

n
ak k 1S

 k－1 a1 1 1S
 0 a2 2 1S

 1 an n 1S
 n－1

= ＋ 2 ＋…＋  = 
1!

 '( )
a1S

 0 a2 S 1 annS
 n－1

f S

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　⋮

  C  =  C ＋  C ＋  C ＋…＋  C  å
k=i

n
ak k iS

 k－i ai i iS
 0 ai＋1 i＋1 iS

 1 ai＋2 i＋2 iS
 2 an n iS

 n－i

= 
!

P
＋

!

P
＋

!

P
＋…＋

!

P
ai i

i i
S 0 ai＋1 i

i＋1 i
S 1 ai＋2 i

i＋2 i
S 2 an i

n i
S n－i

( ) = (   )  =  P ＋  P ＋…＋  P    ,   C  = 
!

P
f (i) x å

k=0

n
akx

k (i) ai i ix
0 ai＋1 i＋1 ix

1 an n ix
n－i

n k k
n k

= 
!

( )

i

f (i) S

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　⋮

  C  = 
!

P
 =  = 

!

( )
å
k=n

n
ak k kS

 0 an n
n n

S 0 anS
 0

n

f n S

( ) =  
!

( )
   (  = ,   > ν)   →        f A å

k=1

n

k

f (k) S
N k N ν 0 n f(A) = å

k=1

ν－1
 

k!

f (k)(S)
N  k

（Ｐ．１４８　例２）

 を ＋  分解する。 ( ) を任意の多項式とすれば、  ,  が交換可能であるためA S N f x S N

(*)  ( ) = ( ＋  ) f A f S N

= ( )＋  '( ) ＋
2!

1
 ''( ) ＋…＋

(ν－1) !

1
( )   （ただし、 =  )f S f S N f S N 2 f (ν－1) S N ν－1 N ν 0

 は準単純だから、正則行列  があって   = 

α  0

 ⋱  
0  α

 と表現できる。S P P－1SP
1

s

(  )  =  =  P－1SP 2 P－1SPP－1SP P－1S 2P

したがって、対角行列の２乗は対角行列なので、  も対角行列である。同様にして、P－1S 2P

 も対角行列である。またそのスカラー倍も対角行列なのでP－1S lP

( )  = ( ＋ ＋ ＋…＋  )P－1f S P P－1 a0E a1S a2S
2 akS

k P

= ＋ ＋ ＋…＋  = ( )a0E a1P
－1SP a2P

－1S 2P akP
－1S kP f P－1SP

となり、 ( ) = ＋ ＋ ＋…＋  も準単純となる。f S a0E a1S a2S
 2 akS

 k
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!

( )
 =  '( ) ＋

2!

1
 ''( ) ＋…＋

(ν－1) !

1
å
n=1

ν－1

n

f (n) S
Nn f S N f S N 2 f (ν－1)N ν－1

の各項が冪零であることを示す。

( ) = ＋ ＋ ＋…＋  とすれば、  ,  は交換可能なのでf (l) S b0E b1S b2S
 2 bmS

 m S N

 = … …  = … …  = … …  = 　に注意すればN aS b N NSS S N SNS S N SSNS S S bN a

( ( )  )  = ( ( ＋ ＋ ＋…＋  )  )f (l) S N i j b0E b1S b2S
 2 bmS

 m N i j

= ( ＋ ＋ ＋…＋  ) …( ＋ ＋ ＋…＋  )b0E b1S b2S
 2 bmS

 m N i b0E b1S b2S
 2 bmS

 m N i

= ( ＋ ＋ ＋…＋  )  b0E b1S b2S
 2 bmS

 m  j N ij

よって、
!

( )
 の各項は冪零である。  ,  は  のスカラー係数の多項式であるのでå

n=1

ν－1

n

f (n) S
Nn S N A

各項は  のスカラー係数の多項式である。よって、各項は交換可能であり、それらの部分和もA

それぞれ交換可能である。したがって、Ｐ．１５２例１の２）から冪零となる。 ( ) も  のスカラーf S A

係数の多項式なので、 ( ) と 
!

( )
 は交換可能である。f S å

n=1

ν－1

n

f (n) S
Nn

以上のことから、分解の一意性から ( ) = ( )＋
!

( )
 が ＋  分解となる。f A f S å

n=1

ν－1

n

f (n) S
Nn S N

（Ｐ．１５４　Frobeniusの定理）

 の固有値を（重複までいれて） α  , α  , … , α  とする。A 1 2 n

( ) の固有値は（重複までいれて） (α ) , (α ) , … , (α ) で与えられる。f A f 1 f 2 f n

 ～ 

α  0

 ⋱  
0  α

　　←　　  としている理由は重複を含めると  個あるからS
1

n

n n

とすれば、ある正則行列があって、  = 

α  0

 ⋱  
0  α

 とすることができる。 またP－1SP
1

n

(  )  = 

α  0

 ⋱  
0  α

= 

α  0

 ⋱  

0  α

  ,   ( )  = ( ) P－1SP k
1

n

k k
1

k
n

P－1f S P f P－1Sp

( ) = ＋ ＋ ＋…＋  とするとf x a0 a1x a2x
2 akx

k

( )  = ＋

α  0

 ⋱  
0  α

＋

α  0

 ⋱  

0  α

＋…＋

α  0

 ⋱  

0  α

P－1f S P a0E a1

1

n

a2

2
1

2
n

ak

k
1

k
n
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= 

＋ α ＋…＋ α  0

 ⋱  

0  ＋ α ＋…＋ α

 = 

(α )  0

 ⋱  
0  (α )

　

a0 a1 1 ak 1
k

a0 a1 n ak n
k

f 1

f n

よって、 ( ) ～ 

(α )  0

 ⋱  
0  (α )

　を得る。f S
f 1

f n

定理３ から任意の  次行列は、ある正則行列があって、  = 

α  *

 ⋱  
0  α

 とすること

ができる。(  )  = 

α  *

 ⋱  
0  α

= 

α  *

 ⋱  

0  α

  ,  ( )  = ( )

n P－1AP
1

n

P－1AP k
1

n

k k
1

k
n

P－1f A P f P－1AP

なので、同様にして

( )  = 

(α )  *

 ⋱  
0  (α )

 となり、上三角行列の固有値は対角成分によって与えられる

（Ｐ．１４１）ので ( ) の固有値は（重複までいれて） (α ) , (α ) , … , (α ) となる。簡単に

P－1f A P
f 1

f n

f A f 1 f 2 f n

は、 ( ) を ＋  分解したときの準単純部分が ( ) なので、 ( ) の固有値が ( ) の固有値f A S N f S f S f A

と一致することからもわかる。

（Ｐ．１５５　注意）

( ) =   が |  | <  で絶対収束する冪級数であり、固有値 |α | <   ( 1≦ ≦  ) f x å
i=0

∞
aix

i x r i r i n

ならば、 ( ) , ( ) 等も絶対収束し、やはり (*) が成立する。したがって、 ( ) の固有値は（重複f A f S f A

までいれて） (α ) , (α ) , … , (α ) で与えられる。 （Ｐ．３７～Ｐ．３８参照）f 1 f 2 f n

なぜなら、まずは ( ) についてだがf S

 = 

α  0

 ⋱  
0  α

P－1SP
1

n

と表現できる。したがって有限和を ( ) とするとfn x

( ) =   = ＋ ＋ ＋…＋fn S å
i=0

n
aiS

i a0 a1S a2S
2 akS

n

有限和であるので

( )  = ( ) = 

(α )  0

 ⋱  
0  (α )

P－1fn S P fn P
－1SP

fn 1

fn n
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次に行列の級数の極限の性質についていくつか証明しておく必要がある。

まず 行列のノルムであるが、||  || ≦ ||  || ||  || を満たしていれば何でもよいが、たとえば、AB A B

||  || =  |  | は満たさない。A max aij

 = 1 1
0 0

 ,  = 2 0
2 0

  →   = 4 0
0 0

    ||  || ≧ ||  || ||  || A B AB AB A B

ここでは次のノルムを定めることにする。

||  || = (  |  |  )  =  (   )     A å
i=1

n
å
j=1

n
aij

2 2

1

Tr
___
A

t
A

（証明）　  = (  ) ,  = (  ) ,  = (  )  とすれば　  =  (  )  だからA aij B bjk AB cik cik å
j=1

n
aijbjk

||  ||  =  |  |  =  |  (  ) |  AB 2 å
i=1

n
å
k=1

n
cij

2 å
i=1

n
å
k=1

n
å
j=1

n
aijbjk

2

≦  (  |  | |  | )å
i=1

n
å
k=1

n
å
j=1

n
aij bjk

2

=  ( |  | |  |＋|  | |  |＋…＋|  | |  | )å
i=1

n
å
k=1

n
ai1 b1k ai2 b2k ain bnk

2

 の不等式からSchwarz

= { ( |  | ＋|  | ＋…＋|  |  ) ( |  | ＋|  | ＋…＋|  |  ) }å
i=1

n
å
k=1

n
ai1

2 ai2
2 ain

2 b1k
2 b2k

2 bnk
2

= ( |  | ＋|  | ＋…＋|  |  ) ( |  | ＋|  | ＋…＋|  |  )å
i=1

n
ai1

2 ai2
2 ain

2 å
k=1

n
b1k

2 b2k
2 bnk

2

= ||  || ||  ||A 2 B 2

ノルムが定まっていれば次のことが成り立つ

lim   =    ⇔   lim  || －  || = 0
k→∞

Ak A
k→∞

Ak A

 ,  が正則行列のとき、　 lim   =    ⇔   lim    =  =  ( lim  )P Q
k→∞

Ak A
k→∞

PAkQ PAQ P
k→∞

Ak Q

（証明）

|| －  || = ||  ( －  )  || ≦ ||  || || －  || ||  ||PAkQ PAQ P Ak A Q P Ak A Q

したがって、 lim   =    ⇒   lim    =  =  ( lim  )
k→∞

Ak A
k→∞

PAkQ PAQ P
k→∞

Ak Q

|| －  || = ||  ( －  )  || ≦ ||  || || －  || ||  ||Ak A P－1P Ak A QQ－1 P－1 PAkQ PAQ Q－1

したがって、 lim   =    ⇒   lim   =    
k→∞

PAkQ PAQ
k→∞

Ak A

固有値 |α | <   ( 1≦ ≦  ) なので、 ( )  は絶対収束する。それを  とすれば  は間i r i n P－1fn S P B B
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違いなく対角行列であり、 lim ( )  =    なので　 lim  ( ) =  となり絶対収束す
n→∞

P－1fn S P B
n→∞

fn S PBP－1

る。それを ( ) とすればよい。f S

( ) が絶対収束することと ( ) の固有値については他書の説明に譲る。例えば、（線型代数f A f A

と群　赤尾和男 著　共立出版　P.51） などがある。 

（Ｐ．１４８　例２　冪零行列の標準化）

 を冪零行列、  ≠ 0 ,  = 0 とする。  = {  ;  ∈  ,  =  } とおけばN N ν－1 N ν W (i) x x V n N ix 0

{  } =  ⊂  ⊂  ⊂  ⊂ … ⊂  =    (  =  なので ) 0 W (0) W (1) W (2) W (3) W (ν) V n kerkf W (k)

今、   =  , －  =  ≠ 0  ( 1≦ ≦ν) ただし、 = 0 とおく、 つまりdim W (i) mi mi mi－1 ri i m0

 = ＋  ,  = ＋ ＋  , … ,    =  = ＋…＋ ＋  である。  m2 r2 r1 m3 r3 r2 r1 dim W (i) mi ri r2 r1

 の任意の底に 個のベクトル  , … ,  をつけ加えて  の底になるようにすW (ν－1) rν a1 arν
W (ν)

れば （注意   ≠  ( 1 ≦  ≦ )   もし  = ならば  ∈  となる。）N ν－1ai 0 i rν N ν－1ai 0 ai W (ν－1)

（ ）　　　  = { {  , … ,  } }      （直和） ＊
　ν W (ν) a1 arν

 ∔ W (ν－1)

そのとき、  ,  , … , ∈  であるが、これらのベクトルは一次独立で、かつ　{

 {  , … ,  } } ∩  = {  }　となる。

Na1 Na2 Narν
W (ν－1)

Na1 Narν
W (ν－2) 0

なぜなら、 ＋ ＋…＋ ∈  とすればc1Na1 c2Na2 crν
Narν

W (ν－2)

( ＋ ＋…＋ ) = ( ＋ ＋…＋ ) = N ν－2 c1Na1 c2Na2 crν
Narν

N ν－1 c1a1 c2a2 crν
arν

0

よって、 ＋ ＋…＋ ∈  　しかるに （ ） から { {  , … ,  } } ∩ 

 = {  } 　よって、 ＋ ＋…＋ =  から  =  = … =  = 0

c1a1 c2a2 crν
arν

W (ν－1) ＊
　ν a1 arν

W (ν－1) 0 c1a1 c2a2 crν
arν

0 c1 c2 crν

さて、ここまでで理解しておかなければならないことをまとめる。

①

　次の ×ν個のベクトルは一次独立である。rν

         ,          , …          ,   a1 a2 arν

        ,       , …         , N a1 Na2 Narν

       ,     , …        , N 2a1 N 2a2 N 2arν

…

   ,  , …    , N ν－1a1 N ν－1a2 N ν－1arν
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（証明）　　  ＋   ＋…＋   = 　　…  ※å
i=1

rν

ci1ai å
i=1

rν

ci2Nai å
i=1

rν

ciνN
 ν－1ai 0

とおく、この両辺に  をほどこすと、第二項以下は  となるからN ν－1 0

(   ) = N ν－1 å
i=1

rν

ci1ai 0

である。したがって、   ∈  である。また、   ∈ { {  , … ,  } } ∈ å
i=1

rν

ci1ai W (ν－1) å
i=1

rν

ci1ai a1 arν
W (ν)

なので、（ ）から直和であるから   =  である。  , … ,  は一次独立なので  = 

 = … =  = 0 となる。ここまでは上の証明と同じ。　 

＊
　ν å

i=1

rν

ci1ai 0 a1 arν
c11

c21 crν1

次に、※の式の両辺に  をほどこすと第３項以下は  となるからN ν－2 0

(   ) = (   ) = N ν－2 å
i=1

rν

ci2Nai N ν－1 å
i=1

rν

ci2ai 0

となるから、   ∈  、   ∈ { {  , … ,  } } なので、（ ）から同様にし

て、  =  =…=  = 0 となる。

å
i=1

rν

ci2ai W (ν－1) å
i=1

rν

ci2ai a1 arν

＊
　ν

c12 ci2 crν2

以下これを続けると  = 0  (  = 1 , … ,   ,  = 1 , … , ν)cpq p rν q

つまり一次独立であることが証明された。ただし、Ｐ．１４４ 例３から縦の列が一次独立であること

は明らかであった。

②

　　{ {  , … ,  } } ∩  = {  }Na1 Narν
W (ν－2) 0

このことは、  の基底と  , … , をあわせたものは一次独立であるということを意W (ν－2) Na1 Narν

味する。

③

 ≦ rν rν－1

 ≧  ≧ … ≧  ≧ 1　r1 r2 rν

（証明）  ≧ 1 (もし = 0 ならば  =  となってしまい、  = 0 に反する)rν rν W (ν-1) W (ν) N ν

 の任意の底に 個のベクトル  , … ,  をつけ加えて  の底になるようにしW (ν－1) rν a1 arν
W (ν)

たとする。  ,  , … , ∈  であり、  の基底と  , … , をあわNa1 Na2 Narν
W (ν－1) W (ν－2) Na1 Narν

せたものは一次独立であるということから、  の基底と  , … , をあわせたものだW (ν－2) Na1 Narν
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けでは  の基底として足りない可能性がある。したがってW (ν－1)

 ≦  が言える。故に、  ≧  ≧ … ≧  ≧ 1 となる。rν rν－1 r1 r2 rν

(注)ν－1以上を単純に図で表すと次のようになる。

（足りない分）
添字の位置

基底

－ ≧ 0rν－1 rν , … ,       a1 arν

       , … , Na1 Narν
 , … ,       arν＋1 arν－1

W (ν)

      , … , N 2a1 N 2arν

W (ν－1)

                
…

W (ν－2)

 , … , N ν－2a1 N ν－2arν

 , … , N ν－1a1 N ν－1arν

↑
すべて一次独立

同様なことを続けていくと、 －  個のベクトル  , … ,  を適当にとればrν－1 rν arν＋1 arν－1

 の底に  , … , ,  , … ,  を付け加えて  の底になるようにW (ν－2) Na1 Narν
arν＋1 arν－1

W (ν－1)

することができる。そのとき

（ ）    = { {  , … , ,  , … ,  } }    　（直和） ＊
　ν－1 W (ν－1) Na1 Narν

arν＋1 arν－1
∔ W (ν－2)

したがって上と同様にして

 , … , ,  , … , ∈ N 2a1 N 2arν
Narν＋1 Narν－1

W (ν－2)

は一次独立、かつ

{  , … , ,  , … ,  } ∩  = {  }   （直和）N 2a1 N 2arν
Narν＋1 Narν－1

W (ν－3) 0

 ≦ 　だったのでrν－1 rν－2

図にすると

－ 個rν－1 rν
（次の足りない分）

 , … ,       a1 arν

－  個rν－2 rν－1
 , … ,       arν＋1 arν－1

       , … , Na1 Narν

      , … ,  , … , N 2a1 N 2arν
Narν＋1 Narν－1

 , … ,    arν－1＋1 arν－2

              …       W (ν－3)
              …の

              
…

底

 , … , Nν－2a1 Nν－2arν
 , … , Nν－3arν＋1 Nν－3arν－1

 , … , Nν－1a1 Nν－1arν
　  , … , Nν－2arν＋1 Nν－2arν－1
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この手順で並べていくと、縦横のベクトルが一次独立であることはわかる。斜めの関係も調べる

必要があるが、ここは直和になっていることから一次独立になることがわかる。

なぜなら、上の段のあるベクトルとそれよりも下の段のいくつかのベクトルと一次従属であれば、

上の段のベクトルは下の段のベクトルの線型結合で表すことができる。つまり、上の段のベクトル

は下の段の部分空間に含まれてしまう。よって、{  } に反する。0

よって、以下同様にして

 ≦  ≦ … ≦ rν rν－1 r1

で、ベクトル  ,  , … ,  を適当に選べばa1 a2 ar1

ν－  =  とすれば k i

（ ）   = { {  , … ,  , … ,  , … ,  } }    ＊
　 ν－k W (ν－k) N　ka1 N　karν

arν－k＋1＋1 arν－k
∔ W (ν－k－1)

（ ）   = { {  , … ,  , … ,  , … ,  } }    　（直和）＊
　 i W (i) N　ν－ia1 N　ν－iarν

ari＋1＋1 ari ∔ W (i－1)

となることが証明される。そのとき、N kari＋1＋1 , … , N kari  ( 1 ≦ i ≦ ν , 0 ≦ k ≦ i－1 ) は

全体として

 , … ,       a1 arν    

   , … , Na1 Narν
 , … ,       arν＋1 arν－1    

  , … ,  , … , N 2a1 N 2arν
Narν＋1 Narν－1

   

V n

の
              …底

              

…

 , … , Nν－2a1 Nν－2arν

 , … ,  ar3＋1 ar2
 , … , Nν－3arν＋1 Nν－3arν－1 …

 , … , Nν－1a1 Nν－1arν
　  , … ,  , … , Nν－2arν＋1 Nν－2arν－1

Nar3＋1 Nar2…  , … ,ar2＋1 ar1

（注）基底が足りる場合は、横に伸びずにそのまま次の段にいく場合がある。

さて、 ＋1 ≦  ≦  （  = ν ,  = 0 のときは  = 0）　に対しri＋１ j ri i k ri＋1

( ＋1 ≦  ≦  )ri＋１ j ri($)   { {  ,  , … ,  } }aj Naj N i－1aj
 , … ,  , … ,        ari＋1＋1 aj ari 

は  - 不変な部分空間である。N
      , … ,  , … , Nari＋1＋1 Naj Nari 

（すべて一次独立だから）

W (i)

の
底

 , … ,  , … , N i－2ari＋1＋1 N i－2aj N i－2

 = {  ;  ∈  ,  =  }W (i) x x V n N i 0
 , … ,  , … , N i－1ari＋1＋1 N i－1aj N i－1ari

したがって
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 (  ,  , … ,  ) = ( 0 ,  ,  , … ,  )N N i－1aj N i－2aj aj N i－1aj N i－2aj Naj

= (  ,  , … ,  ) 

0 1   0
 0 1   
  ⋱ ⋱  
   0 1
0    0

N i－1aj N i－2aj aj ←  次行列i

故に、  は ($) いくつかの直和に分解される。V n

 , … ,       a1 arν    

   , … , Na1 Narν
 , … ,       arν＋1 arν－1    

  , … ,  , … , N 2a1 N 2arν
Narν＋1 Narν－1

（縦の長さが行列の次数）   

V n

の
              …底

              

…

 , … , Nν－2a1 Nν－2arν

 , … ,  ar3＋1 ar2
 , … , Nν－3arν＋1 Nν－3arν－1 …

 , … , Nν－1a1 Nν－1arν
　  , … ,  , … ,  , … ,Nν－2arν＋1 Nν－2arν－1

Nar3＋1 Nar2
ar2＋1 ar1…

（１列に並べて  の底とする）V n

…⇒…

 (  , … ,  ,  , … ,  , … ) N N i－1a
1

a1 N i－1a
2

a2

= ( 0 ,  , … ,  , 0 ,  , … ,  , … )N i－1a
1

Na1 N i－1a
2

Na2

 

0 1  0        0
 0 ⋱          
  ⋱ 1         
0   0         
    0 1  0     
     0 ⋱      
      ⋱ 1     
    0   0 ⋱    
        0 1   
         0 ⋱  
          ⋱  
0           0

= ( N i－1a
1
 , … , a1

 , N i－1a
2
 , … , a2 , … )

よって、  はN

($$)                    

0 1  0
 0 ⋱  
  ⋱ 1
0   0

              

なる形の行列のいくつか斜めに並べてできる行列に相似である。また、その様な行列を冪零行

列の標準形という。

上の階段の図のことを冪零行列のジョルダン・ダイヤグラムと呼ぶそうである。つまり、ジョルダン

・ダイヤグラムの形がわかれば冪零行列の標準形がわかることになる。
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（例） 冪零行列  のジョルダン・ダイヤグラムが次の形をしているとする。N

この矢印上にならぶベクトルを底とした部分空間に直和分解

されることになる。

0 1 0 0          
0 0 1 0          
0 0 0 1          
0 0 0 0          
    0 1 0       
    0 0 1       
    0 0 0       
       0 1 0    
       0 0 1    
       0 0 0    
          0 1  
          0 0  
            0

この結果から  の底を上のジョルダン・ダイヤグラムの矢印の順にとれば、($$) からW
～

αi

 ～ 

α 1       

 α ⋱        

  ⋱ 1       
  α       

    α 1    

     α ⋱    

      ⋱ 1   
      α   

        ⋱  
        α

A (i)

i 0 0

i

0 i

i 0

i

0 i

0 i

ジョルダン細胞

 = 

α 1   0          0

 α 1             

  ⋱ ⋱            
    1           
0    α           

     ⋱          
      α 1  0      

       α ⋱       

        ⋱  1      
      0   α      

          ⋱     
            α 1  0

            α ⋱  

             ⋱ 1
 0           0   α

P－1AP

1

1

1

1

1

1

s

s

s
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と表現できる。このような形の行列を  の標準形といい、またJordan

α 1  0

 α ⋱  

  ⋱  1
0   α

 

i

i

i

の形の行列を Jordan 細胞とよぶ。

さて、冪零行列の標準形の一意性だが、  次行列の個数は  i

－  = － －( －  ) = 2 － －ri ri＋1 mi mi－1 mi＋1 mi mi mi－1 mi＋1

Ｐ．１０９ 定理７から、  ( ) = －  ( ) , ( ) = {  ∈  ;  =  } = 　dim f V n n dim f －1 0 f －1 0 x V n N ix 0 W (i)

  = －    →   = －   なのでrank N i n mi mi n rank N i

= 2( －   ) －( －   )－( －   )n rank N i n rank N i－1 n rank N i＋1

=  ＋  －2  rank N i－1 rank N i＋1 rank N i

したがって、  によって一意的に決まる。N

ならば、相似な標準形を  とすれば、正則行列  があって  =   とすることができる。B Q B Q－1NQ

 =  となり、Ｐ．１１１ 定理８ (16) から、   =   となる。B i Q－1N iQ rank N i rank B i

つまり、相似な冪零行列は  の標準形に一致する。N

次に、  の標準形の一意性だがJordan

（注意）　  = －α  に対する  は  = { |  ∈  , ( －α )  =  } からN (i) A (i)
iEni rk W  (k)

αi
x x V n A iE

kx 0

  =  ( ) = －  ( ) = －  ( －α  )  より、dim W  (k)
αi

dim f －1 0 n dim f V n n rank A iE
k

 =  －   rk dim W  (k)
αi

dim W  (k－1)
αi

= ( －  ( －α  )  )－( －  ( －α  ) )n rank A iE
k n rank A iE

k－1

=  ( －α  ) －  ( －α  )rank A iE
k－1 rank A iE

k

したがって、ν  （  の最小多項式 ψ ( ) における根 α  の重複度）は  = 0 となる、つまり、i A A x i rk

 ( －α  )  =  ( －α  )  となる最小の  に等しく、   によって一意的に決rank A iE
k rank A iE

k＋1 k A

まる。（安定像空間とＰ．１５２ 注意 1 参照）

また、相似な行列  は固有値が等しく、上記と同様に  =  とおくとB B Q－1AQ

 ( －α  )  =  ( －α  )  = { ( －α  )  }  = ( －α  )  B iE
 k Q－1AQ iE

 k Q－1 A iE Q  k Q－1 A iE
 kQ

 =  ( －α  ) －  ( －α  )  rk rank B iE
k－1 rank B iE

k

=  ( －α  ) －  ( －α  )rank A iE
k－1 rank A iE

k

となり等しくなる。
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つまり、相似であれば、固有値は一致し、最小多項式も等しく、 細胞の大きさが等しくなJordan

るので、並べる順番を除けば一致することがわかる。

（Ｐ．１５０　問４）

 = 4 の場合n

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0

 

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 

0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0

 

0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

（ジョルダン・ダイヤグラム）

（例題）

行列  のジョルダンの標準形  と変換行列  を求めよ。（線型代数入門　東大出版　Ｐ．１９３）A J P

 = 
0 2 1
-4 6 2
4 -4 0

A

(λ) = | λ －  | =
λ -2 -1
4 λ－6 -2
-4 4 λ

 = λ -6λ +12λ-8 = (λ-2)fA E A 3 2 3

→  固有値は λ= 2 (重複度 3)

－2  = 
-2 2 1
-4 4 2
4 -4 -2

 → 
-2 2 1
0 0 0
0 0 0

 （基本変形）A E

 ( －2  ) = 1rank A E

 = －2  は冪零行列なので、ランクを求めると、   =  = 3－  ( －2  ) = 2  N A E dim W  (1)
2 r1 rank A E

なので、ジョルダン・ダイヤグラムの底辺の長さが 2 と

いうことでジョルダン細胞の個数は↑の本数なので底辺の長さと一致する。

つまり、ジョルダン細胞は２個になる。 W2
 (2) x

 = {  ;  ∈  , －2  =  }  W2
 (1) x x V 3 A E 0

W2
 (1) Nx

 = －2  =  の一般解はN A E 0

-2 2 1
-4 4 2
4 -4 -2

= 
0
0
0

    →  －2 ＋2 ＋  = 0  　　  = 
α＋β

α
2β

 　　(α,β は任意）
x
y
z

x y z p

 ∈   でなければならないので、  = ( －2  )  = 
α＋β

α
2β

 を満たす必要がある。

そのためには Ｐ．１１７ 定理１１から、  ( －2  ,  ) =  ( －2  ) なので

Nx W2
 (1) Nx A E x

rank A E p rank A E
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 ( －2  ,  ) = 1 でなければならないrank A E p

( －2  ,  ) = 
-2 2 1 α＋β
-4 4 2 α
4 -4 -2 2β

  → 
－2 2 1 α＋β
0 0 0 －α－2β
0 0 0 2α＋4β

 → α＋2β= 0A E p

でなければならない。

したがって、α = 2 , β = -1 として、  = 
1
2
-2

 とする。  = ( －2  )  =  = 
1
2
-2

 を解くと

　　

p1 Nx A E x p1

-2 2 1
-4 4 2
4 -4 -2

= 
1
2
-2

  →  
-2 +2 +  = 1
-4 +4 +2  = 2
4 －4 －2  = -2

  →  -2 +2 +  = 1  = 
0
0
1

 とする。
x
y
z

x y z
x y z
x y z

x y z  → p2

 と独立した、 －2  =  の解として、p1 A E 0

-2 2 1
-4 4 2
4 -4 -2

= 
0
0
0

    →  －2 ＋2 ＋  = 0　→　  = 
1
0
2

　( α= 0 , β= 1 , α＋2β

≠0 なので、( －2  )  =  の解はない。）　　　　　　　　　　　　　　

x
y
z

x y z p3

A E x p3 　

ジョルダン・ダイヤグラム

 =  = 
1 0 1
2 0 0
-2 1 2

   →   = 

0
2

1
0

-2 2 1

1 -
2

1
0

P p1 p2 p3 P -1

 = p2 N－1p1

 = Np2 p1 p3

 =  = 

0
2

1
0

-2 2 1

1 -
2

1
0

0 2 1
-4 6 2
4 -4 0

1 0 1
2 0 0
-2 1 2

 = 
2 1 0
0 2 0
0 0 2

 ← ジョルダンの標準形J P－1AP

　（連立一次方程式の復習） 線型代数学　笠原晧司 著　サイエンス社

（基本変形）

左からの基本変形  は行、右からの基本変形  ' は列に作用する。S S

（逆行列の求め方）

… …  =   → …  = …  → … …  =  Sk S2S1AS
 '
1S2

 ' Sl
 ' E Sk S2S1A S '－1

l Sl－1
 '－1 S1

 '－1 S '
1S2

 ' Sl
 'Sk S2S1A E

したがって、  = … …A－１ S '
1S2

 ' Sl
 'Sk S2S1

具体的計算方法は

[  |  ]A E を左からの基本変形だけで　[   |  ]  に変形したら、  =  である。E D A－1 D

209



また、 … …  =  → …  = …  → … …  = Sk S2S1AS
 '
1S2

 ' Sl
 ' E AS '

1S2
 ' Sl

 ' S－1
1 S－1

k－1S
－1
k AS '

1S2
 ' Sl

 'Sk S2S1 E

したがって、  = … …A－1 S '
1S2

 ' Sl
 'Sk S2S1

この場合は右からの基本変形なので

 を右からの基本変形だけで　  に変形したら、  =  である。
E

A

D

E
A－1 D

（連立一次方程式の解法）    =  とする。列の順序を適当にかえて（変数の順序もそれrank A k

に応じてかえる必要がある）  を正則行列にする。A1

 = 

… … …

    …  

       
… … …

… …  …  

       
… … …

 

⋮
 

⋮

 = 

⋮
 

⋮

 = Ax

a11 a1k a1k＋1 a1n

A1

ak1 akk ak,k＋1 akn
ak＋1,1 ak＋1,k

am1 amk am,k＋1 amn

x1

xk
xk＋1

xn

b1

bk
bk＋1

bn

b

 = 

1 … … 0 ' … '

 …    …  
       
0 … … 1 ' … '

0 … … 0 0 … 0
       
0 … … 0 0 … 0

 

⋮
 

⋮

 = 

'

⋮
 
'

0
⋮
0

PAx

a 1k＋1 a 1n

a k,k＋1 a kn

x1

xk
xk＋1

xn

b 1

b k
←　（  = 左からの基本変形の積）  P  

⋮
 

＋

…

 …  
   

…

⋮
 

 = ⋮
 

 

x1

xk

A－1
1

a1k＋1 a1n

ak,k＋1 akn

xk＋1

xk

A－1
1

b1

bk

⋮
 

 = －

…

 …  
   

…

⋮
 

＋ ⋮
 

 = －

' … '

 …  
   

' … '

⋮
 

＋

'

⋮
 
'

x1

xk

A－1
1

a1k＋1 a1n

ak,k＋1 akn

xk＋1

xn

A－1
1

b1

bk

a 1k＋1 a 1n

a k,k＋1 a kn

xk＋1

xn

b 1

b k

⋮
 

 → 

α
β
⋮ 
 

　として、解空間は －  次元ベクトル空間となる。

xk＋1

xn

n k

（例題）
行列  のジョルダンの標準形  と変換行列  を求めよ。（線型代数入門　東大出版　Ｐ．１９４）A J P

 = 

0 -1 -1 0
-1 1 0 1
2 1 2 -1
-1 -1 -1 1

 →  

λ 1 1 0
1 λ-1 0 -1
-2 -1 λ-2 1
1 1 1 λ－1

 A
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(λ) = λ
λ-1 0 -1
-1 λ-2 1
1 1 λ－1

－
1 0 -1
-2 λ-2 1
1 1 λ－1

＋
1 λ-1 -1
-2 -1 1
1 1 λ－1

fA

= λ(λ－1) λ-2 1
1 λ－1

－λ -1 λ-2
1 1

－ λ-2 1
1 λ－1

＋ -2 λ-2
1 1

＋ -1 1
1 λ－1

－(λ－1) -2 1
1 λ－1

－ -2 -1
1 1

= λ(λ－1){ (λ－2)(λ－1)－1 }－λ{ －1－λ＋2 }－{ (λ－2)(λ－1)－1 }－2－λ＋2－λ＋1－1－

(λ－1){ －2(λ－1)－1 }＋2－1 = λ -4λ +6λ -4λ+1 =(λ-1)4 3 2 4

固有値は λ= 1 (４重根）

－  = 

0 -1 -1 0
-1 1 0 1
2 1 2 -1
-1 -1 -1 1

－

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 = 

-1 -1 -1 0
-1 0 0 1
2 1 1 -1
-1 -1 -1 0

A E

-1 -1 -1 0
-1 0 0 1
2 1 1 -1
-1 -1 -1 0

 → 

1 -1 -1 0
1 0 0 1
-2 1 1 -1
1 -1 -1 0

 → 

1 -1 -1 0
0 1 1 1
0 -1 -1 -1
0 0 0 0

 → 

1 0 0 1
0 1 1 1
0 0 0 0
0 0 0 0

 ( －  ) = 2rank A E

ジョルダン細胞の個数は 4－2 = 2 個
または

方程式 ( －  )  =  を解く。A E x b
         x1 x2 x4 x3         x1 x2 x4 x3

-1 -1 -1 0

-1 0 0 1

2 1 1 -1

-1 -1 -1 0

 → 

-1 -1 0 -1

-1 0 1 0

2 1 -1 1

-1 -1 0 -1

 → 

1 1 0 1 -

-1 0 1 0

2 1 -1 1

-1 -1 0 -1

b1

b2

b3

b4

b1

b2

b3

b4

b1

b2

b3

b4

   x1 x4 x2 x3      x1 x2 x4 x3       x1 x4 x2 x3

→

1 1 0 1 -

0 1 1 1 -

0 -1 -1 -1 ＋2

0 0 0 0 －

→

1 0 1 1 -

0 1 1 1 -

0 -1 -1 -1 ＋2

0 0 0 0 －

→

1 0 1 1 -

0 1 1 1 -

0 0 0 0 ＋ ＋

0 0 0 0 －

 

b1

b2 b1

b3 b1

b4 b1

b1

b2 b1

b3 b1

b4 b1

b1

b2 b1

b3 b1 b2

b4 b1

＋ ＋  = 0 , －  = 0 として、( －  )  =  の一般解はb3 b1 b2 b4 b1 A E x b

1 0 1 1
0 1 1 1
0 0 0 0
0 0 0 0

 = 

-

-

0
0

  →   = － 1 1
1 1

＋
-

-
 = 

－ － －

－ － － ＋

x1

x4

x2

x3

b1

b2 b1
x1

x4

x2

x3

b1

b2 b1

x2 x3 b1

x2 x3 b1 b2
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→   = 

－α－β－

α
β

－α－β＋ －

x1

x2

x3

x4

b1

b2 b1

 = 

-1
1
0
-1

＋

-1
0
1
-1

＋

-

0
0
-

x1

x2

x3

x4

x2 x3

b1

b2 b1

( －  )  =  の一般解はA E x 0

 = 

-1
1
0
-1

＋

-1
0
1
-1

＋

0
0
0
0

  →   = α

-1
1
0
-1

＋β

-1
0
1
-1

 = 

-α－β
α
β

－α－β

 ( α,β ∈  )

x1

x2

x3

x4

x2 x3

x1

x2

x3

x4

C
 

次に、( －  )  =  が解をもつためには、 ＋ ＋  = 0 , －  = 0 が必要十分である。したがってA E x b b3 b1 b2 b4 b1

( －  )  = 

－α－β
α
β

－α－β

 はその条件である、β－α－β＋α= 0 , －α－β－(－α－β)= 0 を満たA E x

すので解をもつ。このことは α,β は任意なので、２つの一次独立なベクトル  ,  を選ぶことができ、p1 p3

 ,  を解くことができるので、  (1, 1)  (1 ,3) はありえないことがわかる。p2 p4 J ∔J

ジョルダン・ダイヤグラム

 = p2 N－1p1  = p4 N－1p3

p1 p3

①　α= 1 , β= 0  としたとき  = 

-1
1
0
-1

  p1

 ( －  )  =  =  = 

-1
1
0
-1

  →       =  = 

－α－β－

α
β

－α－β＋ －

 = 

0
1
0
1

A E p2 p1

b1

b2

b3

b4

p2

x1

x2

x3

x4

b1

b2 b1

②　α= 0 , β= 1  としたとき  = 

-1
0
1
-1

 p3

( －  )  =  =  = 

-1
0
1
-1

→       =  = 

－α－β－

α
β

－α－β＋ －

 = 

0
0
1
0

A E p4 p3

b1

b2

b3

b4

p4

x1

x2

x3

x4

b1

b2 b1

 = 

-1 0 -1 0
1 1 0 0
0 0 1 1
-1 1 -1 0

 ,   = 

1 1 0 -1
-1 0 0 1
-2 -1 0 1
2 1 1 -1

   →   = 

1 1 0 0
0 1 0 0
0 0 1 1
0 0 0 1

P P－1 p－1AP
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