
（Ｐ．３２７　定理１５．１）

１）Γ( ) は　   > 0 で連続、さらに、  級であり、任意の ∈  に対し  階導x x C∞ n N n

関数は次の式で与えられる。

(15.2)             Γ ( ) =  (  )(n) x ó
õ0

＋∞
e－ttx－1 log t ndt

２） Γ( ) は  > 0 で凸関数である。log x x

（証明の前に n = 1 として確かめてみる。）

(15.2')            Γ'( ) =  (  )x ó
õ0

＋∞
e－ttx－1 log t dt

 ∈  = {  ∈  |  > 0 } ,  ∈  = {  ∈  |  > 0 } とおくx I x R x t J t R t

) 定理１２．１から  > 0 ならば Γ( ) =    は収束する。a x x ó
õ0

＋∞
e－ttx－1 dt

)  =  として、 
∂

∂
 = (  )  は ×  で連続である。  b y e－ttx－1

x

y
e－t log t tx－1 J I

) ( ) =  (  )  が  上広義一様収束することを示す。 c G x ó
õ0

＋∞
e－ttx－1 log t dt I

任意のα> 0 に対し、   = -  と置けば、  =   →  = log t x e－x t e－αx tα

(  = 
1

 =    ( →∞　⇔　 →＋0 ) )e－x

ex
t x t

lim   = lim  －  = lim  －  = 0  
t→0

tαlog t
x→∞

xe－αx

x→∞ eαx

x

よって、
 

 =   → 0 ( →＋0) 　だから、   = ( )  (  →＋0) とな
t－α

log t
tαlog t t log t O t－α t

る。そこで、 ( , ) = (  ) とおけばf1 x t e－ttx－1 log t

(  ) 
　= 

(  ) 
 = (  ) → 0 (  →＋0)

tx－α－１

e－ttx－1 log t

t－α

e－t log t
e－t tαlog t t

よって、 ( , ) = ( )  (  →＋0) f1 x t O tx－α－１ t

だから、∀  > 0 に対し 0 < α <  となるようにαをとれば x x

0 < α <   →  0 < －α でありx x

( , ) = ( )  ( β = －α-1 > -1 ) となり  ( , )  は する。f1 x t O tβ x ó
õ→0

1
f1 x t dt  絶 対 収 束
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（補足１）

定理１１．３、２）において、  ( )  の場合、 ( ) = ((  - ) ) ( → ＋0) ó
õ→b

a
f x dx f x O x b β x b

と置き換わる。それは、絶対収束を考える場合、  -  > 0 となる必要があるかx b

らだ。よって、本証明では、0 -  ではなく、  - 0 =  となり、 ( , ) = ( )t t t f1 x t O tβ

(β = －α-1 > -1 ) でよいことになる。x

ここで、  > 0 を固定すれば、 x0

 ≦  , 0 <  ≦ 1 で  は単調減少であるから、定理１４．２より、x0 x t tx

| ( , ) | = |  (  )  | ≦ |  (  )  | = |  ( , ) | fn x t e－ttx－1 log t e－tt
x0－1

log t f1 x0 t

|  ( , ) | = ( ) とすれば、  ( )  は収束するので、  ≦  で上の積分f1 x0 t M t ó
õ→0

1
M t dt x0 x

 ( , )  は  上一様収束する。ó
õ→0

1
f1 x t dt I

次に、（Ｐ．１１５）
 

 → 0 (t →＋0) だから、　   = ( ) ( →＋∞) である。
t

log t
log t O t t

任意の に対しm

 =  → 0 ( →＋∞) （Ｐ．１１５）、  = ( ) ( →＋∞) と合わせて
t－m

e－t

et
tm

t e－t O t－m t

( , ) 
 = 

(  ) 
 = 

(  ) 

tx－1＋１－m

f1 x t

tx－1＋１－m

e－ttx－1 log t

t1－m

e－t log t

= ×( 
 

 )  → 0 ( →＋∞)
t－m

e－t

t

log t
t

( , ) =  (  )  ( →＋∞) を得るから、  を十分大きくすれば、f1 x t O tx－m t m

－  < -1 として、定理１１．３、１)　より、x m

 ( , ) 　　　ó
õ1

＋∞
f1 x t dt

が することがわかる。さらに  > 0 を固定したとき、  ≦  , 1 ≦  で、 絶 対 収 束 x１ x x1 t

| ( , ) | = |  (  )  | ≦ |  (  )  | = | ( , ) |f1 x t e－ttx－1 log t e－tt
x1－1

log t f1 x1 t

だから、この積分は  ≦  で一様収束する。（ | ( , ) | = ( ) とする )x x1 f1 x1 t M t

ここで、0 <  ,  は任意だったので、  =  としてもよい。よって、広義積分(15x0 x1 x0 x1
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.2') の右辺が  上一様収束することがわかった。したがって、定理１４．４からI

(15.2') が成り立つ。END

任意のα> 0 に対し、   = -  と置けば（n の場合の証明）　１） log t x

 =   →  =   (  = 
1

 =    ( →∞　⇔　 →＋0 ) )e－x t e－αx tα e－x

ex
t x t

lim   = lim  －  = lim  －  = 0  
t→0

tαlog t
x→∞

xe－αx

x→∞ eαx

x

よって、
 

 =   → 0 ( →＋0) 　だから、   = ( )  (  →＋0) とな
t－α

log t
tαlog t t log t O t－α t

る。そこで、 ( , ) = (  )  とおけばfn x t e－ttx－1 log t n

(  )  
　= 

(  )  
 = (  )  → 0 (  →＋0)

tx－nα－１

e－ttx－1 log t n

t－nα

e－t log t n

e－t tαlog t n t

よって、 ( , ) = ( )  (  →＋0) fn x t O tx－nα－１ t

だから、∀  > 0 に対し 0 < α <  となるようにαをとれば x
n

x

-20 -10 0 10 20

-20

-10

10

20

0 < α <   →  － α > 0 でありn x x n
 = 0.9y x

( , ) = ( )  ( β = － α-1 > -1 ) となるかfn x t O tβ x n

ら  ( , ) は する。 ó
õ→0

1
fn x t dt  絶 対 収 束

ここで、  > 0 を固定すれば、 x0

 ≦  , 0 <  ≦ 1 で  は単調減少であるから、定理１４．２より、x0 x t tx

| ( , ) | = |  (  )   | ≦ |  (  )   | = |  ( , ) | fn x t e－ttx－1 log t n e－ttx0－1
log t n fn x0 t

|  ( , ) | = ( ) とすれば、  ( )  は収束するので、  ≦  で上の積分fn x0 t M t ó
õ→0

1
M t dt x0 x

 ( , )  は一様収束する。ó
õ→0

1
fn x t dt

次に、（Ｐ．１１５）
 

 → 0 (t →＋0) だから、　   = ( ) ( →＋∞) である。  

任意の に対し　

t

log t
log t O t t

m

 =  → 0 ( →＋∞) （Ｐ．１１５）、  = ( ) ( →＋∞) と合わせて
t－m

e－t

et
tm

t e－t O t－m t
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( , ) 
 = 

(  )  
 = 

(  )  

tx＋n－１－m

fn x t

tx＋n－１－m

e－ttx－1 log t n

tn－m

e－t log t n

= ×( 
 

 )   → 0 ( →＋∞)
t－m

e－t

t

log t n t

( , ) =  (  )  ( →＋∞) を得るから、  を十分に大きくすれば、　　　

　　　　　　　　 ＋ －１－  < -1 として、定理１１．３、１)　より、 

fn x t O tx＋n－１－m t m

x n m

 ( , ) 　　　ó
õ1

＋∞
fn x t dt

が絶対収束することがわかる。さらに  > 0 を固定したとき、  ≦  , 1 ≦  で、x１ x x1 t

| ( , ) | = |  (  )   | ≦ |  (  )   | = | ( , ) |fn x t e－ttx－1 log t n e－tt
x1－1

log t n fn x1 t

だから、この積分は  ≦  で一様収束する。（ | ( , ) | = ( ) とする )x x1 fn x1 t M t

ここで、0 <  ,  は任意だったので、  =  としてもよい。よって、広義積分(15x0 x1 x0 x1

.2) の右辺が任意の  に対して  上一様収束することがわかった。n I

したがって、定理１４．４により、Γ( ) は  > 0 で何回でも微分可能で、  階導関x x n

数は(15.2)で与えられることが  に関する帰納法で証明される。特に、Γ( ) は n x x

> 0 で連続である。

（Ｐ．３２９　定理１５．２の証明）

( ＋ ) = ( ＋ －1＋1) = ( ＋ －1) ( ＋ －1) f x n f x n x n f x n

= ( ＋ －1) ( ＋ －2＋1)x n f x n

= ( ＋ －1)( ＋ －2) ( ＋ －2)x n x n f x n

               ↓

= ( ＋ －1)( ＋ －2)( ＋ －3) ··· ( ＋1)  ( ) ・・・　(15.4)x n x n x n x x f x

( ) =  ( ) とし、0 <  < 1 ,  2 ≦  ∈  とする。 g x log f x x n N

 ( ) は凸関数なので、定理２．１３、ｂ） より、0 <  <  <  に対して、log f x a t b

        ア　　　　　　　　 イ

－

( )－ ( )
 ≦ 

－

( )－ ( )
 ≦ 

－

( )－ ( )
  ・・・ (15.6)

t a

g t g a

b a

g b g a

b t

g b g t

区間を ( －1 ,  , ＋ ) に適用するとn n n x
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すると、上の(15.6)の（イ）から

－( －1)

( )－ ( －1)
 ≦ 

( ＋ )－

( ＋ )－ ( )

n n

g n g n

n x n

g n x g n
イ

ウ
ア

－( －1)

 ( )－  ( －1)

n n

log f n log f n

－1                     ＋n n n x
              ＋      ＋1m m x m

≦ 
( ＋ )－

 ( ＋ )－  ( )

n x n

log f n x log f n

( 0 <  ≦ 1 )x

ここで、 ( ＋1) = !  (15.5)  なので、f n n

 ( )－  ( －1) = 1＋ 2＋···＋ ( －1)－( 1＋ 2＋···＋ (log f n log f n log log log n log log log

－2)) = ( －1)n log n

よって、　 ( －1) ≦ 
 

 ( ＋ )－  ( )
  (  ≧ 2 )  ・・・①log n

x

log f n x log f n
n

次に、(  ,  ＋  ,  ＋ 1) 区間に(15.6)の（ア）からm m x m

( ＋ )－  

( ＋ )－ ( ) 
 ≦ 

( ＋1)－

( ＋1)－ ( )
 = 

1

 ( ＋1)－  ( )

m x m

g m x g m

m m

g m g m log f m log f m

 

 ( ＋ )－  ( ) 
 ≦  

x

log f m x log f m
log m (  ≧ 2)　・・・②m

①は  = 1 で成り立つ。また、(15.6)の（ア）は  =  (  = 1 )でも成り立つのでx t b x

①、②は  = 1 で成り立つ。x

①に をかけたものにおける指数関数  の値を考えて得られる不等式に ( )x exp f n

をかければ、

( －1) ≦ 
( )

( ＋ )
 → ( －1)  ≦ 

( )

( ＋ )
 　　となってxlog n log

f n

f n x
n x

f n

f n x

①は、( －1) ( ) ≦ ( ＋ )    (0 <  ≦ 1) (  ≧ 2) n xf n f n x x n

同様にして　  
( )

( ＋ )
 ≦ ( )  なのでlog

f m

f m x
xlog m

②は、 ( ＋ ) ≦ ( )           (0 <  ≦ 1) (  ≧ 2)f m x mxf m x m

ここで、(15.4) を用い、 ( ＋1) ··· ( ＋ －1)   または、 ( ＋1) ··· ( ＋ －1) でx x x n x x x m

割れば
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①は、( －1) ( ) ≦ ( ＋ －1) ··· ( ＋1) ( )    n xf n x n x xf x

( ＋1) ··· ( ＋ －1)

( －1) ( )
 ≦ ( )

x x x n

n xf n
f x

ここで、  ≧ 2 は任意だから、 －1 を  に置き換えてもよい。そして、(15.5) を用n n p

いると、 －1 =  としてn p

①は、
( ＋1) ··· ( ＋ )

!
 ≦ ( )  ( 0 <  ≦ 1 ) (  ≧ 1 )

x x x p

p px
f x x p

②は、 ( ) ≦ 
( ＋1) ··· ( ＋ －1)

( )
    同様に（１５．５）を用いるとf x

x x x m

mxf m

②は、 ( ) ≦ 
( ＋1) ··· ( ＋ －1)

( －1)!
 = 

( ＋1) ··· ( ＋ －1)( ＋ )

!
 · 

( ＋ )
f x

x x x m

mx m

x x x m x m

mxm

m

x m

を得る。以上をまとめると、

①　
( ＋1) ··· ( ＋ )

!
 ≦ ( )     ( 0 <  ≦ 1 ) (  ≧ 1 )

x x x p

p px
f x x p

②　 ( ) ≦ 
( ＋1) ··· ( ＋ －1)( ＋ )

!
 · 

( ＋ )
　　( 0 <  ≦ 1 ) (  ≧ 2 )f x

x x x m x m

mxm

m

x m
x m

いままで、  と  は別々にしてきたが、  ,  ≧ 2 ならば、それぞれの不等式は p m p m

成り立つので、  ≧ 2 として両方とも  に置き換えるとn n

(15.9)   
( ＋1) ··· ( ＋ )

!
 ≦ ( ) ≦ 

( ＋1) ··· ( ＋ )

!
 · 

( ＋ )

x x x n

n nx
f x

x x x n

nxn

n

x n

を得る。この不等式の左辺を ( ) とおけば、an x

( ) ≦ ( ) ≦ ( ) · 
(  ＋ )

 　　　( 0 <  ≦ 1 ,  ≧ 2 )an x f x an x n

x n
x n

0 ≦ ( ) － ( ) ≦ ( ) ( 
 ＋ 

 － 1 ) ≦ ( )  → 0 (  → ∞)f x an x an x n

x n
f x

n

x
n

だから、 ( )  → ( ) (  → ∞) である。　すなわち、an x f x n

(15.10)   ( ) = lim  
( ＋1) ··· ( ＋ )

!
f x

n→＋∞ x x x n

n nx

を得る。ここで、0 <  ≦ 1 であるが、任意の  > 0 に対しては、  =  +  , 0 < x x x y m y

278



≦ 1 ,  ∈  と置けるので、m N

( ＋1) ··· ( ＋ )

!
 = 

( ＋ )( ＋ ＋1)…( ＋ ＋ )

!
  となり

x x x n

n nx

y m y m y n m

n nynm

lim  
( ＋1)( ＋2)…( ＋ )

! ( ＋1)( ＋2)…( ＋ －1)

n→＋∞ y y y y n (y＋n＋1)(y＋n＋2)…(y＋n＋m)

n nxnmy y y y m

= ( ＋1)( ＋2)…( ＋ －1) ( ) = ( ＋ ) = ( )y y y y m f y f y m f x

となる。ここで、

lim
(  ＋  ＋ 1)(  ＋  ＋ 2) ··· (  ＋  ＋ ) n→∞ y n y n y n m

nm

lim  { 
(  ＋  ＋ 1)

×
(  ＋  ＋ 2)

× ··· ×
(  ＋  ＋ )

 } = 1  を用いた。
n→∞ y n

n

y n

n

y n m

n

ところで、Γ( ) も　ⅰ）、ⅱ）、ⅲ）をみたすから、Γ( ) についても(15.10) が成り立x x

ち、したがって定理の結論である(15.3) が成り立つ。

　P.321の例３で触れたように を使う。（P.330　例１） 部分積分

Β( , ) =  (1－ )  x y ó
õ0

1
tx－1 t y－1dt

Β( ＋1, ) =  (1－ )  =  (1－ )
(1－ )

1
  x y ó

õ0

1
tx t y－1dt

ó
ô
õ0

1

t x＋y－1

t x
tx dt

=  (1－ ) (
1－

)  
ó
ô
õ0

1

t x＋y－1

t

t x dt

ここで、  '=  -  '   なので、  = (
1－

)   ,   ' = (1－ )  とすればó
õ
fg fg ó

õ
f g f

t

t x g t x＋y－1

 = 1－    →    = －1  →   = －   よりm t
dt

dm
dt dm

 =  (1－ )  = -   = － 
＋

1
 = －

＋

(1－ )
g ó

õ
t x＋y－1dt ó

õ
mx＋y－1dm

x y
mx＋y

x y

t x＋y

 ' = (
1－

)
(1－ )

1－ －(－ )
 = (

1－
)

(1－ )

1
 からf x

t

t x－1

t 2

t t
x

t

t x－1

t 2

= [－
＋

(1－ )
 (

1－
)  ]  －  －

＋

(1－ )
  (

1－
)

(1－ )

1

x y

t x＋y

t

t x 1
0

ó
ô
õ0

1

x y

t x＋y

x
t

t x－1

t 2
dt

279



= [ －
＋

(1－ )
  ]  + 

＋
 (1－ ) (

1－
)

(1－ )

1
 

x y

t y

tx 1
0 x y

x ó
ô
õ0

1

t x＋y

t

t x－1

t 2
dt

= 
＋

  (1－ )
x y

x ó
õ0

1
tx－1 t x＋y－(x－1)－2dt

= 
＋

  (1－ )  = 
＋

Β( , )
x y

x ó
õ0

1
tx－1 t y－1dt

x y

x
x y

そこで、  > 0 を固定したときy

( ) = Β(  , )Γ( ＋ ) は定理１５．２の条件ⅰ）、ⅱ）をみたす。なぜなら、f x x y x y

( ＋1) = Β( ＋1 , )Γ( ＋ ＋1) = 
＋

Β( , )( ＋ )Γ( ＋ )f x x y x y
x y

x
x y x y x y

= Β( , )Γ( ＋ ) = ( ) x x y x y xf x

を得る。よって 条件ⅰ）をみたす。

条件ⅱ）については、  ( ) = Β( , )＋ Γ( ＋ ) なので Γ( ＋ )log f x log x y log x y log x y

が条件ⅱ）をみたすことは定理１５．１からわかる。残りの Β( , ) についてはlog x y

Β( , ) > 0 は定理１２．２ , 5) と同様にしてわかるので、あとは Β( , ) がx y log x y

 > 0 で凸関数であることを示せばよい。そのための準備として、x

ó
õ0

1
 tx－1(1 － t)y－1(log t)ndt が x > 0 , y > 0 で広義一様収束することを示

（ここでは、  > 0 は固定されており、  の関数と考えている。）す必要がある。 y x

( , , ) = (1－ ) (  )  とすれば、fn x y t tx－1 t y－1 log t n

(1－ )

( , , )
 = 

(1－ )

(1－ ) (  )
 = 

(1－ )

(  )

t y－nα－1

fn x y t

t y－nα－1

tx－1 t y－1 log t n

t －nα

tx－1 log t n

= ((1－ )  )  → 0 (  → 1)tx－1 t αlog t n t

よって、 ( , , ) = ((1－ ) )   (  → 1)  となる。fn x y t O t y－nα－1 t

そこで、∀  > 0 に対し、0 < α <  となるようなαをとれば、0 < α <  →x
n

y
n y

－ α < 0 < － α → －1－ α < －1 < － α－1 よって、β = － α－1n y n n y n y n
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とすれば、β > －1 となるので、　定理１１．３、２）から、

　 ( , , )  は任意の  > 0 ,  > 0 に対し する。ó
õ０

１
fn x y t dt x y  絶 対 収 束

ここで、任意に  > 0 を固定し、  ≧  ,  0 ≦  < 1 ならば、-1 ≦ －1 < 0 → 1x0 x x0 t t

≧ 1－  > 0 となり、  =  ( 0 <  ≦ 1 ) は単調減少関数なので　| ( , , ) | =  t y ax a fn x y t

| (1－ ) (  )  | ≦| (1－ ) (  )  | だから、tx－1 t y－1 log t n tx0－1
t y－1 log t n

| (1－ ) (  )  | = ( ) として、  ( )  は上の結果から収束する。t
x0－1

t y－1 log t n M t ó
õ0

1
M t dt

よって、定理１４．２から、　  ≧  で一様収束する。x x0

つまり、  = {  |  ∈ ,  > 0} とすれば  　に含まれる任意の有界閉区間  = I x x R x I J

[  , ] をとれば、  ≧  で一様収束するので、上の積分は  > 0 でx1 x2 x x1 x 広義一

定理１５．１と同様に  に関する帰納法で様収束することがわかる。 n

( )     =    (1－ )  g x ó
õ0

1
tx－1 t y－1 dt

 '( )   =     (1－ ) (  ) g x ó
õ0

1
tx－1 t y－1 log t dt

⋮

( )  =     (1－ ) (  )  g(n) x ó
õ0

1
tx－1 t y－1 log t n dt

( ) =   (1－ ) (  )g(n＋1) x ó
õ0

1
tx－1 t y－1 log t n＋1dt

を得る。また、任意の  ∈  に対し u R

( ) ＋2  '( ) ＋  ”( )g x u2 g x u g x

=  (1－ ) ( ＋2   ＋(   )  )ó
õ0

1
tx－1 t y－1 u2 ulog t log t 2 dt

=  (1－ ) ( ＋  )  ≧ 0ó
õ0

1
tx－1 t y－1 u log t 2dt

この二次式の判別式  は  
4

 =  '( ) － ( )  ''( ) ≦ 0  となりD
D

g x 2 g x g x

(  ( ) )' = 
( )

 '( )
log g x

g x

g x

→  (  ( ) )'' = ( 
( )

 '( )
 )' = 

( )

( )  ''( )－  '( )
 ≧ 0log g x

g x

g x

g x

g x g x g x 2
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となって、  ( ) が凸関数であることがわかる。そこで、定理１５．２ 系１によりlog g x

( ) = (1)Γ( )f x f x

となる。

（Ｐ．３３１　定理１５．２系２）

0 < ＋  =  としてx m y

( ＋1) ··· ( ＋ )

!
 = 

( － )( － ＋1) ··· ( － ＋ )

!

x x x n

n nx

nm y m y m y m n

n ny

＋1 個n

( － )( － ＋1) ··· ( － ＋ )×y m y m y m n (y－m＋n＋1) ··· (y＋n)

               ＋1 個                                            個n m

は ( － ) から ( ＋ ) までの ＋ ＋1 個の因子すべての積である。わかりにくいが実際にy m y n m n

 = 3 ,  = 5 としてやってみるとm n

( －3)( －2)( －1) ( ＋1)( ＋2)×( ＋3)( ＋4)( ＋5)y y y y y y y y y

となり、9 個の因子の積になっている。

= 
( － )( － ＋1) ··· ( － ＋ )×

!

nm y m y m y m n (y－m＋n＋1) ··· (y＋n)

n ny(y－m＋n＋1) ··· (y＋n)

= 
( － )( － ＋1) ··· ( － ＋ )( － ＋ ＋1) ··· ( －1)

1
×

( ＋1) ··· ( ＋ )

!

y m y m y m n y m n y y y y n

n ny

×
( － ＋ ＋1) ···· ( ＋ )

nm
y m n y n

第三の因子は分子が  個の因子の積なのでm

( － ＋ ＋1) ··· ( ＋ )
 = (1＋

－ ＋1
) ··· (1＋ ) → 1  (  → ＋∞ )

nm
y m n y n

n

y m

n

y
n

第二の因子は  > 0 なので Γ( ) に収束する。y y

(5.13)  lim  
( ＋1) ··· ( ＋ )

!
 = 

( － )( － ＋1) ··· ( －1)

Γ( )
   

n→＋∞ x x x n

n nx

y m y m y

y

 = ＋  を代入すると y x m

= 
( ＋1) ··· ( ＋ －1)

Γ( ＋ )

x x x m

x m
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となる。  は適当だったので、 ＋1 としてみるとm m

lim  
( ＋1) ··· ( ＋ )

!
 = 

( ＋1) ··· ( ＋ )

Γ( ＋ ＋1)
 = 

( ＋1) ··· ( ＋ )

( ＋ )Γ( ＋ )
 

n→＋∞ x x x n

n nx

x x x m

x m

x x x m

x m x m

= 
( ＋1) ··· ( ＋ －1)

Γ( ＋ )

x x x m

x m

となり等しいことがわかる。また、  が 0 または負の整数の場合、分母の ( ＋1) ··· ( ＋ ) のx x x x n

いずれかが 0 となってしまうので定義域からはずす必要がある。

（Ｐ．３３３　Weierstrassの公式）

 = lim ( 1＋
2

1
＋···＋

1
－   ) オイラー定数が収束することはP.370を参照C

n→∞ n
log n

せよ。任意の  ∈  に対しx D

lim
( ＋1)( ＋2) ··· ( ＋ )

!

n→∞ x x x x n

n nx

= lim

( ＋1)( ＋2) ··· ( ＋ )×
!

1
      ←  (   =   )

n→∞
x x x x n

n

exlog n

log nx xlog n

= lim  

(1＋
1

)(1＋
2

) ··· (1＋ )
n→∞

e
x(log n－(1＋

2

1
＋···＋

n
1

) )

x
x x

n

x
e

(x＋
2

1
x＋···＋

n

x
)

= lim  

(1＋
1

)(1＋
2

) ··· (1＋ )

 ··· 
 　・・・　ア

n→∞
e
x(log n－(1＋

2

1
＋···＋

n
1

) )

x
x x

n

x
e 1

x

e 2

x

e n

x

= lim

(1＋
1

)(1＋
2

) ··· (1＋ )

 ··· 
 =  lim   

(1＋ )

 
x

e－Cx

n→∞
x

x x

n

x
e 1

x

e 2

x

e n

x

x

e－Cx

n→∞
Õ
k=1

n

k

x
e k

x

=   (1＋ )
x

e－Cx

Õ
n=1

∞

n

x
－1e n

x

第Ⅰ章定理２．５ , 3) の lim  =    (  ≠ 0 ) を使っている。つまり、ア 全体
n→∞ bn

an
b

a
b

を  ,   =  とし、ともに収束するのでアの右の因子が収束an bn e
x(log n－(1＋

2

1
＋···＋

n
1

) )
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することがわかる。よって次の等式を得る。

(5.17)       
Γ( )

1
 =   (1＋ )

x
xeCx Õ

n=1

∞

n

x
e

－
n

x

無限積　Õ
n=1

∞
 (1 ＋ 

n

x
)e

-
n

x

 が R で広義一様収束することを示す。

(1 ＋ )  = 1 ＋  （  は連続）とおく、 任意に  > 0 を決め、| | ≦  のと 
n

x
e

－
n

x

un un L x L

き、  を十分大きく取れば、ある定数  に関してn K

| | ≦ 
| |

un K
n2

x 2

とすることができることを示す。　そうすれば、 | | ≦   で、
1

 は収束し、un K
n2

L2

å
　

　

n2

Ｐ．３９０定理６．４より、無限積が広義一様収束することがわかる。

まず、  >  とし、　
| |

 < 1 とすることができる。そこで、　  = 　とおいてn L
n

x

n

x
z

| | ≦ 1 のとき   |  | = | 
(1＋ ) －1 

 |  が有界であることを示す。 そうすれz
z2

un

z2

z e－z

ば、その上限を  とすれば証明できる。K

さて、
(1＋ ) －1 

　であるが、  = 0 を除き、| | ≦ 1 で連続であることは明らか
z2

z e－z

z z

である。

そこで、  = 0 で連続であることがわかれば、有界閉区間で連続な関数は有界でz

あるので  を定めることができる。K

まずは準備することとして、

 とする。　 lim   =       (  は任意の実数 )
k→∞

bn ea a である。 =  
!

bn å
k=0

n

n

ak

 = 1＋ ＋
2

＋
3!

＋
4!

＋···＋
!
 bn a

a2 a3 a4

n

an

 = 1＋ ＋
2

＋ ( 
3!

1
＋

4!
＋···＋

!
 ) bn a

a2

a3
a

n

an－3

 = 1＋ ＋
2

＋   ・・・　①bn a
a2

a3cn
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ここで、（　）の中を　 　とすれば、 　は →∞ で収束するはずである。特に有cn cn n

界である。

そこで、正数  がとれて、M

|  | ≦   　　・・・　②　cn M

とすることができる。

(z > 0) の場合　 0 <  となる  をとり、　  → ＋0 を考える。a a a

| －1－ －
2

 | = |  | 　であり、  → ∞ のとき、②より、bn a
a2

a3cn n

| －1－ －
2

 | = | － －1－
2

 | ≦  ea a
a2

ea a
a2

a3M

となる。両辺を で割って、  → ＋0 とすれば　  で押さえられるので、a２ a aM

lim   
－ －1

 = 
2

1
 　

a→＋0 a2

ea a

となる。よって、

lim  
(1＋ ) －1 

 = lim  －
1

 × 
－(1＋ )＋

z→＋0 z2

z e－z

z→＋0 ez z2

z ez

= lim  －
1

 × 
－ －1

 = －
2

1

z→＋0 ez z2

ez z

(z < 0) の場合

 = －  ,  > 0 とする。z a a

(1＋ ) －1 = (1－ ) －1 = － －1z e－z a ea ea aea

②を利用する。

| － －1＋
2

1
 |bn abn a2

= | 1＋ ＋
2

＋ － (1＋ ＋
2

＋ )－1＋
2

1
 |a

a2

a3cn a a
a2

a3cn a2

= | 1＋ ＋
2

＋ － － －
2

－ －1＋
2

1
 |a

a2

a3cn a a2
a3

a4cn a2
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= | ( －
2

1
－ ) | ≦ | －

2

1
 |＋ |  |  a3 cn acn a3 cn a4 cn

 → ∞ のとき、②より、n

| － －1＋
2

1
 | ≦ | －

2

1
 |＋  ea aea a2 a3 M a4M

となる。両辺を  で割って、  → ＋0 とすれば、 | －
2

1
 | ＋  で押さえるこ

とができるので

a2 a a M a2M

lim
－ －1

 = －
2

1

a→＋0 a2

ea aea

lim  
(1＋ ) －1 

 = lim  
＋ －1

 = lim  
－ －1

 = －
2

1

z→－0 z2

z e－z

z→－0 z2

e－z ze－z

a→＋0 a2

ea aea

よって、  = 0 で連続になることがわかった。  は任意だったので、任意の有界閉z L

区間を含ませることができるので広義一様収束することがわかる。よって、P.390

定理６．４とP.308の定理１３．３系２を参考にして  (1 ＋ )  が  上で連続Õ
n=1

∞

n

x
e

-
n

x

R

であることがわかった。

(5.17) の右辺は任意の  ∈  で収束する。よって、  = －  ∈ (－ ) に対しx R x m N

 =  のとき (1＋
(－ )

) = 0 となることが一度だけあるが、P.３８９の定理６．１かn m
n

m

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

-4

-2

2

4
ら 0 となる因子を除いた無限積は収束す

 = 
( )

1
y

G xるので、値は 0 となる。

(15.16) から、
Γ( )

1
 は  = －  で 0 とし

x
x n

て  全体に拡張し、また、  で連続でR R

あったので、(5.17) が任意の  ∈  でx R

成り立つことがわかった。

（Ｐ．３３３　定理１５．３系２）

0 < ＋  =  とおくとき条件ⅰ）からx m y

( ＋ －1＋1) = ( ＋ －1) ( ＋ －1)f x m x m f x m

= ( ＋ －1)( ＋ －2) ( ＋ －2)x m x m f x m
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= ( ＋ －1)( ＋ －2)( ＋ －3) ( ＋ －3)x m x m x m f x m

= ( －1)( －2)…( － ) ( )y y y m f x

つまり

( ) = 
( －1)( －2)…( － )

( )
 = 

( －1)( －2)…( － )

(1)Γ( )
f x

y y y m

f y

y y y m

f y

Γ( ) = Γ( ＋ ) = ( ＋ －1) ··· ( ＋1) Γ( ) = ( －1)( －2) ··· ( － Γ( )y x m x m x x x y y y m x

なので

= 
( －1)( －2)…( － )

(1)( －1)( －2)…( － )Γ( )
 = (1)Γ( )

y y y m

f y y y m x
f x

（Ｐ．３３４　定理１５．５（相補公式））

Γ(1－ ) の関係から、  = －(－ ) が －  になったことに注意した（周期性） x D R N R Z

い。また、 π(  ＋ 1) = π  π ＋ π   π = π  であり sin x sin x cos cos x sin  －sin x

 を ＋1 に置き換えると、Γ(1－ ) = (－ )Γ(－ ) なのでx x x x x

φ( ＋1) = Γ( ＋1)Γ(－ ) π( ＋1) = Γ( )
－

Γ(1－ )
(－ π ) = φ( )x x x sin x x x

x

x
sin x x

しかし、φ(  ＋ 1) = φ( )　なので周期が １ と考えるのは軽率であり、x x 周期に １ 

と考えた方がよい。証明の後半でその点はすっきりする。をもつ

参考までに、Γ( ) は周期関数ではない。もし、周期   > 0 をもつならば、任意のx a

 ∈ －(－ ) に対して、x R N

Γ(  ＋ ) = Γ( ) …①x a x

 は任意であるので　  = 1 とすると、Γ(1 ＋ ) = Γ(1) = 1 x x a

 = 2 とすれば、Γ(2 ＋ ) = Γ(2) = 1! = 1　x a

ところが、定理１５．３より、任意の  ∈ －(－ )  に対してx R N

Γ(  ＋ 1) = Γ( )…②x x x

なので、Γ(2 ＋ ) = Γ(1 ＋  ＋ 1) = (1 ＋ )Γ(1 ＋ ) = 1 ＋  となる。 a a a a a

よって、1 = 1 ＋  となり、  = 0 となって矛盾する。a a

φ( )が  ∈  で  級であることを示す。　（C ∞ 級）　 x x R C ∞

（１５．２０）’より
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φ( ) = Γ( )Γ(1－ ) π  = Γ( ＋1)Γ(1－ )
π

 x x x sin x x x
x

sin x

= Γ(1＋ )Γ(1－ )(π－
3!

π
＋

5!

π
－… )x x

3x2 5x4

－1 <  < 1 ならば　1－  > 0 , 1＋  > 0  なので、Γ(1＋ )Γ(1－ ) は  級 、x x x x x C ∞

(π－
3!

π
＋ ··· ) も  級 により、－1 <  < 1 で φ( ) は  級となる。

3x2

C ∞ x x C ∞

φは －  で定義されていたが、  → ±0R Z x y = G ( 1＋x)G ( 1－x)
x

sin(πx)

5 10 15 20

のとき、 lim  φ( ) = πとなる。そこで、周期
x→±0

x

性から任意の  ∈  に対し、 lim  φ( ) =πn Z
x→±0

x

よって、φ(0) = φ( ) = π ( ∈  ) と定義すn n Z

ればφは  で連続になる。また、|  | < 1 でR x

 級なので  全体で  級となる。C ∞ R C ∞

（不連続点処理をしていない。）

（（１５．２１）の式変形）

 
2

π( ＋1)
 =  (

2

π
＋

2

π
) = 

2

π

2

π
＋

2

π

2

π
sin

x
sin

x
sin

x
cos cos

x
sin

=  
2

π
cos

x

なので、 －  ∈  で 
２

１
 の公式（定理１５．４）からR Z D

φ(
2

)φ(
2

＋1
) 

x x

= Γ(
2

)Γ(
2

2
 - 

2
)  

2

π
Γ(

2

＋1
)Γ(

2

2
 - 

2

＋1
)  

2

π( ＋1)x x
sin

x x x
sin

x

= Γ(
2

)Γ(
2

2－
) Γ(

2

＋1
)Γ(

2

1－
)  

2

π
  

2

πx x x x
sin

x
cos

x

= 
2

1
 π  Γ(

2
)Γ(

2

－ ＋2
) Γ(

2

＋1
)Γ(

2

－ ＋1
)  sin x

x x x x

= 
2

1
 π  Γ(

2
)Γ(

2

＋1
)Γ(

2

－ ＋1
)Γ(

2

－ ＋2
)  sin x

x x x x

= 
2

1
 π  · 2 πΓ( ) · 2 πΓ(－ ＋1)sin x 1－x x 1＋x－1 x

= 
2

1
 · 2  · 2  π  π  · Γ( )Γ(1－ )  = πφ( )1－x x sin x x x x
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（(１５．２２) の証明）　

πφ( ) = φ(
2

)φ(
2

＋1
)x

x x

 π ＋ φ( ) = φ(
2

) ＋ φ(
2

＋1
)log log x log

x
log

x

両辺を微分して

( φ( ))'= 
2

1

φ(
2

)

φ'(
2

)

 ＋ 
2

1
 

φ(
2

＋1
)

φ'(
2

＋1
)

log x
x

x

x

x

( ) =  ( φ( ))”                                                                                                           

= 
4

1
 

φ(
2

)

φ”(
2

)φ(
2

) －φ'(
2

)

 ＋ 
4

1
 

φ(
2

＋1
)

φ”(
2

＋1
)φ(

2

＋1
) －φ'(

2

＋1
)

g x log x

x
2

x x x
2

x
2

x x x
2

= 
4(πφ( ))

φ(
2

＋1
) φ”(

2
)φ(

2
)－φ'(

2
)

＋
4(πφ( ))

φ(
2

) φ”(
2

＋1
)φ(

2

＋1
)－φ'(

2

＋1
)

x 2

x
2

x x x
2

x 2

x
2

x x x
2

= 
4π φ( )

1
 { φ”(

2
)  －φ(

2

＋1
)  φ'(

2
)

2 x 2
φ(

2

x＋1
)2

x
φ(

2

x
)

x
2

x
2

＋ φ”(
2

＋1
)  －φ(

2
) φ'(

2

＋1
)  }φ(

2

x
)2

x
φ(

2

x＋1
)

x
2

x
2

= 
4π φ( )

1
 { φ”(

2
) － φ(

2

＋1
)  φ'(

2
)

2 x 2
πφ(x)φ(

2

x＋1
)

x x
2

x
2

＋ φ”(
2

＋1
) －φ(

2
) φ'(

2

＋1
)  }πφ(x)φ(

2

x
)

x x
2

x
2

= 
4π φ( )

1
 { πφ( ){φ(

2

＋1
)φ”(

2
)  ＋ φ(

2
)φ”(

2

＋1
) } － {φ(

2

＋1
)  φ'(

2
)

2 x 2
x

x x x x x
2

x
2

＋φ(
2

) φ'(
2

＋1
)   } }

x
2

x
2

= 
4π φ( )

1
 ( πφ( ) {φ(

2

＋1
)φ”(

2
)  ＋ φ(

2
)φ”(

2

＋1
) }  － {φ(

2

＋1
) φ'(

2
)

2 x 2
x

x x x x x x

＋φ(
2

)φ'(
2

＋1
)  }  ＋ 2  φ'(

2
) φ'(

2

＋1
) )

x x
 2 φ(

2

x＋1
)

x
φ(

2

x
)

x

ここで、(φ(
2

＋1
)φ(

2
))'= 

2

1
φ'(

2

＋1
)φ(

2
) ＋ 

2

1
φ(

2

＋1
)φ'(

2
) なので、

x x x x x x
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(πφ( ))'  =  
2

1
φ'(

2

＋1
)φ(

2
) ＋ 

2

1
φ(

2

＋1
)φ'(

2
)x

x x x x

2πφ'( )  =  φ'(
2

＋1
)φ(

2
) ＋ φ(

2

＋1
)φ'(

2
) …　①x

x x x x

πφ”( )   = 
4

1
φ”(

2

＋1
)φ(

2
) ＋

4

1
φ'(

2

＋1
)φ'(

2
)＋

4

1
φ'(

2

＋1
)φ'( 

2
)x

x x x x x x

＋
4

1
φ(

2

＋1
)φ”(

2
)

x x

= 
4

1
{ φ”(

2

＋1
)φ(

2
) ＋ 2φ'(

2

＋1
)φ'(

2
)  ＋ φ(

2

＋1
)φ”(

2
) }　… ②

x x x x x x

もとの計算にもどると

= 
4π φ( )

1
 ( {φ(

2

＋1
)φ”(

2
)  ＋ φ(

2
)φ”(

2

＋1
) }  － {φ(

2

＋1
) φ'(

2
)

2 x 2
πφ(x)

x x x x x x

＋φ(
2

)φ'(
2

＋1
) }  ＋2 φ'(

2
)φ'(

2

＋1
) )

x x
 2 πφ(x)

x x
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4π φ( )

1
 ( {φ(

2

＋1
)φ”(

2
) ＋φ(

2
)φ”(

2

＋1
) ＋2φ'(

2
)φ'(

2

＋1
) } 

2 x 2
πφ(x) 

x x x x x x

－ {φ(
2

＋1
) φ'(

2
) ＋ φ(

2
)φ'(

2

＋1
)  }  )

x x x x
 2

① , ② を代入して

= 
4π φ( )

πφ( ) · 4πφ”( ) －  (2πφ'( ))  

2 x 2

x x x 2

= 
4π φ( )

4π φ( )φ”( ) － 4π φ'( )  
 = 

φ( )

φ( )φ”( ) － φ'( )  

2 x 2

2 x x 2 x 2

x 2

x x x 2

以上により　　g(x) =
φ(x)2

φ(x)φ”(x) － φ'(x)2 
　 となる。

次に、 する。（１５．２２）　を証明

(
2

) ＋ (
2

＋1
)                                                                                                            

= 

φ(
2

)

φ(
2

)φ”(
2

) － φ'(
2

)

 ＋ 

φ(
2

＋1
)

φ(
2

＋1
)φ”(

2

＋1
) － φ'(

2

＋1
)

g
x

g
x

x
2

x x x
2

x
2

x x x
2

290



= 

φ(
2

) φ(
2

＋1
)

1
{ φ”(

2
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2

＋1
)  φ'(

2
)

x
2

x
2

φ(
2

x＋1
)2φ(

2

x
)

x x
2

x
2

＋ φ”(
2

＋1
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2
) φ'(

2

＋1
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2

x
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2

x＋1
)

x x
2

x
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1
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2

＋1
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2
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2

＋1
)  φ'(

2
)

2 x 2
πφ(x)

x x x
2

x
2

＋ φ(
2

)φ”(
2

＋1
)  － φ(

2
) φ'(

2

＋1
)  }πφ(x)

x x x
2

x
2

=  
π φ( )

1
{ πφ( )φ(

2

＋1
)φ”(

2
) ＋ πφ( )φ(

2
)φ”(

2

＋1
)

2 x 2
x

x x
x

x x

－(φ(
2

＋1
)  φ'(

2
)   ＋ φ(

2
) φ'(

2

＋1
)  ) }

x
2

x
2

x
2

x
2

=  
π φ( )

1
{ πφ( ) {φ(

2

＋1
)φ”(

2
) ＋ φ(

2
)φ”(

2

＋1
) } － {

2 x 2
x

x x x x
φ(

2

x＋1
) φ'(

2

x
)

}  ＋ 2φ(
2

＋1
) φ'(

2
) φ(

2
)φ'(

2

＋1
) }＋φ(

2

x
)φ'(

2

x＋1
)  2

x x x x

①、②より

=  
π φ( )

1
{πφ( ){φ(

2

＋1
)φ”(

2
) ＋ φ(

2
)φ”(

2

＋1
)} － {  } 

2 x 2
x

x x x x
2πφ'(x) 2

＋ 2  φ'(
2

) φ'(
2

＋1
) }φ(

2

x＋1
)

x
φ(

2

x
)

x

= 
π φ( )

1
{  { φ(

2

＋1
)φ”(

2
) ＋ φ(

2
)φ”(

2

＋1
) ＋ 2φ'(

2
) φ'(

2

＋1
) }

2 x 2
πφ(x)

x x x x x x

－ { 2πφ'( ) }  }x 2

= 
π φ( )

πφ( ) · 4πφ”( ) － 4π φ'( )   
 = 4 

φ( )

φ( )φ”( ) － φ'( )
 = 4 ( ) 　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　　                      

2 x 2

x x 2 x 2

x 2

x x x 2

g x

また、 ( ) はφ( ),φ( )',φ( )”の関数なので、φ( )',φ( )” の周期性さえわかg x x x x x x

ればよい、それは微分の定義から容易にわかる。

φ'( ＋1) = lim 
φ( ＋1＋ ) －φ( ＋1) 

 = lim  
φ( ＋ ) －φ( ) 

 = φ'( )x
h→0 h

x h x

h→0 h

x h x
x

φ”( ) についても同様である。よって、 ( ) は周期 1 をもつ周期関数である。x g x

 (15.23) は
Γ( )

1
 = 0 (  = －  )  →  

Γ( )

1
 · 

Γ(1－ )

1
 = 0注意１

x
x n

x x
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（Ｐ．３３６ (15.24)）

－ Γ( )Γ(－ )

π
 = －

π
 · { (1＋ )  · (－ (1－ )  ) }

x x x x
xeCxÕ

n=1

∞

n

x
e

－
n

x

xe－CxÕ
n=1

∞

n

x
e n

x

（Ｐ．３３６ 定理１５．６ 系 ,2) ）

 
(2 －1)(2 ＋1)

2
 = 

1×3

2 ×1
×

3×5

2 ×2
×

5×7

2 ×3
× ··· ×

(2 －1)(2 ＋1)

2
Õ
n=1

m

n n

2n2 2 2 2 2 2

m m

2m2

= 
(2 －1)!! (2 ＋1)!!

2 ( !)
 = 

(2 －1)!! (2 －1)!! (2 ＋1)

(2 !)
 = (

(2 －1)!!

(2 )!!
)

2 ＋1

1

m m

2m m 2

m m m

mm 2

m

m
2

m

両辺を２倍して平方根を取ると

π = lim  
(2 －1)!!

(2 )!!

2 ＋1

2
 = lim  

(2 －1)!! 

(2 )!!

2 ＋1

2

n→∞ n

n

n n→∞ n

n

n

= lim  
(2 －1)!! 

(2 )!!

2 ＋1

2
 = lim  

(2 －1)!! 

(2 )!!
     ( 

2 ＋1

2
 → 1 )

n→∞ n n

n

n

n

n→∞ n n

n

n

n

第Ⅰ章定理２．５ , 3) を使った。

（Ｐ．３３８、(15.26)）

( )

( ＋1)
 = 

( ＋1)
                                                             

ここで、

·

( ＋1)
 = 

( ＋1)
 = (1＋

1
)   なので、

f x

f x

x
x－

2

1

e－xeμ(x)

x
x＋

2

1

e－x－1eμ(x＋1)

x x
x－

2

1

x x
x＋

2

1

x
x＋

2

1

x x
x＋

2

1

x
x

x＋
2

1

( )

( ＋1)
 = (1＋

1
)

f x

f x
x

x

x＋
2

1

e－x－1＋xeμ(x＋1)－μ(x)

= (1＋
1

)x
x

x＋
2

1

eμ(x＋1)－μ(x)－1

（１５．２５）の１）をみたすためには　　 ( ＋1) = ( )　となる必要がある。よって f x xf x

( )

( ＋1)
 =  = (1＋

1
)

f x

f x
x x

x

x＋
2

1

eμ(x＋1)－μ(x)－1

(1＋
1

)  = 1
x

x＋
2

1

eμ(x＋1)－μ(x)－1
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( ＋
2

1
) (1＋

1
) ＋ μ( ＋1)－μ( )－1 = 0 x log

x
x x

つまり、( ＋
2

1
) (1＋

1
) － 1 = μ( )－μ( ＋1)  が必要十分条件になる。 x log

x
x x

（Ｐ．３３８ (15.27)）

( ) = ( ＋
2

1
) (1＋

1
) － 1g x x log

x

 > 0 で　μ( ) = ( ＋ ) が収束すれば μ( ) は定義できる。収束するとすx x å
n=0

∞

g x n x

れば　 ( ＋1＋ )　も収束するのでå
n=0

∞

g x n

μ( ) － μ( ＋1) = ( ＋ ) － ( ＋1＋ ) x x å
n=0

∞

g x n å
n=0

∞

g x n

= ( )＋ ( ＋1)＋ ( ＋2) ＋… ( ( ＋1)＋ ( ＋2)＋… )g x g x g x g x g x

= ( )g x

 ''(P.338 y )

 ( ) = ( )＋μ( ) なので　  = ( ) として、 '' を求log f x log x
x－

2

1

e－x x y log x
x－

2

1

e－x y

める。

準備として、  =  の微分を用意する。z x
x－

2

1

  = ( －
2

1
)     →  

  '
 =   ＋ ( －

2

1
)×

1
 log z x log x

z

z
log x x

x

'=  (   ＋ ( －
2

1
)×

1
 )  z x
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2

1

log x x
x

' = 
( )'

 = 
'  ＋ ×(－ )
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2

1

e－x

x
x－

2

1

e－x

x
x－

2

1

e－x

z e－x x
x－

2

1

e－x

= 

(   ＋ ( －
2

1
)×

1
 )＋ ×(－ )

x
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1

e－x

e－xx
x－

2

1

log x x
x

x
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2

1

e－x

=   ＋ ( －
2

1
)×

1
 － 1log x x

x
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=   ＋ 1－
2

1
－ 1 =    －

2

1
 log x x－1 log x x－1

” = 
1

 － 
2

1
(－

1
) = 

1
 ＋ 

2

1
 > 0   (  > 0 )y

x x2 x x2 x

したがって、μ( ) が  > 0 で凸ならば  は ２）をみたすことになる。x x f

(P.338 (15.29)）

( ) = ( ＋
2

1
) (1＋

1
)－1g x x log

x

( (1＋
1

) )' = 
1＋

－1
 = 

＋

－1
 = 

( ＋1)

－1
 なのでlog

x x－1

x－2

x2 x x x

( )' =  (1＋
1

)＋( ＋
2

1
) 

( ＋1)

－1
 =  (1＋

1
)－

( ＋1)

＋0.5
g x log

x
x

x x
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x x x

x

( )”　=  
( ＋1)

－1
－

( ＋1)

＋  － (2 ＋1)( ＋0.5)
g x

x x x2 x 2

x2 x x x

= 
( ＋1)

－ ( ＋1)－ － ＋2 ＋ ＋ ＋0.5  
 = 

( ＋1)

0.5
 = 

2 ( ＋1)

1

x2 x 2

x x x2 x x2 x x

x2 x 2 x2 x 2

(P.338 （15.27）の収束することの証明）

 = 
2 ＋1

1
 とおけば、　0 <  なので　  = 

2 ＋1

1
 < 1 となる。y

x
x y

x

そこで、　1＋  = 1＋
2 ＋1

1
 =  

2 ＋1

2 ＋2
  ,  1－  = 1－

2 ＋1

1
 =  

2 ＋1

2
y

x x

x
y

x x

x

なので

２

1

1－

1＋
 = 

2

1

2

2 ＋2
 = 

2

1
(1＋

1
) 　これを ( ) に代入すると、log

y

y
log

x

x
log

x
g x

( ) = ( ＋
2

1
) (1＋

1
)－1 = (2 ＋1)

2

1
(1＋

1
)－1 g x x log

x
x log

x

= (2 ＋1)
2

1
(
1－

1＋
) － 1x log

y

y

ここで、（Ｐ．１９８（４．１９）より、|  | < 1 なので y

2

1
(
1－

1＋
) =　 ＋

３
＋

5
＋… は収束する整級数でありlog

y

y
y

y3 y5
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= (2 ＋1)( ＋
３

＋
5

＋… ) － 1x y
y3 y5

= (2 ＋1)(
(2 ＋1)

1
＋

3(2 ＋1)

1
＋

5(2 ＋1)

1
＋… ) － 1x
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1
＋
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x 2 x 4
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1
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∞
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ここで、　  = 
1
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1

 →  = 1＋  →  = 
－1

1
 なのでs å
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∞

an
as å

n=1

∞
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as s s

a

0 < ( ) < 
3

1
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1
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3

1
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 = 

3

1
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1
g x å
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∞

x 2n x 2 x2 x

=　
12 ( ＋1)

1
　= 

12

1
－

12( ＋1)

1

x x x x

である。したがって、

0 < μ( ) = ( ＋ ) < 
12

1
(

＋

1
－

＋ ＋1

1
)x å

n=0

∞

g x n å
n=0

∞

x n x n

= 
12

1
(
1

－
＋1

1
＋

＋1

1
－

＋2

1
－ … ) = 

12

1

x x x x x

が成り立つ。　そこで

0                          
12

1
　

x
（１５．３０）　μ( ) < 

12

θ
  ( 0 < θ < 1 )x

x
μ( )x

と表される。ただし、θは  に応じて変化する。x

（Ｐ．３３９　定理１５．７（スターリングの公式）の証明）

! = Γ( ＋1) = ( ＋1) = ( ) n n af n anf n

( ) =  なので f x x
x－

2

1

e－xeμ(x)

! = ( ) =  ·  = n anf n an n
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2

1
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n＋

2

1

e－neμ(n)

(2 )! = 2 (2 ) = 2  · (2 )n anf n an n
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2

1

e－2neμ(2n)
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(2 －1)!! 

(2 )!!
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1× ×3× × ··· ×(2 －1)× ×
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a
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ここで、　μ( ) = 
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θ
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θ
  ( 0 < θ  , θ  < 1 )   とすれば n

n
1

n
n

2

1 2
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2
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a
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a
e 24n
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したがって、　  = 2π  を得る。a

（Ｐ．３３９　注意２）

定数 a を 
２

１
 公式で求める。
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x＋1
)

x

よって、   

π

   2   ( ＋1)  
　→　1 (  → ＋∞ )

x
x－

2

1

e－x

a
－

2

1

x 2

x－1

x 2

x

e 2

－2x－1

x

π

   2    ( ＋1)  
            

x
x－

2

1

e－x

a
－

2

1

x 2

x－1

x 2

x

e 2

－2x－1

= 
π

 
2   ( ＋1)  a

e－x

－
2

1

x 2

x－1
－(

2

2x－1
)

x 2

x

e 2

－2x－1

= 
π

 
2  ( ＋1)  a

e－x

－
2

1

x
－

2

x

x 2

x

e 2

－2x－1

= 
π

 

2  (
＋1

)  

 = 
π

 

2 (1＋
1

)  
a

e－x

－
2

1

x

x
2

x

e 2

－2x－1

a

e－x

－
2

1

x
2

x

e 2

－2x－1

= 
π

 

2  (1＋
1

)   

                     
a

e－x

－
2

1

x
x e 2

－2x－1
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= 
2π

 (1＋
1

)   
a

x
x e 2

－2x－1
＋

2

2x

= 
2π

 (1＋
1

)     →　1   ( →＋∞ )
a

x
x e

－
2

1
 

x

   ( (1＋
1

)  →    (  → ＋∞ ) )(1＋
x
1

)x  · e 2

－1
 
 = 1 ( x → ＋∞ )

x
x e x

2π
 = 1   (  → ＋∞ )       つまり、　  = 2π  となる。

a
x a

第Ⅰ章定理6．6 , 2) を使っている。

（Ｐ．３４０　（１５．３３））

lim

2π

Γ( )
 = lim

2π

2π
 = 1

x→∞

x
x－

2

1

e－x

x

x→∞

x
x－

2

1

e－x

x
x－

2

1

e－xeμ(x)

よって、　Γ( ) ～ 2π   (  → ＋∞ )  （P.115定義２）　となる。x x
x－

2

1

e－x x

! = Γ( ＋1) = Γ( ) に対してはn n n n

(15.34)       ! ～ 2π  ·  = 2π   (  → ＋∞ )n n n
n－

2

1

e－n n
n＋

2

1

e－n n

（Ｐ．３４０　例２）

(2 )!! = 2 ×(2 －2)×(2 －4)×…×2n n n n

= 2 ×{ ×( －1)×( －2)×…×1) = 2 !n n n n nn

(2 －1)!! = (2 －1)×(2 －3)×(2 －5)×…×1n n n n

= 
2 ×(2 －2)×(2 －4)×…×2

2 ×(2 －1)×(2 －2)×…×2×1
 = 

(2 )!!

(2 )!
 = 

2 !

(2 )!

n n n

n n n

n

n
nn

n

 = 
(2 !)

(2 )!
 · 

2 ＋1

1
 ～ 

( 2 2π )

2π (2 )
 · 

2 ＋1

1
an nn 2

n

n
n n

n＋
2

1

e－n 2

n
2n＋

2

1

e－2n

n

= 
2  · 2π

2π (2 )
 · 

2 ＋1

1
 = 

 · 2π

2π 
 · 

2 ＋1

1
2n n2n＋1e－2n

n
2n＋

2

1

e－2n

n 22n n2n＋1e－2n

2
2n＋

2

1

n
2n＋

2

1

e－2n

n
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= 
2π · 

 2
 · 

2 ＋1

1
 = 

π

1
 · 

2 ＋1

1
  (  → ＋∞ )

n1

2

1

n 2

1

n n n
n

2 π

1
×

1
 = 

2 π

1
×

1

π

1
×

2 ＋1

1

 = 
π (2 ＋1)

2 π
 = 

2 ＋

2
 ≦ 1

n 2

3

an

n 2

3

n n

n n

n 2

3

n 2

3

n

n 2

3

よって、　  ≦ 
2 π

1
×

1
 なので、第Ⅴ章定理２．５と比較定理により  がan

n 2

3 å
 

 

an

収束することがわかる。

（Ｐ．３４０　例３）

( ＋1)( ＋2) ··· ( ＋ ) = ( ＋ )( ＋ －1) ··· ( ＋1)  からx x x x n x n x n x x

Γ( ＋1)

Γ( ＋ ＋1)

 = 
!

( ＋1)( ＋2) ··· ( ＋ )Γ( )
 = 

Γ( )

!

( ＋1)( ＋2) ··· ( ＋ )

nx
n

x n

n nx
x x x x n x

x

n nx
x x x x n

= 1   (  → ＋∞ )n

Γ( ＋1)

Γ( ＋ ＋1)
 = 

Γ( )

( ＋ )Γ( ＋ )
 ～   　　( 

＋
 = 1  (  → ＋∞ ) )

n

x n

n n

x n x n
nx

n

x n
n

-1.2 -0.8 -0.4 0 0.4 0.8 1.2

-1.2

-0.8

-0.4

0.4

0.8

1.2

(P.343 例３) y = t cos
2t
π

( ) =  
2

π
                 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

 = 
4 －

1
 とした場合、  　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 

は偶関数なので、

f t tcos
t

t
n k

cos x

( ) = 
4 －

1
 (

2

4 π
 －

2

π
) = 

4 －

1
 (2 π － 

2

π
)f t

n k
cos

n k
n k

cos n
k

= 
4 －

1
 2 π  (

2

π
) －  2 π  (－

2

π
) = 

4 －

1
 (

2

π
)

n k
cos n cos

k
sin n sin

k
n k

cos
k

  4 = 0 → ( ) = 
4 －

1
k mod f t

n k
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  4 = 1 → ( ) = 0k mod f t

  4 = 2 → ( ) = 
4 －

－1
 k mod f t

n k

  4 = 3 → ( ) = 0k mod f t

具体的に n = 3 の場合

Δ  : 0 < 
12

1
 < 

11

1
 < 

10

1
 < 

9

1
 < 

8

1
 < 

7

1
 < 

6

1
 < 

5

1
 < 

4

1
 < 

3

1
 < 

2

1
 < 1

3

つまり、両端を含めて4×3＋1個の分点より成る。

(0) = 0 , (
12

1
) = 

12

1
 , (

11

1
) = 0 , (

10

1
) = 

10

－1
 , (

9

1
) = 0 , (

8

1
) = 

8

1
 , (

7

1
)f f f f f f f

= 0 , (
6

1
) = 

6

－1
 ,  (

5

1
) = 0 , (

4

1
) = 

4

1
 , (

3

1
) = 0 , (

2

1
) = 

2

－1
 , (1) = 0f f f f f f

(Δ ) = |Γ( )－Γ( ) | = ( ( )－ ( ) ) ＋( － )  l 3 å
i=1

13
ti ti－1 å

i=1

13
f ti f ti－1

2 ti ti－1
2

≧ ( ( )－ ( ) )  =  | ( )－ ( ) |å
i=1

13

f ti f ti－1
22 å

i=1

13

f ti f ti－1

= | ( )－ ( ) |＋| ( )－ ( ) |＋| ( )－ ( ) |＋| ( )－ ( ) |＋| ( )－ ( ) |f t1 f t0 f t2 f t1 f t3 f t2 f t4 f t3 f t5 f t4

＋| ( )－ ( ) |＋ ··· ＋| ( )－ ( ) |f t6 f t5 f t13 f t12

=  
12

1
＋|

12

－1
|＋|

10

－1
|＋

10

1
＋…＋|

6

－1
|＋

6

1
＋

4

1
＋|

4

－1
|＋|

2

－1
|＋

2

1

= 1＋
2

1
＋

3

1
＋

4

1
＋

5

1
＋

6

1
 = 

1
 å

k=1

2×3

k

4 ＋1 個の分点の場合はn

(Δ ) ≧ { 
4

2
＋

4 －2

2
 } = 

1
 → ＋∞ ( →＋∞)l n å

k=1

n

k k
å
k=1

2n

k
n

したがって、その上限は ＋∞ となる。

（P.344　命題１６．１）

 の分点は高々一個しか含まれない・・・D

もし、分点  、 　が含まれていたとすれば、[  , ]⊂  となり、 ( ) >  と

なってしまう。                                               

ti ti＋1 ti ti＋1 In d In e
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また、本文では、「いま  の内部にある  の分点の総数を  とする。」とあるが、Δ

によって生ずる各小区間の内部には、  の分点は高々一個しかないので、「その

ような分点の総数を  とする。」と改めたほうがわかりやすいと思う。

I D r

D

r

（P.345　例5）

 :  = [  ,  ] →    （　  <  → ( ) ≦ ( ) とする。)f I a b R a b f a f b

 | ( )－ ( ) | =  ( ( )－ ( ) ) = ( )－ ( )å
i=1

m
f ti f ti－1 å

i=1

m
f ti f ti－1 f b f a

（P.347　定理１６．３の証明）

|ε | = |  －|  '( ) | | ≦ ( | '(τ )－ '( ) |  )   について i li f ti å
k=1

n
fk ki fk ti

2 2

1

b －a b|  | ≦ |  |＋| －  |   →   |  |－|  | ≦ | －  |a b a b a b a b

a

 = 

'(τ  )

⋮
'(τ  )

 とする。  '( ) = 

'( )

⋮
'( )

 なのでdi

f1 1i

fn ni

f ti

f1 ti

fn ti

 = |  | = ( ( '(τ  )  )  からli di å
k=1

n
fk ki

2 2

1

ε  = |  |－|  '( ) | ≦ |

'(τ  )

⋮
'(τ  )

－

'( )

⋮
'( )

| = ( | '(τ )－ '( ) |  )i di f ti

f1 1i

fn ni

f1 ti

fn ti
å
k=1

n
fk ki fk ti

2 2

1

また、

( | '(τ )－ '( ) |  )  < ( 
( － )

ε
 )  = 

( － )

ε
  = 

( － )

ε
å
k=1

n
fk ki fk ti

2 2

1

n
n b a

2

n b a 2

2

n b a

 |  '( ) |  は定理3．5から存在するので、それを  とおいた。ó
õa

b
f t dt s

言い換えると、任意の分割Δ∈  に対し、代表点ξ  の取り方によらず常に  にD
k s

になるのであるから、 lim   |  '( ) |( － ) = 
d(Δ)→0

å
i=1

m
f ti ti ti－1 s

（P.３47　例6）

θ= (
2

θ
＋

2

θ
) = 

2

θ
－

2

θ
 = 1－2

2

θ
 からcos cos cos2 sin2 sin2

(1－ θ) ＋ θ = 1－2 θ＋1 = 2－2 θ = 2(1－ θ) = 4
2

θ
cos 2 sin2 cos cos cos sin2
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2
2

θ
θ= 4    = 4 [ －  ]  = 4  · ( 1－(－1) ) = 8a

ó
ô
õ0

2π

sin d aó
õ0

π
sin t dt a cos t  0

π a a

（P.３48　例7）

 =   →   = 
2

1 1
  →  

＋1
 =  

＋1
2  t x

dx

dt

x

ó
ô
õ0

x

x

x
dx

ó
ô
õ0

t

t

t2

t dt

= 2  ＋1  ó
õ0

t
t2 dt

（P.３５０　命題１７．１）

| ( ＋ )( )－( ＋ )( ) | = | ( )＋ ( )－( ( )＋ ( ) ) | = | ( )－ ( )＋ ( )－ ( ) |f g t f g s f t g t f s g s f t f s g t g s

| ( － )( )－( － )( ) | = | ( )－ ( )－( ( )－ ( ) ) | = | ( )－ ( )＋ ( )－ ( ) |f g t f g s f t g t f s g s f t f s g s g t

なので、

| ( ＋ )( )－( ＋ )( ) | ≦ | ( )－ ( ) |＋| ( )－ ( ) |f g t f g s f t f s g t g s

 の分割Δが (16.1) で与えられているとして、 －  ならばI f g

( － ) = | ( － )( )－( － )( ) | = | ( )－ ( )－ ( )＋ ( ) |vΔ f g f g ti f g ti－1 f ti f ti－1 g ti g ti－1

≦ | ( )－ ( ) |＋| ( )－ ( ) | = ( )＋ ( )f ti f ti－1 g ti g ti－1 vΔ f vΔ g

次の不等式については

| ( )( )－( )( ) | = | ( ) ( )－ ( ) ( ) | fg t fg s f t g t f s g s

= | ( ) ( )－ ( ) ( )＋ ( ) ( )－ ( ) ( ) | f t g t f t g s f t g s f s g s

= | ( ){ ( )－ ( ) }＋ ( ){ ( )－ ( ) } | ≦  | ( )－ ( ) |＋ | ( )－ ( ) |f t g t g s g s f t f s A g t g s B f t f s

（P.３５１　定理１７．３）

定理１７．２ からφ( ) が有限であり定まる。また、  ≧ 0 は φ( ) = 0 なので φx V a

が単調増加関数となる。

また、 (  ,  ; )－( ( )－ ( ) ) ≧ 0 についてはV x y f f y f x

( ) ≧ ( ) ならば問題ない。 ( ) ≦ ( ) なら | ( )－ ( ) | ≦ (  ,  ; ) はf x f y f x f y f y f x V x y f

定義から明らかである。

（P.３５２　例３）

 = 4 としてφ( ) をイメイージしてみると p x
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φ( ) = x å
tk≦x

 

mk定点  <  <  <  <  < a t1 t2 t3 t4 b

それに対し実数  を対応mi
m4m3m2

させるとする。  < 0 , 他はm3

正とする。 m1
x

　　                       a t1 t2 t3 t4 b

φが有界変動であることは、[ , ] において、 　では、右連続であり、φ( ) = ti－1 ti ti x

　なので、φ( ) =  となる。またそれ以外の点では、φ( ) = å
tk≦x

 

mk ti å
tk≦ti

 

mk x å
tk≦x

 

mk

つまり定数となる。よって、[ , ] の任意の分割Δをとったとき、  = |φ( )ti－1 ti vΔ å
j=1

m
xj

－φ( ) |　= |  －  | = | | となり、[ , ]　で有界変動となる。xj－1 å
tk≦ti

 

mk å
tk≦x

 

mk mti 
ti－1 ti

よって、各区間 [ , ] で有界変動なので、定理１７．２より、φは、[ , ] で有界ti－1 ti a b

変動となる。

 後半については、

(  = 3 の場合 、  に関する部分だけ考える )k t2

φ( ) =x å
tk≦x

 

mk

←m3

                                                                       a t1 t2 t3 b

(Δ) < ( － ) とし、 (Δ) → 0 としても、区間 [  , ] の置かれ場所

は次の４つしかない。  

d Min
1≦j≦p

tj tj－1 d xk－1 xk

①　　　　　　(  を含まない場合 )t2

←m2

      xk－1 xk

                               ξ                                    a t1 k t2 t3 b

 　　　　　φ( )－φ( ) = 0 なので   (ξ )[φ( )－φ( )] = 0xk xk－1 f k xk xk－1
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(  が内点である場合 )t2②

←m2

      xk－1 xk

                                              ξ                     a t1 t2 k t3 b

(Δ) → 0  つまり  －  → 0 ならばd xk xk－1

(ξ )[φ( )－φ( )] → ( ±0)[φ( ＋0)－φ( －0)] = ( )f k xk xk－1 f t2 t2 t2 f t2 m2

③ (  =  の場合 )t2 xk

←m2

    xk－1 xk

                                      ξ                             a t1 k t2 t3 b

(Δ) → 0  つまり  －  → 0 ならばd xk xk－1

(ξ )[φ( )－φ( )] → ( －0)[φ( )－φ( －0)] = ( )f k xk xk－1 f t2 t2 t2 f t2 m2

④ (  =  の場合 )t2 xk－1

←m2

     xk－1 xk

                                              ξ                     a t1 t2 k t3 b

(Δ) → 0  つまり  －  → 0 ならばd xk xk－1

(ξ )[φ( )－φ( )] → ( ＋0)[φ( ＋0)－φ( )] = 0f k xk xk－1 f t2 t2 t2

以上により、 (Δ) → 0 つまり、 －  → 0 ならば　②、③の場合のみ　 ( )

となる。したがって、 　 φ =   ( )   一般に  の場合でも同様である。

d xk xk－1 f t2 m2

ó
õa

b
fd å

j=1

3

mj f tj p
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（P.３５３　定理１７．５）

(ξ ){ (φ±ψ)( )－(φ±ψ)( ) }f k xk xk－1

= (ξ ){ φ( )－φ( ) }± (ξ ){ ψ( )－ψ( ) }f k xk xk－1 f k xk xk－1

（P.３５３　定理１７．６）

( )φ( ) －  ( ) φ( )å
k=1

m
f xk xk å

k=1

m
f xk－1 xk－1

= ( )φ( )＋ ( )φ( )＋ ( )φ( )＋…＋f x1 x1 f x2 x2 f x3 x3 f(xm)ψ(xm)

－ ( ＋ ( )φ( )＋ ( )φ( )＋…＋ ( )φ( )f(x0
)ψ(x0

) f x1 x1 f x2 x2 f xm－1 xm－1

= ( )φ( ) －  ( )φ( ) = ( )φ( ) －  ( )φ( )f xm xm f x0 x0 f b b f a a

  a

       ξ      ξ 　       　     ξ 　　            ξ          ( Δ' )x0 1 x1 2 x2 3 x3 4 x4

 ( )[φ( )－φ(ξ )]＋  ( )[φ(ξ )－φ( )]å
k=1

m
f xk xk k å

k=1

m
f xk－1 k xk－1

=  ( )[φ(ξ )－φ( )]＋  ( )[φ( )－φ(ξ )]å
k=1

m
f xk－1 k xk－1 å

k=1

m
f xk xk k

=  ( )[φ(ξ )－φ( )]＋ ( )[φ( )－φ(ξ )]＋ ( )[φ(ξ )－φ( )]f x0 1 x0 f x1 x1 1 f x1 2 x1

＋ ( )[φ( )－φ(ξ )]＋ ( )[φ(ξ )－φ( )]＋ ( )[φ( )－φ(ξ )]＋…f x2 x2 2 f x2 3 x2 f x3 x3 3

＋ ( )[φ(ξ )－φ( )] ＋ ( )[φ( )－φ(ξ )]f xm－1 m xm－1 f xm xm m

= (  ; φ ; Δ' ;  )s f x

（P.３５４　ψが単調増加関数である必要性）

単調増加であれば　(Δφ)  = φ( )－φ( ) ≧ 0 である。k xk xk－1

また、  <  <  に対し、φ( ) < φ( ) < φ( ) なのでa b c a b c

φ( )－φ( ) = φ( )－φ( )＋φ( )－φ( ) これを唯一つの分点をある辺で追加a c a b b a

して得られる場合に利用すれば、命題３．１の２）と同様にして証明できる。よって

(17.17)   Δ≦Δ'  ⇒ ≦ ≦ ≦sΔ sΔ' SΔ' SΔ

(17.18)    任意の Δ,Δ' に対し ≦sΔ SΔ'

を得る。
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（P.３５５　例４）

1

( ) = 
　0　, ∈[ 0, 1 ]
　1　, ∈( 1, 2 ]

f x x
x 0                    1                    2

1

φ( ) = 
　0　, ∈[ 0, 1 )
　1　, ∈[ 1, 2 ]

x x
x

0                    1                    2

0 , 1 , 2を分点とする　  = [ 0 , 2 ] の分割 Δ をとるとき、  = [ 0 , 1 ] ,  = [ 1 ,I 0 I1 I2

2 ] に対する  の下限  ,  は　  =  = 0　、上限  ,  は　  = 0 , f m1 m2 m1 m2 M1 M2 M1 M2

= 1

(Δφ)  = φ(1)－φ(0) = 1－0 = 1    (Δφ)  = φ(2)－φ(1) = 1－1 = 0　だから
1 2

 = 0×1＋0×0 = 0 =  = 0×1＋1×0 sΔ0
SΔ0

したがって、(17.19) により　  =  = 0  となる。s S

しかし、1 を分点に含まない  の任意の分割 Δ: 0 =  <  < … <  = 2 をとりI x0 x1 xm

 < 1 <  であるとする。このときxj－1 xj

(Δφ)  = φ( )－φ( ) = 0－0 = 1－1 = 0      ( ≠  )k xk xk－1 k j

(Δφ)  = φ( )－φ( ) = 1－0 = 1 j xj xj－1

 = 0 ,  = 1mj Mj

だから

 = 0＋…＋0×1＋0＋…＋0 = 0 ,  = 0＋…＋1×1＋0＋…＋0 = 1sΔ SΔ

したがって、 (Δ) をいくら小さくしても Δ が 1 を分点に含まない限り  = 1d SΔ

よって

lim   = 1 ≠  =   = 0 
d(Δ)→0

SΔ S inf SΔ

つまり、ダルブーの定理が成り立たない。

（Ｐ３５５　定理１７．７）

) ⇔ )b c

lim  ( － ) = lim  { (φ( )－φ( ))－ (φ( )－φ( )) }
d(Δ)→0

SΔ sΔ d(Δ)→0
å
k=1

m
Mk xk xk－1 mk xk xk－1
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= lim  { ( － )(φ( )－φ( ) } = lim  (  , )(Δφ)
d(Δ)→0

å
k=1

m
Mk mk xk xk－1 d(Δ)→0

å
k=1

m
a f Ik k

) ⇒ ) P.217 定理３．３の証明を真似してみる。a b

 が φ に関し  上  可積分であるとする。  φ=  と置く。定義からこのときf I S ó
õa

b
fd J

任意の ε> 0 に対し δ> 0 が存在し、 (Δ) < δ となる任意の分割 Δ と代表点d

ξ  ∈  の任意の取り方に対しk Ik

－
2

ε
 < (  ; φ ; Δ ; ξ)－  < 

2

ε
 s f J

が成り立つ。  , Δ を固定して  の代表点 ξ  を  の中を動かしたときの (  ; f Ik k Ik s f

φ ; Δ ; ξ) の上限、下限が  ,  である。（命題 1 . 6．1) 従って、上の不等SΔ sΔ

式から、

 は (  ; φ  ; Δ ; ξ) の上限なので、右の不等号が ≦ となる。SΔ s f

－
2

ε
 <  ≦ ＋

2

ε
     ←   （ 参考   [0 , ε) = ε )J SΔ J sup

よって、より広い範囲に含まれるので

－
2

ε
 ≦  ≦ ＋

2

ε
    J SΔ J

同様にして、  は (  ; φ ; Δ ; ξ) の下限なので、左の不等号が ≦ となる。sΔ s f

－
2

ε
 ≦  < ＋

2

ε
J sΔ J

                     sΔ SΔより広い範囲に含まれるので

－
2

ε
 ≦  ≦ ＋

2

ε
J sΔ J －

2

ε
                      ＋

2

ε
J J J

を得る。ゆえに

0 ≦ －  = －  ＋  －  ≦ 
2

ε
＋

2

ε
 = ε　SΔ sΔ SΔ J J sΔ

これは ) を意味する。b

（注意 φが単調増加であることは （17．19） を使うためである。)

（Ｐ３５6　定理１７．8）

 | ( )－ ( ) | = －sup
t,s∈Ik

f t f s Mk mk

( )             ( )f s f t
（証明） | ( )－ ( ) | ≦  ( )－  ( )f t f s sup

t∈Ik

f t inf
t∈Ik

f t
 ( )sup f t ( )inf f t
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よって　  | ( )－ ( ) | ≦  ( )－  ( )sup
t,s∈Ik

f t f s sup
t∈Ik

f t inf
t∈Ik

f t

故に、0 ≦  ( )－  ( )－  | ( )－ ( ) |   ···  ①sup
t∈Ik

f t inf
t∈Ik

f t sup
t,s∈Ik

f t f s

次に、命題1．4 から 任意の ε> 0 に対して　

 ,  ∈  が存在する。t0 s0 Ik ( )－
2

ε
 < ( )  ,   ( )＋

2

ε
 > ( )  となる sup

t∈Ik

f t f t0 inf
t∈Ik

f t f s0

－  ( )－
2

ε
 < － ( )  なので  inf

t∈Ik

f t f s0

 ( )－  ( )－ε< ( )－ ( ) ≦ | ( )－ ( ) | ≦  | ( )－ ( ) | ··· ②sup
t∈Ik

f t inf
t∈Ik

t f t0 f s0 f t0 f s0 sup
t,s∈Ik

f t f s

①、②から

0 ≦  ( )－  ( )－  | ( )－ ( ) | < εsup
t∈Ik

f t inf
t∈Ik

f t sup
t,s∈Ik

f t f s

P.4 (1.5) より   | ( )－ ( ) | =  ( )－  ( ) = －sup
t,s∈Ik

f t f s sup
t∈Ik

f t inf
t∈Ik

f t Mk mk

－  ≦ 
ε

 の ≦ は上限だからである。Mk mk c

（Ｐ３５７　定理１７．9 (17.23)）

| (  ; φ ; Δ ; ξ)－ ( φ' ; Δ ; ξ) |s f s f

= |  (ξ )(φ( )－φ( ))－  (ξ )φ'(ξ )( － ) |å
i=1

m
f k xk xk－1 å

i=1

m
f k k xk xk－1

= |  (ξ )φ'(ξ ')( － )－  (ξ )φ'(ξ )( － ) |å
i=1

m
f k k xk xk－1 å

i=1

m
f k k xk xk－1

= |  (ξ )[φ'(ξ ')－φ'(ξ ) ]( － ) | ≦ ||  || ( － )εå
i=1

m
f k k k xk xk－1 f b a

ただし、||  || =  | ( ) | である。（P.302)　（  は有界だから ）f sup
x∈[a,b]

f x f

（Ｐ３５７　命題１７．１０）

１）単調性

任意の分割Δ∈  と　ξ ∈  （ ∈ (Δ)) に対し、仮定から、 D
k Ik k K

( ;φ;Δ;ξ) =  (ξ )[φ(  )－φ( )] ≧  (ξ )[φ(  )－φ( )]s f å
k=1

m
f k xk xk－1 å

k=1

m
g k xk xk－1

= ( ;φ;Δ;ξ)s g

なので、 (Δ)→0 を考えれば定理を得る。d

２）三角不等式

| | ( )|－| ( )| |≦| ( )－ ( ) |      （P.4　命題１．２に追加参照）f x f y f x f y
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よって、任意の ∈ (Δ) に対し、k K

0 ≦ (|  | , )(Δφ) ≦ (  , )(Δφ)  なので、|  | もφに関し  可積分となる。a f Ik k a f Ik k f S

また、φは単調増加なので、

| ( ;φ;Δ;ξ)| = |  (ξ )[φ(  )－φ( )]| ≦ | (ξ )| [φ(  )－φ( )]s f å
k=1

m
f k xk xk－1 å

k=1

m
f k xk xk－1

= (| |;φ;Δ;ξ)s f

　（Ｐ３５７　定理１７．１1（第一平均値定理）） 定理2．3を真似て

（証明） 任意の  ∈  に対しx I

 ≦ ( ) ≦ m f x M

だから、積分の単調性（命題17．10）と P.352 例2 より

(φ( )－φ( )) ≦  φ ≦ (φ( )－φ( ))m b a ó
õa

b
fd M b a(17.25)

そこで φ( ) = φ( ) ならば  と  の間に任意の実数 μ に対し (17.26) が成りa b m M

立つ。φ( )－φ( ) > 0 ならば 
φ( )－φ( )

1
 φ = μ とおけば (17.25) によb a

b a
ó
õa

b
fd

り、  ≦ μ ≦  だからm M

(17.26)     φ = μ(φ( )－φ( ))ó
õa

b
fd b a

が成り立つ。

特に、  が連続ならば、Ⅰ章定理8．1（中間値の定理） から μ= ( ) となる  ∈ f f c c I

が存在する。

（Ｐ３５９　定理１７．１３系の２）

２）　φ ( ) = －φ( ) ( ≠  ) , φ ( ) = 0 とおけば、φ ( ) は単調増加関数にな

るので、定理8．6 系2 と 定理１７．１３より、ある ξ∈  が存在して

0 x x x b 0 b 0 x

I

－ 　 ( )φ( )  = 　 ( )φ ( )  = φ ( )  ( ) ＋φ ( )  ( )ó
õa

b
f x x dx ó

õa

b
f x 0 x dx 0 a

ó
õa

ξ
f x dx 0 b

ó
õξ

b
f x dx

= φ ( )  ( )  = －φ( )  ( )
0 a

ó
õa

ξ
f x dx a ó

õa

ξ
f x dx

よって  　 ( )φ( )  = φ( )  ( ) 　ó
õa

b
f x x dx a ó

õa

ξ
f x dx

（P.３６０例５、ディリクレ積分）

(17.32)      lim  ( )
 

 = 
2

π
(＋0)   (  > 0 )   

t→＋∞

ó
ô
õ0

a

f x
x

sin tx
dx f a
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 有界変動関数なので有界である。また  は [0 , ] で単調増加としたので P.54f f a

例5 から、 (＋0) は存在し有限である。f

次に、定理１７．１３ 系 を使いたいのだが、

 
 が  = 0 で連続かということである。   = 

(2 ＋1)!

(-1)
 から、

x

sin tx
x sin x å

n=0

∞

n

n

x2n＋1

  =  － 
3!

( )
 ＋ 

5!

( )
 － … なので　

 
 =   (  = 0)　と定めればsin tx tx

tx 3 tx 5

x

sin tx
t x

連続となる。よって、
 

 は [0 , ] 上で可積分である。また  =  とおけば
x

sin tx
a z tx

 
 

 =  
 

 
1

 =  
 

 =  
 ó

ô
õ0

a

x

sin tx
dx

ó
ô
ô
õ0

ta

t

z
sin z

t
dz

ó
ô
õ0

ta

z

sin z
dz

ó
ô
õ0

ta

x

sin x
dx

となり、(17.32) は

(17.33)     lim   [ ( )－ (＋0) ]
 

 = 0
t→＋∞

ó
ô
õ0

a

f x f
x

sin tx
dx

と書き直せる。φ( ) = ( )－ (＋0) とおけばx f x f

φ は有界な単調増加である。 φ( )x

(17.34)    > 0 で φ( ) ≧ 0 , φ(＋0) = 0   x x
x

a0であり、定理 が使えることになる。そこで

( )f x
(17.45)    lim   φ( )

 
 = 0   

t→＋∞

ó
ô
õ0

a

x
x

sin tx
dx

を証明すればよいことになる。

(17.34) のφ(＋0) = 0 から lim  φ( ) = 0 だから、任意の ε> 0 に対して、  を
x→0＋0

x x

右から 0 に近づけていけば 0 ≦φ( ) < ε とすることができる。そのような  を  x x

 とおいて、c

(17.36)     0 <  <   ,  0 ≦ φ( ) < εc a c

とすることができる。ここで、φ は有界な単調増加関数なので、定理3．4から可積

分となる。また　P.359の注意2（証明してないが）から、定理17．13 系 を無理して

区間 [0 , ] に使うと、ある ξ∈ [0 , ] が存在してc c
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(17.37)      φ( )
 

 = φ( )  
 

 = φ( )  
 ó

ô
õ0

c

x
x

sin tx
dx c

ó
ô
õξ

c

x

sin tx
dx c

ó
ô
õξt

ct

x

sin x
dx

2番目の等号は  =  と置けば、  = ξ →  = ξ  ,  =  →  = z tx x z t x c z ct

 
 

=  
 ó

ô
õξ

c

x

sin tx
dx 

ó
ô
õξt

ξc

z

sin z
dz

からである。

（１７．３６）の ２  についてM

|  
 

 | ≦    ( ∈ [ 0 , ＋∞ ] )    なので
ó
ô
õ0

x

x

sin x
dx M x

|  
 

 | ≦ |  
 

 |＋|  
 

 | ≦ 2
ó
ô
õξt

ct

x

sin x
dx

ó
ô
õ0

ξt

x

sin x
dx

ó
ô
õ0

ct

x

sin x
dx M

よって

(17.38)    |  φ( )
 

 | ≦ 2 φ( ) < 2 ε
ó
ô
õ0

c

x
x

sin tx
dx M c M

(17.40) については

Ｐ．２９２のコーシーの条件から、  
 

 は存在するので、任意のε> 0 に
ó
ô
õ0

∞

x

sin x
dx

対し、ある  ∈  = [ 0 , ＋∞ )l I

が存在して、  < η <  < ＋∞ となる  を一つ決めれば、  <  対して、  l t0 t0a t0 t0 t

 < η <  < ＋∞　→　|  
 

 | < ε とすることができる。l t ta
ó
ô
õtη

ta 

x

sin x
dx

（P.３６２　命題１．１　空集合の上界）

 (∅) =  について
___
U

___
R

任意の  ∈  に対し、∅ ⊂ {  }  なので Ⅰ章（１．１１） から　 (∅) ⊃ ({ }) となx
___
R x U U x

る。  はどんなに小さくしてもよいので、  (∅) =  と考えるしかない。（だまされたx
___
U

___
R

ようだが）初めの二つは  (∅) =  だから  ( ) = －∞ で後ろの二つは 
___
U

___
R Min

___
U A

 ( ) = ＋∞ である。（ここは読み方に注意）Min
___
U A
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（P.３６４　定理１．４上極限）
   

={ | ≧0}A0 amm
   

={ | ≧1}A1 amm
lim   （上極限）
____

　
an

   ={ | ≧2}A2 amm= lim { | ≧ }
n→＋∞

sup amm n
n→＋∞

= {  | ∈  }inf ln n N

命題 1．3 から任意の実数列

に対して、上極限、下極限は

ことがわかいつでも存在する                =                           =  m0 inf A0 m1 m2 m3  m l l3 l2 l1 l0 sup A0

→　　　　　←
る。(  の中であるが）

___
R

（例）

 = 2 (
4

π
＋

2

π
)＋(－

10

9
)an sin

n n

上極限 =   1

下極限 = -1

 = 0 , 1 , 2 , 3 , 4 , ···n

(
4

π
＋

2

π
) = 1 , 1 , -1 , -1 , ···sin

n

（上限、下限の性質）

 ∈  が ⊂  の であることは、次のⅰ）、ⅱ）で特徴づけられる。l
___
R A

___
R 上限

ⅰ)　任意の  ∈  に対し、  ≦ a A a l

ⅱ)　  <  となる任意の  ∈  に対し、  <  となる  ∈  が存在する。x l x
___
R x a a A

ⅰ）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ⅱ）

　　　　　　  …　  　　　                                           　a l x a l
全ての ∈                                     ∈  が存在する   a A a A

（ については）下限

ⅰ）' 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ⅱ）'

　　　　　      …　 　　　                                              l a l a x
全ての ∈                                     ∈  が存在する   a A a A

-2 -1.6 -1.2 -0.8 -0.4 0.4 0.8 1.2 1.6 x

-0.8

-0.4

0.4

y

O

↓ ↓

下極限 上極限
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（証明を読む前の注意）

）ⅰ）…十分大きなすべての ∈  にb n N
           l ln0

x
対し  <  …　正確には、ある ∈  an x n0 N

が存在し、  >  ならば  <  とするn n0 an x
 <   (  ≧  )an x n n0

ことができる。

                     y l lnⅱ）の…  <  となる ∈  は無限にy an n N

存在する。  を決めるたびに一つ以上n
       <  ≦   (  ≧  ) は一つ以上ある。y amn

ln mn n
あるので無限個あることになる。

証明） ）⇔ ）だけにする。a b

)⇒ ) ⅰ）  <  ならば、  = {  | ∈  } は単調減少列  の下限であるのでa b l x l inf ln n N ln

<  となる ∈  が存在し、このときすべての  ≧  に対し = { |ln0
x n0 N n n0 ln0

sup amm

≧ } なので　 ≦ <  である。n0 an ln0
x

ⅱ）  <  ならば、すべての ∈  に対し、  <  ≦  = { | ≧ } であるかy l n N y l ln sup amm n

ら  は上限であり性質ⅱ）より、集合 { | ≧ } の なかで、  < 　となln amm n y amn
≦ ln

る  (  ≧ ) が一つは存在する。ここで、  は任意であるから、  <  となるamn
mn n n y am

 ∈  は無限にある。(  = であっても、  ≠ であればよい。）m N amn
amn '

mn mn '

)⇒ ) いま  ' = lim   = lim { | ≧ } = lim  とし、 ) を満たす  にb a l
____

 
an n→＋∞

sup amm n
n→＋∞

ln b l
→＋∞n

対して  ' =  を示す。  <  となる任意の ∈  に対し、 )ⅰ）から  が存在しl l l x x
___
R b n0

て、 ≧  ならば  <  となる。そこで、  = { | ≧ } なので、  を一つn n0 an x ln0
sup amm n0 x

の上界と考えれば、  ≧  ならば、  '≦ ≦  となる。  は  <  となる任意n n0 l ln0
x x l x

の元であるから、  '≦  となる。（もし、  <  ' ならば、  <  <  ' となる  があるかl l l l l x l x

ら、  '≦ ≦  に反する。）l ln0
x

次に、  <  となる任意の  をとると、 ）ⅱ）から、  <  ≦  となる ∈  がy l y b y an ln n N  無

。これから、 ≦  'が導き出せる。（実際  ' <  ならば、 ）⇒ ）ⅰ） 限 に 存 在 す る y l l y a b

により有限個の  を除き  >  となり、 ≦  となる  は のでn y an y an an  有 限 個 し か な い
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上のことに反する。)   は  <  となる任意の元なので、  ≦  'となる。 （ もし  >y y l l l l

 ' ならば、  >  >  ' となる  をとれば ≦  ' に矛盾する。）以上で、  =  'が証l l y l y y l l l

明された。

定理１．４を下極限に置き換えると

実数列 ( )  と ∈  に対し、次の ) , ) , ) , ) は互いに同値である。an n∈N m
___
R a b c d

)'  = lim   a m ____
      

an
→＋∞n

)'b

ⅰ)   >  となる任意の ∈  を定めたとき、十分大きなすべての ∈  に対しm x x
___
R n N

し  >  となる。an x

ⅱ）   >  となる任意の ∈  に対し、  >  となる ∈  は無限に存在する。y m y
___
R y an n N

)'  に収束する ( )  の部分列が存在する。  <  となる  に収束する ( )c m an n∈N x m x an

の部分列は存在しない。

)'  は数列 ( )  の  における集積値の内最小のものである。 d m an n∈N

___
R

（Ｐ．３６５　命題１．５  a)⇒b)）

 のかわりに  とする。（誤解しやすい）l b

) が成り立つとき Ⅰ章（３．１８）　により、( )  の任意の部分列は すべて  に

収束する。また、  より大きい値に、または、小さい値に収束する部分列は存在し

ないので、定理１．４ ) , )' により、 lim   =  = lim   

a an n∈N b

b

c c
____

　
an b ____

      
an

→＋∞n→＋∞n

（P.３６7　なぜ上極限が必要なのか）

定理2．1 は  =  として、 lim   と考えればよい。ここで上極限を使う利
an

an＋1
bn

____

 
bn→＋∞n

点は  が収束しなくても上極限は存在するからである。定理2．2、定理2．3 も同bn

ようである。例 1 では  は収束しない。しかし、上極限は 1 である。an

（Ｐ．３６8　例2）

( － ) ( － )  = ( － )   から収束半径が有限ならば両者の収z a å
n=1

k
nan z a n－1 å

n=1

k
nan z a n

束半径は一致する。収束半径が ＋∞ であっても任意の  < ＋∞ に対し、どちら z
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かが収束すればもう一方も収束する。つまり、収束半径は一致する。

 
 ≧ 0   (  ≧ 1 ) なので  ≧ 1  よって 1 ≦  → 1  (  ≧ 1 )

x

log x
x e x

log x

e x

log x

x

（P.３６８　å
　

　

ns
1

 の収束発散の判定）

 = 
1

  ,   = 
( ＋1)

1
     ⇒    lim  = lim (

＋1
)  = となり、< 1 でan ns

an＋1
n s n→∞ an

an＋1

n→∞ n

n s  1 

はなく、= 1 なので判定できない。つまり、定理2.1 は使えない。さらに、  = 1 の場s

合、収束しないことはすでに知っている。

（Ｐ．３６９　例３）

最初の有限項を除いても判定には影響しないので、

 = 0 の場合は、
1

 となり、
1

 が発散することから発散することがわかる。s å
n=2

∞

n
å
n=1

∞

n

また、  < 0 の場合は、－  =  とすれば、s a s

(  )

1
 = 

(  )
 å

n=2

∞

n log n －a
å
n=2

∞

n

log n a

ここで、  = 2 からとしているのは、  1 = 0 だからである。また、 ≧3 ならば、n log n

  > 1 → (  )  > 1 となるので、log n log n a

≧3 ならば、　
1

 < 
(  )

 となる。したがって、
1

 が発散することから、Ⅰn
n n

log n a

å
n=1

∞

n

章定理５．５ , ２）により発散することがわかる。

( ≠1 の場合 )s

  =  →  =  →  =        　   log x t x et
dt

dx
et

 
(  )

1
 =  = 

1
 = 

1－

1
 = 

1－

1
(  )ó

õ x log x s
dx ó

õ etts
et

dt ó
õ ts

dt
s
t1－s

s
log x 1－s

(  = 1 の場合 )s

 

1
 =  = 

1
 =   = (  )ó

õ xlog x
dx ó

õ ett

et
dt ó

õ t
dt log t log log x

また　
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 (   )

1
 = 

(  )
 = 

(  )

1
 ó

õ xlog x log log x s
dx ó

õ ett log t s

et
dt ó

õ t log t s
dt

収束、発散について上と同様になる。

  については、  = 2 の場合、  2 < 1 となり、   < 0 となってしloglog n n log loglog n

まうため  は ３ からとしている。n

（Ｐ．３69　例4）

－  = 1＋
2

1
＋ ··· ＋

1
－  －(1＋

2

1
＋ ··· ＋

＋1

1
－  ( ＋1) )an an＋1 n

log n
n

log n

=  ( ＋1)－  －
＋1

1
 > 0log n log n

n

 =  { 
1

－  }＋
1

 =  { 
1

－[  ]  }＋
1

 an å
k=1

n－1

k

ó
ô
õk

k＋1

x

dx

n
å
k=1

n－1

k
log x k

k＋1

n

= 1＋
2

1
＋ ··· ＋

1
－{  2－  1＋  3－  2＋ ··· ＋  －  ( －1) }

n
log log log log log n log n

= 1＋
2

1
＋ ··· ＋

1
－  

n
log n

(  =  とすると 10  =  だから   =   10 =  10  )log10a x x a log a x log log log10a

（Ｐ．３７２　a＋ , a－)

 =  {  , 0} a＋ Max a

  ≦ 0 ならば  = 0

 > 0 ならば  = 
　⇒  0 ≦  ≦ | |

a a＋

a a＋ a
a＋ a   

 =  {－  , 0}a－ Max a

  ≧ 0 ならば  = 0

 < 0 ならば  = －
   ⇒  0 ≦  ≦ | |

a a－

a a－ a
a－ a  

  < 0 のとき －  = 0－(－ ) = 

  = 0 のとき －  = 0－0 =  

  > 0 のとき －  = －0 = 

      ⇒    = －

a a＋ a－ a a

a a＋ a－ a

a a＋ a－ a a

a a＋ a－

  < 0 のとき ＋  = 0＋(－ ) = －

  = 0 のとき ＋  = 0＋0 =  

  > 0 のとき ＋  = ＋0 = 

   ⇒   | | = －

a a＋ a－ a a

a a＋ a－ a

a a＋ a－ a a

a a＋ a－
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 = 
2

| |＋
  ,   = 

2

| |－
a＋

a a
a－

a a

よって　   =  ( － ) = －  å
n=0

∞

an å
n=0

∞

a＋
n a－

n p q

（Ｐ．３７3　定理 3．4の準備)

··· an の正負の動き ···         ··· pk a＋
np0

p1

を表している。

a＋
0 a＋

6a＋
2

a＋
4 a＋

8 a＋
10 a＋

12p3p2

a＋
14

p4 p5 p6
a＋

1 a＋
5

a＋
15a＋

9 a＋
13

0 a＋
7a＋

3
a＋

11

( ＋ ··· ＋  = ＋ ··· ＋  )a＋
0 a＋

15 p0 p6

a－
1 ···         ··· ql a－

nq0

a－
5
q2 a－

9
q4 a－

15a－
13
q6 q8a－

0

  a3
－ a－

4
a－

14    a－
6 a－

7 a－
8     a－

10 a－
11 a－

12
0 a－

2
q3 q7q5q1

( ＋ ··· ＋  = ＋ ··· ＋  ) a－
0 a－

15 q1 q8

å
　

　

an が条件収束するとは、å
　

　

an 自身は収束するが、å
　

　
|an| は発散することであっ

たので、| | = 2 －  から  = ＋∞であり、また同様に | | = 2 －  からan a＋
n an å

　

　

a＋
n an a－

n an

 = ＋∞ である。また、0 の項がないだけなので   =  = ＋∞  同様å
　

　

a－
n å

k=0

∞

pk å
n=0

∞

a＋
n  

に   =  = ＋∞ となる。å
k=0

∞

qj å
n=0

∞

a－
n  

（Ｐ．３７４  sn > m － 
2

1
 について） 

 = ＋···＋ － ＋ ＋···＋ － ＋ ＋···＋ － ＋ ＋···å
　

　

ak(n) p0 pn1
q0 pn1＋1 pn2

q1 pn2＋1 pn3
q2 pn3＋1

                          >1                             >2                             >3  
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よって、任意の に対し、∃  ,  ≧  ならば　0 ≦  < 
2

1
 なので、十分大きm n0 n n0 qn

な  をとり  >  { ,  } とすれば、  >  － 
2

1
とすることができる。n n Max nm n0 sn m  

任意の実数rに収束させたい場合は

 = ＋···＋ － ···－ ＋ ＋···＋ － ···－ ＋ ＋···　å
　

　

ak(n) p0 pn1
q0 qm1

pn1＋1 pn2
qm1＋1 qm2

pn2＋1

 >               <                        >                    <r r r r

任意の ε > 0 に対して、∃  ,  ≧  ならば 0 ≦  , < ε なので、十分大n0 n n0 qn pn

きな  をとれば、  －ε <  < ＋ε となり、  は  に収束する。n r sn r sn r

なぜなら、 ≧  に対し、  に  を加え、はじめて  を越えるとき、 －ε < n n0 sn－1 p r r

 <  < ＋  =  < ＋ε、  を引いて、はじめて  より小さくなる場合sn－1 r sn－1 p sn r q r

は、　 －ε < －  =  <  < ＋εとなるから、　 ≧  ならば、以後  はr sn－1 q sn r r n n0 sn

－ε と  ＋ε　の間に閉じ込められる。（  , －  を無限に加え続けることはなr r p q

い。なぜなら、  ,  = ∞ だからである。）下図参照å
　

　

p å
 

 

q

            = ＋sn－1 sn sn－1 p
p

－ε                                               ＋εr r r

    = －       sn sn－1 q sn－1
q

－ε                                               ＋εr r r

（Ｐ．３７４　定理３．４系） 

）⇒ )   = ( ＋  ) =  = ＋  とする。 |  |≦|  | , |  |≦|  | なのa b å
 

 
an å

 

 
xn i yn a x iy xn an yn an

で  ,  はそれぞれ絶対収束する。そこで、項の順序を変えた級数をå
 

 

xn å
 

 

yn

 = (  ＋  ) としたとき、定理３．３より、 ＋   は収束しå
 

 

ak(n) å
 

 

xk(n) i yk(n) å
　

　

xk(n) i å
　

　

yk(n)

＋   に等しい。よって、どのように項の順序を変えても  に等しい。x i y a

)⇒ )  はどんな順序 ( )をとっても収束するので、  、  も収束b a å
　

　

an k n å
 

 

xk(n) å
 

 

yk(n)

 する。したがって、  、  はどちらも絶対収束する。| | ≦ | |＋| | からå
 

 

xn å
 

 

yn an xn yn
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 は絶対収束する。å
　

　

an

（Ｐ．３７４　注意）

 = ∞ ならば、どんな順序 ( ) をとっても、  = ∞ である。なぜなら、もå
 

 

a＋
n k n å

 

 

ak(n)
＋

し、  =  となる順序 ( ) があったとすれば、  = | | =  なので定å
 

 

ak(n)
＋ p k n å

 

 

a＋
k(n) å

 

 

a＋
k(n) p

理３．３より、順序を変えた　  =  となり矛盾する。å
 

 

a＋
n p

同様にして、  = ∞ ならば、どんな順序 ( ) をとっても、  = ∞ である。å
 

 

a－
n k n å

 

 

ak(n)
－

つまり、Ⅲ）ならば、  = ＋∞ ,  < ＋∞ なので、どんな順序をとっても、  = p q å
 

 

ak(n)

∞ となる。また、Ⅳ）ならば、  < ＋∞ ,  = ＋∞ なので、どんな順序をとってもp q

 = －∞ となる。å
 

 

ak(n)

（Ｐ．３７４　例１）

Ｐ．３７３例１（３．６）は収束するが絶対収束しない例である。

そこで、   = 
2 ＋1

1
 = ∞ ,   = 

2

1
 = ∞ になることを示す。å

n=0

∞

a＋
n å

n=0

∞

n
å
n=0

∞

a－
n å

n=0

∞

n

Ⅰ章Ｐ．４５の例４を真似し、コーシーの条件がみたされないことを示す。

 =  
2 ＋1

1
 とする。　  =  

2 ＋1

1
 なので、sn å

k=0

n

k
s2n å

k=0

2n

k

 －  = 
2 ＋3

1
 ＋ 

2 ＋5

1
 ＋ … ＋ 

2(2 )＋1

1
 > 

2(2 )＋1
 > 

4 ＋
 = 

5

1
s2n sn n n n n

n

n n

n

同様に、  =  
2

1
 とする。　  =  

2

1
 なので、sn å

k=0

n

k
s2n å

k=0

2n

k

 －  = 
2( ＋1)

1
 ＋ … ＋ 

4

1
 > 

4
 = 

4

1
s2n sn n n n

n

また  | | =  
1

 なので、Ⅰ章Ｐ．４５の例４から絶対収束しない。しかし、Ⅰ章å
n=1

∞
an å

n=1

∞

n

Ｐ．４５の例５ から   は収束しå
n=1

∞

an

1－
2

1
＋

3

1
－

4

1
＋

5

1
－

6

1
＋

7

1
－

8

１
＋

９

１
－

１０

１
＋… =  2log

となる。つまり、条件収束する。
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上の級数の項の順番を変更して、正の項を  個、負の項を  個ずつ交互に並べ

た級数の和を  とすれば、次の様になる。

p q

s

 =  2＋
2

1
( )s log log
q

p

（証明）（小平邦彦　解析入門より）

Ｐ．３７０（２．４）から、オイラー定数  を使えばC

1＋
2

1
＋

3

1
＋

4

1
＋…＋

1
 =  ＋ ＋ ( )     ( →＋∞ )

n
log n C o n n

と書ける。

  =  1＋
3

1
＋

5

1
＋…＋

2 －1

1
  (  項ある )Pn n
n

 = 
2

1
＋

4

1
＋

6

1
＋…＋

2

1
 = 

2

1
( 1＋

2

1
＋

3

1
＋…＋

1
 )       (  項ある )Qn n n

n

とおけば

＋  =  (2 )＋ ＋ ( )Pn Qn log n C o n

 = 
2

1
 ＋

2

1
＋ ( )   なのでQn log n C o n

 =  (2 )＋ ＋ ( )－
2

1
 －

2

1
－ ( )Pn log n C o n log n C o n

=  2＋
2

1
＋

2

1
 ＋ ( )log C log n o n

したがって

－  =  2＋
2

1
＋

2

1
 ＋ ( )－

2

1
 －

2

1
－ ( )Pnp Qnq log C log np o n log nq C o n

=  2＋
2

1
( )＋ ( )log log
nq

np
o n

=  2＋
2

1
( )＋ ( )log log
q

p
o n

となり、ゆえに、 lim ( － ) =  2＋
2

1
( )  となる。

n→＋∞
Pnp Qnq log log

q

p

項の順番を変更して、正の項を  個、負の項を  個ずつ交互に並べた級数はp q

1＋
3

1
＋…＋

2 －1

1
－

2

1
－

4

1
－…－

2

1
＋

2 ＋1

1
＋…＋

4 －1

1
－

2 ＋2

1
－…

p q p p q

その和  は、その ＋  項までの部分和  = －  となるのでs np nq snp＋nq Pnp Qnq
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 =  2＋
2

1
( )  となる。s log log
q

p

（Ｐ．３７６　定理４．１）

 = － ＋ － ＋…＋ － ＋ －s2n＋1 p0 p1 p2 p3 p2n－2 p2n－1 p2n p2n＋1 0 s0
s1

 = － ＋ － ＋…＋ －s2n－1 p0 p1 p2 p3 p2n－2 p2n－1 s2

s3 s4－  > 0 なので　 ≧p2n p2n＋1 s2n＋1 s2n－1 s5 s6s7 = － ＋ － ＋…－ ＋ － ＋s2n p0 p1 p2 p3 p2n－3 p2n－2 p2n－1 p2n
s8s9= －( － )－( － )－…－( － )－( － )p0 p1 p2 p3 p4 p2n－3 p2n－2 p2n－1 p2n s10

 = －( － )－( － )－…－( － )s2n－2 p0 p1 p2 p3 p4 p2n－3 p2n－2

－  > 0 なので　 ≧p2n－1 p2n s2n－2 s2n

（注意） 0≦ － ≦  、0≦ － ≦  なので、偶数であっても奇数であs s2n p2n＋1 s2n－1 s p2n

っても、任意の ∈  に対し　| －  |≦  となる。n N s sn pn＋1

（Ｐ．３７６　例１）

1－
2

1
＋

3

1
－

4

1
＋…(－1)

1
＋…　は定理４．１より収束するので、その和を  

とおく。Ⅳ章Ｐ．３１５（１３．２９）と（１３．３０）から

2 2 2

n

n2 s

8

π
 =  

(2 ＋1)

1
  ,  

6

π
 =  

1
  それぞれ絶対収束するので項の順番を変

2

å
n=0

∞

n 2

2

å
n=1

∞

n2

えても和は変わらない。また、（１３．３０）から、1－
2

1
＋

3

1
－…(－1)

1
＋… も

2 2

n

n2

絶対収束する。よって、項の順番を変えてもよいので次の等式が成り立つ

8

π
 =  

(2 ＋1)

1
 = ＋

４

１
  

12

å
n=0

∞

n 2
s å

n=1

∞

n2

（Ｐ．３７７　アーベルの変形）

まずは練習 （ ( , ) ≠ ＋··· に注意、  を消さないためである。 ）S n m pn＋1an＋1 p0

(2,6) = ＋ ＋ ＋ ＋ S p2a2 p3a3 p4a4 p5a5 p6a6

= ( － ) ＋( － ) ＋( － ) ＋( － ) ＋( － )s2 s1 p2 s3 s2 p3 s4 s3 p4 s5 s4 p5 s6 s5 p6
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= ＋ － ＋ － ＋ － －s2p2
－s1p2 s3p3 s2p3 s4p4 s3p4 s5p5 s4p5

＋s6p6 s5p6

= ( － )＋ ( － )＋ ( － )＋ ( － )s2 p2 p3 s3 p3 p4 s4 p4 p5 s5 p5 p6
－s1p2

＋s6p6

本番

( , ) = ＋ ＋…＋ ＋ S n m pnan pn＋1an＋1 pm－1am－1 pmam

= ( － ) ＋( － ) ＋( － ) ＋…＋( － )        sn sn－1 pn sn＋1 sn pn＋1 sn＋2 sn＋1 pn＋2 sm sm－1 pm

= ＋ － ＋ － ＋…snpn－sn－1pn sn＋1pn＋1 snpn＋1 sn＋2pn＋2 sn＋1pn＋2
＋smpm

－sm－1pm

= ( － )＋ ( － )＋ ( － )＋…＋ ( － )sn pn pn＋1 sn＋1 pn＋1 pn＋2 sn＋2 pn＋2 pn＋3 sm－1 pm－1 pm

－sn－1pn＋smpm

特に

(0, ) = ＋ ＋…＋ ＋ S m p0a0 p1a1 pm－1am－1 pmam

= ＋( － ) ＋( － ) ＋…＋( － ) ＋( － )a0p0 s1 s0 p1 s2 s1 p2 sm－1 sm－2 pm－1 sm sm－1 pm

= ＋ － ＋ － ＋ － ＋···＋ －s0p0 s1p1 s0p1 s2p2 s1p2 s3p3 s2p3 sm－1pm－1 sm－2pm－1

＋ －smpm sm－1pm

= ( － )＋ ( － )＋ ( － )＋···＋ ( － )＋s0 p0 p1 s1 p1 p2 s2 p2 p3 sm－1 pm－1 pm smpm

（Ｐ．３７７　定理４．３）

（準備）  =  のとき、  = ＋∞ とし、＋∞の  近傍とは (  ,＋∞)∩  であるのT N b T n0 N

でＰ．３０８定理１３．４（一様コーシー条件）の ）は次の様になる。b

）任意のε> 0 に対し ∈  が存在し ≧ ≧  ならばb n0 N m n n0

|| ( , ) || <εとなる。（ Ｐ．４４ 定理５．１ , ) と少し違うが問題ない。）S n m b

（証明）

( , ) = ( － )＋ ( － )＋ ( － )＋…＋ (S n m sn pn pn＋1 sn＋1 pn＋1 pn＋2 sn＋2 pn＋2 pn＋3 sm－1

－ )pm－1 pm －sn－1pn＋smpm

なので、仮定（ⅰ）から

| ( , ) |≦2 |  |      ( ∀  , ∈  , ≧  , ∀ ∈  )S n m C pn n m N m n x A

よって、||  ||  =  | ( ) | なので、上限の定義（最小上界）からf A sup
x∈A

f x
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|| ( , ) ||≦2 |  |≦2 ||  || となる。S n m C pn C pn

したがって、仮定 ）が成り立つとき、(  )  は  上一様に 0 に収束するのでa pn n∈N A

一様コーシー条件の ）から、任意の 
2

ε
 > 0 に対し  > 0 が存在し、 ≧b

C
n0 n n0

ならば　||  || < 
2

ε
 とすることができる。pn C

したがって、 ≧ ≧  ならば、|| ( , ) || < εとすることができる。よってm n n0 S n m

一様コーシー条件の ）から  は  上一様収束することがわかる。a å
 

 

pnan A

仮定 ）がみたされるときは、一様コーシー条件より、任意のε> 0 に対し、ある b n0

∈  が存在し、 ≧ ≧  のとき、次の不等式が成り立つ。N m n n0

(4.6)　　　　||   || <εå
k=n

m
ak

いま、σ ( ) =  ( )  とおけば、（４．６）より ||σ ( ) || < ||  ( ) || <ε (∀n x å
k=n0

n
ak x n x å

k=n0

n
ak x n

≧ ) だから　 ( ) = σ ( )－σ ( ) を用いてアーベルの変形を行うことによりn0 ak x k x k－1 x

≧  >  のとき（後に、アーベルの変形でσ ( ) が出てくるので ||σ ( ) ||m n n0 n－1 x n－1 x

<εとするために －1≧  とするためである）n n0

|  ( ) ( ) | = | ( ) ( )＋ ( ) ( )＋…＋ ( ) ( )＋ ( )å
k=n

m
pk x ak x pn x an x pn＋1 x an＋1 x pm－1 x am－1 x pm x

( ) |am x

= | {σ ( )－σ ( )} ( )＋{σ ( )－σ ( )} ( )＋{σ ( )－σ ( )}n x n－1 x pn x n＋1 x n x pn＋1 x n＋2 x n＋1 x

( )＋…＋{σ ( )－σ ( )} ( ) |pn＋2 x m x m－1 x pm x

= | σ ( ) ( ) ＋σ ( ) ( )－σ ( ) ( )＋σ ( )n x pn x －σn－1
(x)pn(x) n＋1 x pn＋1 x n x pn＋1 x n＋2 x

( )－σ ( ) ( )＋… －σ ( ) ( ) |pn＋2 x n＋1 x pn＋2 x ＋σm(x)pm(x) m－1 x pm x

= | { ( )－ ( )}σ ( ) { ( )－ ( )}σ ( ) { ( )－ ( )}pn x pn＋1 x n x ＋ pn＋1 x pn＋2 x n＋1 x ＋ pn＋2 x pn＋3 x

σ ( ) { ( )－ ( )}σ ( )  |n＋2 x ＋…＋ pm－1 x pm x m－1 x －σn－1
(x)pn(x)＋σm(x)pm(x)

= | { ( )－ ( )}σ ( )  |å
k=n

m－1

pk x pk＋1 x k x －σn－1
(x)pn(x)＋σm(x)pm(x)

仮定（ⅱ）から、単調減少の非負数列であるので
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≦ { ( )－ ( )}ε＋| ( ) |ε＋| ( ) |ε  ( ≧  > －1≧  )å
k=n

m－1

pk x pk＋1 x pn x pm x m n n n0

= { ( )－ ( )＋ ( )－ ( )＋ ( )－ ( )＋···＋ ( )－ (pn x pn＋1 x pn＋1 x pn＋2 x pn＋2 x pn＋3 x pm－1 x pm

)＋ ( )＋ ( )}ε= 2ε| ( ) |≦2ε| ( ) |x pn x pm x pn x p0 x

がすべての ∈  に対し成り立つ。x A

したがって

≧  >   ⇒  || ( , ) ||≦2ε|| ( ) || であり、εは任意だからやはり m n n0 S n m p0 x å
 

 

pnan

は一様コーシー条件 ）をみたし、前半の証明と同様にして、  上一様収束する。a A

（Ｐ．３７８　例２）

 
 , 

 
 は  = (0 , 2π) で各点収束し、任意の π>δ> 0 に対しå

n=1

∞

n

cos nx
å
n=1

∞

n

sin nx
I

(δ, 2π－δ) =  で一様収束する。Iδ

（証明）  = 
1

 とすれば、定理４．３の仮定ⅱ）と ）をみたす。よって、仮定ⅰ）がpn n
a

成り立つことを示せばよい。オイラーの公式により

（４．７）　　　　  ＋    = å
m=1

n
cos mx i å

m=1

n
sin mx å

m=1

n
eimx

だから、この式の右辺が任意のπ>δ> 0 に対し、(δ,2π－δ) =  上で一様有Iδ

界であることを示す。

ここで、  = 
－1

－
  なので、 |  | = | 

－1

－
 |å

m=1

n
am

a

an＋1 a
å
m=1

n
eimx

eix
eix(n＋1) eix

= | 

( －
1

)

( －
1

)

 | = | 

－

－
 |             ( |  | = 1 だから )

e 2

ix

e 2

ix

e 2

ix

eixe 2

inx

e 2

inx

e 2

inx

e 2

ix

e
－

2

ix

e 2

inx

e
－

2

inx

eix

また、 －  =  
2

＋   
2

－  (－
2

)－   (－
2

)e 2

inx

e
－

2

inx

cos
nx

i sin
nx

cos
nx

i sin
nx

= 2   
2

  　同様にして、 －  = 2   
2

  なのでi sin
nx

e 2

ix

e
－

2

ix

i sin
x
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-3 0 3

-4

-2

2

4

-3 0 3

-4

-2

2

4 =  y sin x =  y cos x

(   = (－ ) )                ( (－ ) = －   )cos x cos x           sin x sin x

|  | = 

|  
2

 |

|  
2

 |

≦

|  
2

 |

1
≦

 
2

δ

1
        ( ∀ ∈(δ,2π－δ) , ∀å

m=1

n
eimx

sin
x

sin
nx

sin
x

sin
x

∈  )n N

なぜなら、 ∈(δ,2π－δ) ならば、  = 
2

∈( 
2

δ
 , π－

2

δ
 ) なのでx t

x

0 1 2 3 4 5

-2

-1

1

2

 =  y sin t

←最小値　  
2

δ
sin

t

2

δ
π－

2

δ

(  
2

δ
≦  

2
 )sin sin

x

（４．７）　　　　  ＋    =      から     å
m=1

n
cos mx i å

m=1

n
sin mx å

m=1

n
eimx

|  ＋    | = |  |≦

 
2

δ

1
  となる。å

m=1

n
cos mx i å

m=1

n
sin mx å

m=1

n
eimx

sin

ここで、|  | < | ＋  | , |  | < | ＋  |  なのでa a ib b a ib

|   |≦

 
2

δ

1
  ,   |   |≦

 
2

δ

1
å
m=1

n
cos mx

sin
å
m=1

n
sin mx

sin

||   ||≦

 
2

δ

1
  ,   ||   ||≦

 
2

δ

1
å
m=1

n
cos mx

sin
å
m=1

n
sin mx

sin
( ∀ ∈  )n N
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であり、 上一様有界となる。δ> 0 は任意だから、δを限りなく小さくすれば、任  

意の  に対して、 ∈ ⊂ (0 , 2π) とすることができるので、Ｐ．３０５命題１３．２よ

り各点収束する。 

Iδ

x x Iδ

（Ｐ．３７８　定理４．４の拡張（アーベルの連続性定理））

収束半径が  > 0 であるような整級数 ( ) =  と収束円周上の点ζ( |ζ| =l f z å
n=0

∞

anz
n

 ) に対して、ρ= ζ  が収束すると仮定する。このとき、原点とζとを結ぶ半l å
n=0

∞

an
n

径に沿って、 →ζ とすると　 ( )→ρ が成り立つ。z f z

（証明）  = ζ   ( ∈  = [0 , 1] ) とおくと、 ( ) = (ζ ) = ζ  は  に関すz t t I g t f t å
n=0

∞

an
ntn t

る級数とみて ζ  が収束する。 ζ  は複å
n=0

∞

an
n an

n

ζ素数でもよいので、アーベルの定理より右辺は
z

0≦  ≦1 において一様収束し、  → 1－0 のとt t

0 lき ( ) →ρとなる。定理４．４系は原点 ０ を  にg t a

 ずらしただけである。

（Ｐ．３７９　例３）

例２の級数の和　　  = 
 θ

   ,     = 
 θ

  を求める。 c å
n=1

∞

n

cos n
s å

n=1

∞

n

sin n

いま  の整級数z

（４．８）　　　　　　　 ( ) = 
 θ

   ,    ( ) = 
 θ

  　　　c z å
n=1

∞

n

cos n
zn s z å

n=1

∞

n

sin n
zn

を考えると、θ∈(0 , 2π) ならば例２により、これらの級数は  = 1 で収束する。しz

たがって、Ⅲ章定理２．１より、これらの収束半径は共に ≧1 である。

そこで、|  | < 1 で （４．８）は収束し、Ⅲ章（４．１８）の － (1－ ) =  からz Log z å
n=1

∞

n

zn

( )＋  ( ) = 
 θ

＋  
 θ

 = (  ) = 
( )

 c z i s z å
n=1

∞

n

cos n
zn i å

n=1

∞

n

sin n
zn å

n=1

∞

n

einθ

zn å
n=1

∞

n

eiθz n

= － (1－ )Log eiθz

となる。そこで特に、  = ∈(－1 , 1) のとき、Ⅲ章定義２（４．１３）   =  | |z x Log z log z
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＋  より　（注意　1－  ∉ { ∈  | ≦0 } 下図参照）iθ' eiθz z R z

( )＋  ( ) =　－  |1－ |－  (
 θ－1

  θ
)c x i s x log xeiθ i Arctan

x cos

x sin

となるから

( ) = －
2

1
(1－2  θ＋ )c x log x cos x2

( ) = (
1－  θ

  θ
)    (－1 <  < 1 , 0 < θ < 2π)s x Arctan

x cos

x sin
x

を得る。なぜなら

1－  = 1－  θ－   θxeiθ x cos i x sin

|1－ |  = (1－  θ) ＋  θ = 1－2  θ＋xeiθ 2 x cos 2 x2 sin2 x cos x2

xeiθ
1iθ= 

θ

θ
 =  tan

cos

sin
x

eiθ

← 1－xeiθ

(－θ) = 
θ

－ θ
 = －  tan

cos

sin
x ← x sinθ

θ θ'
0－ (－θ) = θtan tan －1 1 ↑

x cosθ－1

(－ ) = －  Arctan x Arctan x

－1i(π＋θ') =  θ'tan tan

－ (
 θ－1

 θ
) = (

1－  θ

 θ
) =  であるからである。Arctan

x cos

x sin
Arctan

x cos

x sin
θ'

さて、例２により、0 <θ< 2π のとき、アーベルの連続性定理が ( )、 ( ) に適用c x s x

できるから 

(4.9)    = 
 θ

 = lim ( ) = －
2

1
{2(1－ θ)} = － (2

2

θ
)c å

n=1

∞

n

cos n

x→1－0
c x log cos log sin

(4.10)  = 
 θ

 = lim ( ) = (
1－ θ

θ
) = 

2

π－θ
  s å

n=1

∞

n

sin n

x→1－0
s x Arctan

cos

sin

0 <θ< 2π → －2π<－θ< 0 → －π<π－θ<π → ( －
2

π
 < 

2

π－θ
 < 

2

π
 )

ここで、三角関数の復習

1－ θ= 1－ (
2

θ
＋

2

θ
) = 1－(

2

θ
－

2

θ
) = 2

2

θ
cos cos cos2 sin2 sin2

また、 θ= (
2

θ
＋

2

θ
) = 2

2

θ

2

θ
  なのでsin sin sin cos
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b
n

1－ θ

θ
 = 

2
2

θ

2
2

θ

2

θ

 = 
2

θ
 = (

2

π
－

2

θ
)

cos

sin

sin2

sin cos
cot tan a

m

となるからである。   (   =  = (
2

π
－ ) =   )tan b

n

m
tan a cot a

θ= 0 , 2π のとき  は 
1

 なので発散し、  は各項が０だから、和は０である。c å
 

 

n
s

また ( ) = (
1－  θ

  θ
) はθ= 0 , 2πで連続でないから [0 , 2π] でs x Arctan

x cos

x sin

収束はするが一様収束はしない。

（Ｐ．３８０　例４の補足）

① lim  =  ならば、 lim |  | = |  | である。
n→＋∞

an l
n→＋∞

an l

（証明）仮定から、任意のε> 0 に対し、ある ∈  が存在し、  >  ならばn0 N n n0

| |  |－|  | |≦| －  | < ε （Ｐ．４　命題１．２に追加）参照an l an l

②２つの正項級数  ,  に対し、 lim   = 1 であるとき、つまり、 ～å
n=0

∞

an å
n=0

∞

bn n→＋∞ bn

an
an bn

ならば、  ,  は同時に収束、発散する。å
n=0

∞

an å
n=0

∞

bn

（証明） lim  = 1 なので、任意のε> 0 に対し、ある ∈  が存在し、  > 
n→＋∞ bn

an
n0 N n n0

ならば  | －1 | < εとすることができる。
bn

an

つまり、 1－ε<  < 1＋ε →　(1－ε)  <  < (1＋ε)  となる。
bn

an
bn an bn

よって、正項級数  が収束すれば  < (1＋ε)  なので、Ｐ．４６定理５．５（å
n=0

∞

bn an bn

比較定理）から、  も収束し、(1－ε)  <  から発散することもわかる。å
n=0

∞

an bn an

 ,  の立場を入れかえれば、 同時に がわかる。an bn 「 」

③ lim  = 1 であるとき、つまり、 ～  のとき、 ≠0 ( →＋∞ ) ならば
n→＋∞ bn

an
an bn bn n

≠0 ( →＋∞ ) である。an n

（証明） lim  = 1 なので、任意のε> 0 に対し、ある ∈  が存在し、  > 
n→＋∞ bn

an
n0 N n n0
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ならば  | －1 | < εとすることができる。
bn

an

つまり、 1－ε<  < 1＋ε →　(1－ε)  <  < (1＋ε)   か  (1－ε)  > 
bn

an
bn an bn bn an

> (1＋ε)   なので、いずれにしても ≠0 である。bn an

（Ｐ．３８０　例４）

(4.11) (  ,  ;  ; ) = 
( ＋1)…( ＋ －1)

( ＋1)…( ＋ －1) ( ＋1)…( ＋ －1)

!
F a b c z å

n=1

∞

c c c n

a a a n b b b n

n

zn

は、  または  が負の整数(－ ≦0) のとき  次多項式である。a b m m

(  ,  ;  ; ) = ＋
( ＋1)

( ＋1) ( ＋1)

2!
＋

( ＋1)( ＋2)

( ＋1)( ＋2) ( ＋1)( ＋2)

3!
F a b c z

c

ab
z

c c

a a b b z2

c c c

a a a b b b z3

＋
( ＋1)( ＋2)( ＋3)

( ＋1)( ＋2)( ＋3) ( ＋1)( ＋2)( ＋3)

3!
＋···

c c c c

a a a a b b b b z3

（例）  = －3 とすれば、( ＋3) = 0 となりa a

(  ,  ;  ; ) = ＋
( ＋1)

( ＋1) ( ＋1)

2
＋

( ＋1)( ＋2)

( ＋1)( ＋2) ( ＋1)( ＋2)

6
F a b c z

c

ab
z

c c

a a b b z2

c c c

a a a b b b z3

 が負の整数(－ ≦0) のとき分母が０となり、 (  > ) の係数が定義できない。c m zn n m

これら以外の場合の  の係数を  とおく。　zn an

(4.12) |  | 
an

an＋1

= | 
…( ＋ )

…( ＋ ) …( ＋ )

( ＋1)!

1

…( ＋ －1) …( ＋ －1)

…( ＋ －1)

1

!
 | 　　　　　　　 

= | 
( ＋ )( ＋1)

( ＋ )( ＋ )
 | → 1 ( →＋∞)

c c n

a a n b b n

n a a n b b n

c c n n

c n n

a n b n
n

であるから収束半径は１（Ｐ．１６９Ⅲ章定理２．２）である。また、  ,  , ∈  のときa b c R

Ｐ．３３２命題１５．３から

Γ( ＋ ) = ( ＋ －1)( ＋ －2)…( ＋1) Γ( ) なのでa n a n a n a a a

Γ( )

Γ( ＋ )
 = ( ＋ －1)( ＋ －2)…( ＋1)

a

a n
a n a n a a

また、Ｐ．２９６定理１２．２から Γ( ＋1) = ! なのでn n
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 = 
Γ( )Γ( )Γ( ＋ )Γ( ＋1)

Γ( ＋ )Γ( ＋ )Γ( )
 = 

Γ( )Γ( )Γ( ＋ )Γ( )

Γ( ＋ )Γ( ＋ )Γ( )
an a b c n n

a n b n c

a b c n n n

a n b n c

= 
Γ( )Γ( )

Γ( )
 · 

Γ( )

Γ( ＋ )
 · 

Γ( )

Γ( ＋ )
 · 

Γ( ＋ )

Γ( )
 · 

1

a b

c

n

a n

n

b n

c n

n

n

ここで、Ｐ．３４０例３から、
Γ( )

Γ( ＋ )
～  ( →＋∞) なので

n

x n
nx n

～
Γ( )Γ( )

Γ( )
 ( →＋∞) となる。an a b

c
na＋b－c－1 n

そこで

  = (
Γ( )Γ( )

Γ( )
)  = 

Γ( )Γ( )

Γ( )
  å

n=0

∞

bnz
n å

n=0

∞

a b

c
na＋b－c－1 zn

a b

c
å
n=0

∞

na＋b－c－1zn

なる整級数を考える。

ⅰ） ＋ －  < 0 ならば ＋ － －1 < －1 なので (4.11) は単位  のすa b c a b c 円周 U 上

べての点  で絶対収束する。なぜなら、Ｐ．３６９定理２．５から 
1

 は  > 1 のz å
n=1

∞

ns
s

とき収束し、（上の補足①）より

lim

Γ( )Γ( )

Γ( )
 = 1 　なので　 lim

| 
Γ( )Γ( )

Γ( )
 |

|  |
 = 1　

n→＋∞

a b

c
na＋b－c－1

an
n→＋∞

a b

c
na＋b－c－1

an

である。よって、（上の補足②）より、

|  | = |  | |  | = |  | なので絶対収束する。å
n=1

∞

bnz
n å

n=1

∞

bn zn å
n=1

∞

bn

ⅱ） ＋ － ≧1 ならば ＋ － －1≧0 なので、単位円周  上のすべての点  a b c a b c U z

で （４．１１）は（上の補足③）から  = 
Γ( )Γ( )

Γ( )
 → 0 ( →＋∞) となbn a b

c
na＋b－c－1 n

らないので、Ｐ．４５定理５．１系より発散する。

ⅲ）1 > ＋ － ≧0 のとき、（４．１１）は  = 1 以外の単位円周  上の点で収束a b c z U

し、  = 1 で発散する。なぜなら、  = 1 ならば 0 > ＋ － －1≧－1 なのでz z a b c

Ｐ．３６９定理２．５から 
1

 は発散し、（補足②）より発散することがわかる。またå
n=1

∞

ns

 ≠ 1 , |  | = 1 ならば |  | = | 
1－

1－
 | ≦ 

| 1－  |

2
 は有界（  =  , ＋1z z å

n=0

N
zN

z

zN＋1

z
z i N

が偶数の場合に分子は２）である。また
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 = 
( ＋ )( ＋1)

( ＋ )( ＋ )
 = 

＋ ＋ ＋1

＋ ＋ ＋
 = 

＋ ＋1＋
1

＋ ＋ ＋

 だから
an

an＋１

c n n

a n b n

n2 nc n

n2 an bn ab

n c
n

n a b
n

ab

≧0  → ＋1 > ＋  なので、ある ∈  が存在して、 ≧  となる1 > a＋b－c c a b n0 N n n0

すべての  に対して   ( ＋1－( ＋ ) > 
－1

 となるように  をとればよい。）n c a b
n0

ab
n0

0 <  < 1  
an

an＋1

が成り立つ。そこで、 ≧  のとき  の符号は一定で (  ) または (－  ) がn n0 an an an

単調減少の正数列となる。そして、0 > ＋ － －1 なので、（４．１３）より  → 0a b c an

( →＋∞) であるから  、－  に対しアーベルの定理（定理４．２）がn å
n=1

∞

anz
n å

n=1

∞

anz
n

適用され、収束することがわかる。

（Ｐ．３８３　例１（アイゼンシュタン級数））

 = －{ ( 0, 0 ) } を添字集合とする。アイゼンシュタン級数N0
 2 N 2

(5.7)       
( ＋  )

1
å

(m,n)≠0

 

m2 n2 s

は、  > 1 のとき収束、 ≦1 のとき発散する。s s

（証明）  の  近似列としてN 2
0 F

 = { (  ,  )∈  | 0≦ ≦  , 0≦ ≦  , (  ,  )≠( 0, 0 ) } をとる。Fk m n N 2
0 m k n k m n

 の元の個数は ( ＋1) －1 であるからFk k 2

 = －  の元の個数はBk Fk Fk－1

( ＋1) －1－( －1)k 2 k2

= 2 ＋1k
＋  が小→m2 n2 ←m2＋n2 が大

である。

また、任意の ≧1 に対しn ↑ ＋ ＋ =  B3 B2 B1 F3

(5.8)     
(2 )

2 ＋1
 ≦  =   ≦  

2 ＋1
 å

k=1

n

k2 s

k
sFn å

k=1

n
sBk å

k=1

n

k2s

k

( ＋  が最大）　　　　　　　　　　（ ＋0  が最小）k2 k2 k2 2
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である。したがって、  > 1 ならば ζ( ) = 
1

 は収束するので 、2 －1 > 1 に注s s å
n=1

∞

ns
s

意すれば

 ≦  
2 ＋1

 =  
2

＋  
1

 = 2  
1

＋  
1

sFn å
k=1

n

k2s

k
å
k=1

n

k2s

k
å
k=1

n

k2s å
k=1

n

k2s－1 å
k=1

n

k2s

≦ 2ζ(2 －1)＋ζ(2 )s s

となり、2  > 2 > 1 なので、数列 ( )  は上に有界だから →＋∞ のとき有限s sFn n∈N n

の極限が存在する。

よって、定理５．１から（５．７）は  > 1 のとき収束する。s

また、 ≦1 ならば、2 －1≦1 だから、（５．８）の左の不等式によってs s

2

1 1
≦

2

1 1
     {  ≦  , (  ≧ 1 ,  ≦ 1 ) }

s－1
å
k=1

n

k s－1
å
k=1

n

k2s－1 xa x x a

 = 
2

2
 = 

(2 )

2
 < 2

(2 )
＋

(2 )

1
 = 

(2 )

2 ＋1
≦ 

s
å
k=1

n

k2s

k
å
k=1

n

k2 s

k
å
k=1

n

k2 s

k
å
k=1

n

k2 s
å
k=1

n

k2 s

k
sFn

を得るから、 → ＋∞  ( →＋∞) である。そこでまた、定理５．１より、 ≦1 ならsFn n s

ば（５．７）は発散することがわかる。

（Ｐ．３８４　命題５．２）

この命題は定理５．１の特別な例である。このような級数を他書では累次級数と呼

んでいる。定理５．１は上限で定義していたものを単調増加列 ( )  の極限にsFn n∈N

置き換えているところに利点がある。また

  ≦ å
m=0

p
å
n=0

q
am,n s

「ここで 　→　∞　とした後、 　→　∞　として、」 とあるが、  を止めておいて q p p q

を先に増加させるのであるが、  ≧ 0 であるので  についての単調増加列にam,n q

なり、有界なので   の存在が保証される点に注意したい。å
m=0

p
å
n=0

∞

am,n

（Ｐ．３８５　命題５．３）

（証明）このとき、  が収束するので、  の任意の  近似列 ( )  に対すå
 

 

a±
m,n N 2 F Fn n∈N
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る部分和を  とすれば、定理５．１によってs±
Fn

  = limå
m,n=0

∞

a±
m,n n→＋∞

s±
Fn

が成り立つ。

  =　   －   = lim － lim  = limå
m,n=0

∞

am,n å
m,n=0

∞

a　　＋
m,n å

m,n=0

∞

a　　－
m,n n→＋∞

s＋
Fn n→＋∞

s－
Fn n→＋∞

sFn

（Ｐ．３８５　定理５．４）

次の三つの級数

(5.15)      |  |  ,   |  |  ,   |  |å
m,n=0

∞

am,n å
m=0

∞

å
n=0

∞

am,n å
n=0

∞

å
m=0

∞

am,n

のうち一つが有限ならば、他の二つも有限で

(5.16)       =   =      （注　 ≧0とは限らないのでå
m,n=0

∞

am,n å
m=0

∞

å
n=0

∞

am,n å
n=0

∞

å
m=0

∞

am,n am,n
 　命題５．２は使えない）

が成り立つ。

（証明）前半は、|  |≧0 なので命題５．２から明らかである。am,n

(  ,  ) = [ 0 ,  ]×[ 0 ,  ] ∩  ,  (  ,  ) = [ 0 ,  ]×[ 0 ,  ] ∩  F k l k l N 2 F k k k k N 2

= (  ) (  近似列 ) とし、  >  ,  >  となるように ∈  をとればF k F k p k q k N

|   －   | ≦ |  |  |å
(m,n)∈F(k)

 

am,n å
m=0

p
å
n=0

q
am,n å

(m,n)∈F(k)－F(p,q)

 

am,n

≦  |  |å
m>p または n>q

 

am,n
l

=  |  |－   |  |å
m,n=0

∞

am,n å
m=0

p
å
n=0

q
am,n

ここで、命題５．３より、  |  | が収束すれå
m,n=0

∞

am,n

ば →＋∞ とすれば →  だからk sFk s

|  －    | = | －    |å
m,n=0

∞

am,n å
m=0

p
å
n=0

q
am,n s å

m=0

p
å
n=0

q
am,n k      ↑　   ↑

(6)F(5,4)F
≦  |  |－   |  |å

m,n=0

∞

am,n å
m=0

p
å
n=0

q
am,n

→＋∞ とした後に →＋∞ とすれば、命題５．２から右辺は → 0 となるからq p

（５．１６）のはじめの等式が証明された。同様に、 →＋∞ とした後に →＋∞ とp q

して、第二の等式も証明される。
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（Ｐ．３８６　例２）

|  | < 1 ,  |  | < 1 ならば  は絶対収束しx y å
 

 

xmyn

(5.17)        = 
(1－ )(1－ )

1
å

m,n=0

∞

xmyn
x y

となる。

（証明）定理５．４より、   |  | =   | ||  | が収束しå
m=0

∞

å
n=0

∞

am,n å
m=0

∞

å
n=0

∞

xm yn

  | ||  | = 
1－|  |

|  |
 = 

(1－|  |)(1－|  |)

1
 となるから、（５．１７）は絶対å

m=0

∞

å
n=0

∞

xm yn å
m=0

∞

y

xm

x y

収束し、   =　    = 
1－

 = 
(1－ )(1－ )

1
   となる。å

m,n=0

∞

xmyn å
m=0

∞

å
n=0

∞

xmyn å
m=0

∞

y

xm

x y

（Ｐ．３８６　例３）
c5

 =  ck å
m＋n=k

 

ambn

 = c0 a0b0

 = ＋c1 a0b1 a1b0

　　⋮　　
 = ＋ ＋ ＋ ＋ ＋c5 a0b5 a1b4 a2b3 a3b2 a4b1 a5b0

（Ｐ．３８６　一列化の例）

2
◎  重級数になっても、順に一列化していけk

1
    ばできるはずである。

 (0,0)  (1,0)  (0,1) (0,2)  (1,1)  (2,0)
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（Ｐ．３８７　定理５．５　F(k) = ψ([0 , k]∩N 2) は N 2 の F 近似列）

ⅰ）[0,0]⊂[0,1]⊂[0,2]⊂…⊂[0, ] なので明らかである。k

ⅱ）任意の  に対し、φが全単射であることから 任意の (  , )∈  に対し (  , 

) = φ( ) となる ∈  が存在する。また、  は有限部分集合なので、そのような 

 のなかで最大なものがある。それをつかえば ⅰ）が成り立つので ∈ ( ) とす

ることができる。

F m n F m

n k k N F

k F F k

（Ｐ．３８９　定理６．１）

① なぜ |  | >  > 0 となる  が存在するか。pn M M

すべての  で  ≠ 0 なので、|  |≠ 0 よって、そのような  が存在する。n an pn M

② | －  | < ε  を  |  | で割るとpm pn M pn

| … －1 | = | －1 | = | 
－

 | = 
|  |

| －  |
 < 

|  |

ε
 < 

ε
 = εan＋1 am pn

pm
pn

pm pn
pn

pm pn
pn

M

M

M

③ なぜ 
2

1
 < |  | < 

2

3
 となるのか。qn

qn

| |  |－|  | | < | －  | なのでa b a b

| |  |－1 | = | |  |－|－1| | qn qn

0           
2

1
             1            

2

3
= | |  |－1 | ≦ | －1 | < 

2

1
 qn qn

だからである。

 が複素数であることに注意したい。qn

④ | －1 | < ε → |  | | －1 | = | －  | < ε|  | 
qn

qm
qn qn

qm
qm qn qn

（Ｐ．３８９　例１）

  は連続関数なので、∀ε> 0 に対し、∃δ> 0 log t

| －1 | < δ → |   －  (1) | < εt log t log

とすることができる。

 が収束すれば、∀δ> 0 に対し、コーシーの収束条件より  が存在しÕ
n=0

∞

e
an n0

 > ≧   ならば  | …  －1 | < δ とすることができる。m n n0 e
an＋1e

an＋2 e
am

…  =  とおけばe
an＋1e

an＋2 e
am t
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-3 -2 -1 0 1 2 3

-2

-1

1

2
| ＋ ＋…＋  | < ε となる。an＋1 an＋2 am  =  y log x

よって、  はコーシーの収束条件をみたす。å
　

　

an

逆に | ＋ ＋…＋ －0 | < δ となるan＋1 an＋2 am

 が存在するので、  は  = 0 で連続だからn0 et t

-4 -2 0 2 4

-4

-2

2

4
∀ε> 0 に対し ∃δ> 0 、| －0 | < δt  = y ex

ならば、| －  | < ε とすることができる。つまりet e0

＋ ＋…＋  =  とすればan＋1 an＋2 am t

| …  －1 | < εe
an＋1e

an＋2 e
am

とすることができ、コーシーの収束条件をみたす。

（Ｐ．３８９　定理６．１系）

コーシーの条件から、任意のε> 0 に対し、ある  が存在し、  >  >  ならばn0 m n n0

つまり、 ＋1 >  >  ならば　| －1 | = | －1 | < ε とすることができるn n n0 pn

pn＋1
an＋1

からである。

（Ｐ．３８９　定理６．２　sn < pn について）

 = 0 のとき  =  < 1＋  =   よって、  <  と仮定し帰納法で証明する。n s0 a0 a0 p0 sn pn

 > 0 としてもかまわないので（もし、  = 0 ならば、  =  ,  = an＋１ an＋1 sn＋1 sn pn＋1 pn

なので除外して考えればよい。） ≧ 1 であるからpn

 = (1＋ ) = ＋  > ＋  =  となり、証明された。pn＋１ pn an＋1 pn an＋1pn sn an＋1 sn＋1

（Ｐ．３８９　定理６．３　三角不等式の使い方）

| 1＋  | ≦ | 1 |＋|  | をそれぞれに使う。an＋1 an＋1

（Ｐ．３９０　定理６．４）

  は収束するので、任意のε> 0 に対し、 ∈  が存在し、 ≧  となるすå
n=0

∞

Mn n0 N m n0

べての ∈  に対しm N

(6.6)            < ε    å
n>m

∞

Mn

となる。なぜならば、   は収束するので、任意のε> 0 に対し、 ∈  が存在å
n=0

∞

Mn n0 N
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し、 ≧  となるすべての ∈  に対し |  －   | < ε、   は正項m n0 m N å
n=0

∞

Mn å
n=0

m
Mn å

 

 

Mn

級数で単調増加するので、書き換えると（６．６）になる。したがって

(6.5)   || －  || = || (1＋ )－  || = ||  || ≦ pn pn－1 pn－1 an pn－1 pn－1an Mne
M

から、 ≧  のときm n0

 || －  || <  < ε å
n>m

∞

pn pn－1 å
n>m

∞

Mne
M eM

となり、  || －  || =  || －  || ＋  || －  ||å
n=1

∞

pn pn－1 å
n=1

m
pn pn－1 å

n>m

∞

pn pn－1

右辺の２番目の和が収束するので左辺が収束することがわかる。

また、関数項の級数

＋( － )＋( － )＋( － )＋…＋( － )＋…  は、  = －  とp0 p1 p0 p2 p1 p3 p2 pn pn－1 fn pn pn－1

したとき

= ＋   p0 å
n=1

∞

fn

となる。したがって、Ｐ．３０９定理１３．５（ワイヤストラスの  テスト）によってM

ⅰ） すべての ∈  で  ||  || <  　をみたしn N fn Mne
M

ⅱ）  は収束するので、   は一様収束する。å
n=1

∞

Mne
M å

n=1

∞

fn

以上のことから

＋( － )＋( － )＋( － )＋…＋( － )＋…  は一様収束する。p0 p1 p0 p2 p1 p3 p2 pn pn－1

そこで、この級数の第  部分和は  なので、関数列として見れば、関数列n pn

( )  が  上一様収束することになる。pn n∈N A

連続については、  が  上連続ならば 1＋  も連続であり、部分積  も連続an A an pn

である。よって、Ⅳ章 定理１３．３ から連続となる。

（Ｐ．３９１　例３）

 = σ＋  ( σ,  ∈  ) と置くとき、|  | = |  [  ( ) ×(σ＋ ) ] | s it t R ns exp log n it

= |  ×  | = |  | × 1 = だから、σ =   > 1 のときeσlog (n) eit log (n) eσlog (n) nσ Re s

 
1

 は する。（定理２．５）　そこで複素変数  の関数å
n=1

∞

ns
絶対収束 s
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ζ(  ) =  
1

 s å
n=1

∞

ns

が   > 1 で定義できる。これをリーマンのゼータ関数という。この関数を最初に

（実変数で）考えたのはオイラーで、彼は次のようにすべての素数  の上にわたる

無限積でζ(  ) が与えられることを示した。

Re s

p

s

（６．７）　オイラーの積公式　　　　ζ(  ) = ( 1 － 
1

 )    (   > 1 )　　　s Õ
p=素数

　

ps
－1 Re s

ここで、右辺の無限積は素数  を小さい方から大きさの順に並べて  = 2 ,  =p p1 p2

3 , … としたときの ( 1 － 
1

 )  であるとする。（実は因子の順序には積は関Õ
n=1

∞

pn
  s

－1

係しない。）

このとき、σ > 1 ならば  2 ≦   →  0 ≦ － 2   →   pσ
n pn

σ pn
σ≦2pn

σ－ 2 

  だから  = 2(pn
σ－ 1) pn

σ≦2(pn
σ－ 1)

 |  | = | ( 1 － 
1

 )  － 1 | = | 
 － 1

 － 1 | = | 
 － 1

 －  ＋ 1
 | an pn

  s
－1

p s
n

pn
 s

p s
n

p s
n p s

n

= | 
 － 1

1
 | =  

|  － 1 |

1
 ≦  

|  | － 1

1
 = 

  － 1

1
 ≦ 

2

p s
n p s

n p s
n

p σ
n pn

 σ

最後の不等号は

2
 ≦ － 1  →      

2
 ≧ 

  － 1

1
 だからである。

pσ
n

pn
σ

pn
 σ p σ

n

つまり、  |  | ≦  
2

 ≦ 2  
1

  ( σ > 1 )     となり、P369 定理２．５よりå
n=1

∞

an å
n=1

∞

pn
 σ å

n=1

∞

nσ

 は絶対収束し、定理６．２から　（６．７）の右辺は絶対収束する。å
　

　

an

ここで、　1 ＋ 
1

 ＋ 
1

 ＋ 
1

 ＋ 
1

 … という数列を考える。
psn p2s

n p3s
n p4s

n

 ≧ 2  なので、この数列は絶対収束（  が複素数に注意、また、  = 1 でもよい）pσ
n s s

する。　なぜならば、  項までの絶対値の部分和を  とすればm Sm

 = 1 ＋ 
|  |

1
 ＋ 

|  |

1
 ＋…＋ 

|  |

1
 Sm psn p2s

n p(m－1)s
n

= 1 ＋ 
 

1
 ＋ 

 

1
 ＋…＋ 

1
  ≦ 1＋

2

1
＋

2

1
＋···＋

2

1
 < 2 

pσ
n p2σ

n p(m－1)σ

n
2 m－1
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であり、両辺を  倍して、上の式から引くとpσ
n

 =  ＋ 1 ＋ 
1

 ＋ 
1

 ＋…＋ 
1

pσ
n Sm pσ

n pσ
n p2σ

n p(m－2)σ

n

( 1 －  ) = 
1

 － Sm pσ
n p(m－1)σ

n

pσ
n

  = 
1 － 

1
 － 

  →  
1 － 

－ 
 = 

 － 1

 
 = 

1 －
1

1
   ( →∞)  Sm pσ

n

p(m－1)σ

n

pn
σ

pn
σ

pn
σ

pn
σ

pn
σ

pn
σ

m

そして次の等式が得られる。

（６．８）　　　  

1 －
1

1
 =  ( 1 ＋ 

1
 ＋ 

1
 ＋ … )Õ

n=1

∞

pn
s

Õ
n=1

∞

psn p2s
n

ここで、（６．８）の右辺を展開することを考える。

  = σ > 1 であるから　  
1

 は絶対収束する。したがってそれらの積はRe s å
k=0

∞

pksn
Ｐ．３８６ 例３ により

( 
1

 )×( 
1

 )  å
k=0

∞

pksn
å
l=0

∞

plsm

= (1＋
1

＋
1

＋ ··· )(1＋
1

＋
1

＋ ··· ) = 
(  )

1

psn p2s
n psm p2s

m

å
k,l=0

∞

pknp
l
m

s

≠  のとき、右辺は絶対収束するので、P.３７４定理３．４系から、どのように項のn m

順序を変えても和は変わらないので、項の順序は大きさの順になっているとしても

よい。また、右辺の  は  と　  のみを素因数とするすべての自然数  ≧pknp
l
m pn pm n

 1 の上にわたる 
1

 の和となる。
ns

例えば、  = 2 ,  = 3 とすればp1 p3

( 2 3  )
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∞
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同じことを  個の積について考えると、P.３８５例３、定理３．４系を繰り返し使うこm

とにより
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となる。ここで右辺は ,…,  のみを素因数とするすべての自然数  ≧ 1 の上p1 pm n

にわたる 
1

 の和（素因数分解の一意性から重複はない）となる。このような自然
ns

数には  ≦  となるすべての自然数が含まれているから（  ≦  となる自然n pm n pm

数の集合を  とすると、1 ,  , … ,  ∈  である。また、  が合成数ならばA p1 pm A n

 より小さい素因数の積で表すことができるので  ∈  となる。）pm n A
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      (p1,…,pm のみを素因数とし、 n > pm である自然数 n)

が成り立つ。そこで、（６．１０）で →∞　つまり　  → ∞ で（６．７）を得る。m pm

オイラーの積公式は、リーマンのゼータ関数 ζ( ) が素数の分布に密接に関係しs

ていることを示す。例えば （６．１０） からオイラーは素数が無限にあること、さらに

強く素数の逆数が作る級数は発散することを示した。

まず素数が無限個あることを示す。

1
 は絶対収束するから   = σ > 1 に関係なく　（６．１０）は　  = 1 でも成å

k=0

∞

pkn
Re s s
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り立つ。

したがって、（６．１０）の左辺を ( ) =  
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1
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右辺は発散するが、 ( 1 ) は有限の値であり矛盾する。よって、素数が無限個あ

ることがわかる。次に、素数の逆数が作る級数の発散についてだが、

pr

（６．１１）　　　　　　 　
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p=素数
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は  = 1 のとき＋∞に発散する。したがって、逆数の第  因子までの部分積は,s m
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つまり、

（６．１２）　　　　  (1 － 
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 ) = 0　　となる。Õ
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したがって、
1

 が収束するとすれば、定理６．２より、 ( 1 ＋ 
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 (1 ＋ | － 
1

 | )　= ( 1 ＋ 
1

 ) Õ
p=素数

　

p
Õ

p=素数

　

p

なので、定理６．３から、  (1 － 
1

 )　も収束する。つまり、0 でない値に収束Õ
p=素数

　

p

するはずであるが、これは、（６．１２）に反する。

（参考　Ｗｉｋｉｐｅｄｉａ－オイラー積）
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ここで両辺に最小の素数２の (－ ) 乗 
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となり、上の式から引くと
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となり、再びすぐ上の式から引くと
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以上同様にして次々と素数の (－ ) 乗をかけて前の式から引いていくという操作s

を続けると右辺の 
1

1
 以外の項は（素因数分解の一意性によって）消えるので
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したがって、ゼータ関数は以下の形で表現される。
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この方法は昔中学校で習った、エラトステネスのふるいと原理は同じである。

これで第Ⅰ巻は終わった。
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