
（Ｐ．２４９　定理７．１の証明の補足）

( ) ≦  (  , )  = ( )å
m∈k(Δ'')

 

mkv Km å
m∈k(Δ'')

 ó
õKm

 
f x y dy F x

各  から 点 ξ  を選び、上の不等式で  = ξ  とすればJl l x l

( ) ≦  (ξ  , )  = (ξ )å
m∈k(Δ'')

 

mkv Km å
m∈k(Δ'')

 ó
õKm

 
f l y dy F l

が成り立つ。また、それらに ( ) を掛けて  ∈ (Δ') について総和すればv Jl l K

( ) ( ) ≦ (ξ ) ( ) = (  ; Δ' ; ξ)å
l∈K(Δ') , m∈k(Δ'')

 

mkv Km v Jl å
l∈K(Δ')

 

F l v Jl s F

( ) ≦ (ξ ) ( ) = (  ; Δ' ; ξ)å
k∈K(Δ)

 

mkv Ik å
l∈K(Δ')

 

F l v Jl s F

(  ) ≦ (  ; Δ' ; ξ )sΔ f s F

同様にして、  の任意の分割 Δ = Δ'×Δ"に対して次の（７．６）がいえる。I

（７．６）　　　　　 (  ) ≦ (  ; Δ' ; ξ ) ≦ (  ) sΔ f s F SΔ f

ここでは、Δ は Δ'と Δ"から作られたと解釈した方がよい。なぜそのようにできる

のかは、  が  で可積分であるからである。　あくまで、この証明の目標は、 ( ) =

 ( , )  が  上可積分であることを示すことである。

f I F x

ó
õK

 
f x y dy J

つまり、任意の ε > 0 に対し、 (Δ') < 
2

δ
 となる  の任意の分割 Δ' を選ぶ。d J

このとき、 (Δ") < 
2

δ
 となるような  の分割 Δ" を一つ取れば、Δ = Δ'×Δ"d K

となる  の分割 Δ を作ることができる。しかも                                                  

(Δ) ≦ (Δ') ＋ (Δ")  < 
2

δ
 < δ だから (7.6) から

I

d d 2 d 2

| (  ; Δ' ; ξ )－   | ≦ | (  ; Δ' ; ξ )－  |＋| －   | s F ó
õI

 
f s F sΔ sΔ

ó
õI

 
f

≦ | －  |＋| －   |SΔ sΔ sΔ
ó
õI

 
f

= | －  － ＋   |＋| －   |SΔ
ó
õI

 
f sΔ

ó
õI

 
f sΔ

ó
õI

 
f

≦ | －   | ＋| －   |＋| －   |SΔ
ó
õI

 
f sΔ

ó
õI

 
f sΔ

ó
õI

 
f

= | －   | ＋2| －   | < εSΔ
ó
õI

 
f sΔ

ó
õI

 
f
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（Ｐ．２５３　例４）

（平均値の定理）

 <  とする。  :  = [  ,  ] →  が、  で連続、(  ,  ) で微分可能ならばa b f I a b R I a b

( )－ ( ) = '( )( － )f b f a f c b a

をみたす  ∈ (  ,  ) が存在する。c a b

Ⅳ章§３問題４）

 = [  ,  ] で ( ) が微分可能で、 ( ) = '( ) は有界とするとき、  の任意の分

割 Δ に対して

I a b F x f x F x I

(  ) ≦ ( )－ ( ) ≦ (  )sΔ f F b F a SΔ f

が成り立つことを示せ。また、特に  が  上可積分ならば、これからf I

  = ( )－ ( )ó
õI

 
f F b f a

となることを証明せよ。

（証明）  の任意の分割I

Δ :  =  <  < … <  =  a x0 x1 xn b

に対して、平均値の定理により、

( )－ ( ) = (ξ )( － )   ( 1 ≦  ≦  )F xk F xk－1 f k xk xk－1 k n

をみたす ξ  ∈ (  ,  ) が存在する。小区間  における  の上限、下限をk xk－1 xk Ik f

 ,  とすればMk mk

 ≦ (ξ ) ≦ 　　　　　　mk f k Mk

が成り立つ。この不等式に (  ) = ( －  ) ,  ∈ (Δ) をかければ v Ik xk xk－1 k K

( －  ) ≦ (ξ )( －  ) ≦ ( －  )mk xk xk－1 f k xk xk－1 Mk xk xk－1

この式を  ∈ ( 1 ≦  ≦  ) について総和すればk k n

 ≦ (ξ )( －  ) ≦  sΔ å
k=1

n
f k xk xk－1 SΔ

ここで、

(ξ )( －  )= { ( )－ ( ) }å
k=1

n
f k xk xk－1 å

k=1

n
F xk F xk－1

                                                                                                                             =  (  )－ ( )＋ ( )－ ( )＋…＋ ( )－ ( ) = ( )－ ( )F b F xn－1 F xn－1 F xn－2 F x1 F a F b F a

よって

 ≦ ( )－ ( ) ≦ 　　　　　sΔ F b F a SΔ
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を得る。この不等式は、Δ に無関係な一定値 ( )－ ( ) なので、  が  上可積

分ならば、ダルブーの定理から、   = ( )－ ( ) となる。 

F b F a f I

ó
õI

 
f F b F a

Ⅳ章§３問題５）

 = [  , ]×[  ,  ] で定義された実数値関数 ( , ) に対し、偏導関数 ( , ) 

= 
∂ ∂

∂ ( , )
 が  で存在して有界であるとする。このとき、  の任意の分割 Δ に

対する  の不足和、過剰和  = (  ) ,  = (  ) は 

I a b c d F x y f x y

x y

2F x y
I I

f sΔ sΔ f SΔ SΔ f

 ≦ (  ,  )－ (  ,  )－ (  ,  )＋ (  ,  ) ≦ sΔ F b d F b c F a d F a c SΔ

をみたすことを証明せよ。したがって、  が可積分のとき、                                  

 ( , )  = (  ,  )－ (  ,  )－ (  ,  )＋ (  ,  ) となる。

f

ó
õ
ó
õI

 
f x y dxdy F b d F b c F a d F a c

（証明）  の任意の分割 Δ を

Δ' :  =  <  < … <  =  

Δ" :  =  <  < … <  = 

I

a x0 x1 xn b

c y0 y1 ym d

Δ = Δ'×Δ" とする。小区間  = [  ,  ]×[  ,  ]  (  = (  ,  ) ∈ (

Δ) = (Δ')× (Δ") ) 上での ( , ) の上限、下限を  ,  とする。

Ik xi xi－1 yj yj－1 k i j K

K K F x y Mk mk

∂ ∂

∂ ( , )
 が  で存在するので、平均値の定理により

x y

2F x y
I

(  ,  )－ (  ,  )－ (  ,  )＋ (  ,  ) F xi yj F xi－1 yj F xi yj－1 F xi－1 yj－1

= (  ,  )－ (  ,  )－{ (  ,  )－ (  ,  ) } F xi yj F xi yj－1 F xi－1 yj F xi－1 yj－1

= 
∂

∂{ (  , η  )－ (  , η  ) }
( －  )

y

F xi j F xi－1 j
yj yj－1

= 
∂

∂{ 
∂

∂ (ξ  , η  )
( －  ) }

( －  )
y

x

F i j
xi xi－1

yj yj－1

= 
∂ ∂

∂ (ξ  , η  )
( －  )( －  )

x y

2F i j
xi xi－1 yj yj－1

= (ξ  , η  )( －  )( －  )f i j xi xi－1 yj yj－1
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をみたす ξ ∈(  ,  ) , η ∈(  ,  ) が存在する。i xi－1 xi j yj－1 yj

 ≦ (ξ  , η  ) ≦mk f i j Mk

( －  )( －  ) ≦ (ξ  , η  )( －  )( －  )                      

≦ ( －  )( －  )  …  ①

mk xi xi－1 yj yj－1 f i j xi xi－1 yj yj－1

Mk xi xi－1 yj yj－1

( －  )( －  ) = (  ) であることに注意したい。xi xi－1 yj yj－1 v Ik

( －  )( －  ) =  (  )å
j =1

m

å
i=1

n
xi xi－1 yj yj－1 å

k∈K(Δ)

 

v Ik

①の不等式の両端は、それぞれ　  ,  となる。sΔ SΔ

(  ; Δ ; (ξ,η) ) =  (ξ  , η  )( －  )( －  ) s f å
j =1

m

å
i=1

n
f i j xi xi－1 yj yj－1

= { (  ,  )－ (  ,  )－ (  ,  )＋ (  ,  ) }å
j =1

m

å
i=1

n
F xi yj F xi－1 yj F xi yj－1 F xi－1 yj－1

= { (  ,  )－ (  ,  )－ (  ,  )＋ (  ,  ) å
j =1

m
F x1 yj F a yj F x1 yj－1 F a yj－1

＋ (  ,  )－ (  ,  )－ (  ,  )＋ (  ,  ) F x2 yj F x1 yj F x2 yj－1 F x1 yj－1

＋ (  ,  )－ (  ,  )－ (  ,  )＋ (  ,  ) F x3 yj F x2 yj F x3 yj－1 F x2 yj－1

⋮
＋ (  ,  )－ (  ,  )－ (  ,  )＋ (  ,  ) F xn－1 yj F xn－2 yj F xn－1 yj－1 F xn－2 yj－1

＋ (  ,  )－ (  ,  )－ (  ,  )＋ (  ,  ) }F b yj F xn－1 yj F b yj－1 F xn－1 yj－1

= { (  ,  )－ (  ,  )－ (  ,  )＋ (  ,  ) }å
j =1

m
F b yj F b yj－1 F a yj F a yj－1

= (  ,  )－ (  ,  )－ (  ,  )＋ (  ,  )F b y1 F b c F a y1 F a c

＋ (  ,  )－ (  ,  )－ (  ,  )＋ (  ,  )F b y2 F b y1 F a y2 F a y1

＋ (  ,  )－ (  ,  )－ (  ,  )＋ (  ,  )F b y3 F b y2 F a y3 F a y2

⋮
＋ (  ,  )－ (  ,  )－ (  ,  )＋ (  ,  )F b ym－1 F b ym－2 F a ym－1 F a ym－2

＋ (  ,  )－ (  ,  )－ (  ,  )＋ (  ,  )F b d F b ym－1 F a d F a ym－1

= (  ,  )－ (  ,  )－ (  ,  )＋ (  ,  )F b d F a d F b c F a c

 ≦ (  ,  )－ (  ,  )－ (  ,  )＋ (  ,  ) ≦   … ②sΔ F b d F a d F b c F a c SΔ
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が成り立つ。

よって、②より、問題４）と同様に、 (  , ) = 
∂ ∂

∂ ( , )
 が  で可積分であればf x y

x y

2F x y
I

 ( , )  = (  ,  )－ (  ,  )－ (  ,  )＋ (  ,  ) となる。ó
õ
ó
õI

 
f x y dxdy F b d F b c F a d F a c

しかし、これを  変数関数に拡張することは、私には容易とは思えない。n

（Ｐ．２５４　定義１について）

定義１　  の有界部分集合  上の  に対して、 ⊂  となるRn A 有界な実数値関数 f A I

有界閉区間  を一つ取る。そして、関数  :  →  をI f ※ Rn R

（８．１）　　　　　　　 ( ) = 
  ( )  ,   ∈ 
    0   ,   ∉ 

f ※ x f x x A
x A

によって定義する。

といい

関数 f ※ が I 上可積分であるとき、 f は A 上可積分であ

る

（８．２）　　　　　　　　　   =   　ó
õA

 
f ó

õI

 
f ※

によって、  の  上の積分   を定義する。f A ó
õA

 
f

次に、定義関数 χ  :  →  もまた  で定義されている。A Rn R I

χ  = 
 1  ,   ∈ 
 0  ,   ∉ A

x A
x A

である。よって、　（８．５）　 ( ) = ( )χ ( )  となる。f ※ x f ※ x A x

さて、  上の積分を  上の積分に置き換えたことになるが、では実際 χ  を作れA I A

と言われたら、こんな都合の良い関数ができるわけがない。つまり、後に続く定理

の証明のためにあるとしかいえない。

（Ｐ．２５６　例３　カントールの三進集合）

⊃ ⊃…⊃ ⊃A1 A2 An C 10

A1 は長さ 
3

1
 の区間An n

A22  個の直和である。n

⋮
 ⊂  ⊂  なので、0 ≦ χ  ≦ χ   (  ∈  ) という関係がある。C An I C An

x I

0 ≦  χ  ≦  χ  ≦  χ  = (  ) = (
3

2
)  → 0  (  → ∞ )ó

õI

 

－
C

ó
õI

 
－

C
ó
õI

 
－

An
v An

n n

となり、  は体積確定で、 ( ) = (χ ) = (χ ) = 0 となる。C v C s C S C
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（Ｐ．２５７　命題８．２　３））

1)  が  上可積分ならば、  を含む有界閉区間  上で  が可積分であるのf A A I f ※

で  = χ  は  上可積分である。逆に、 χ  が  で可積分ならば、  f ※ f ※
A I f ※

A I f ※

は  上可積分であり、  は  上可積分となる。I f A

2)  が体積確定ならば、  上で定数 1 が可積分なので  を含む有界閉区間  

上で 1  が可積分である。1  = χ  なので、χ  は  上で可積分となる。

B B B I

 ※  ※
B B I

3)  ⊃  で  が  上 0 に等しければ、  = (  | －  )A B f B f ※ f A B ※

なぜなら、 －  ⊂  ⊂  となる有界閉区間  をとると、∀  ∈  に対し、A B A I I x I

(  | －  ) ( ) = 
 (  | －  )( )   ,  ∈ －
  0                   ,   ∉  －

     =  
 ( ) ,  ∈ －
   0   ,   ∉  －

 f A B ※ x f A B x x A B
x A B

f x x A B
x A B

( ) = 
 ( ) ,  ∈ 
   0   ,   ∉  

  =  
 ( )       ,  ∈ －
 ( ) = 0  ,  ∈ 
 0           ,   ∉  

 = 
 ( ) ,  ∈ －
   0   ,   ∉  －

 f ※ x f x x A
x A

f x x A B
f x x B

x A

f x x A B
x A B

A
 ∈  または  ∉  のとき ( ) = 0x B x A f x

－A B Bなので、  ∉ －  のとき ( ) = 0 となる。x A B f x

したがって、 ( ) = (  | －  ) ( )f ※ x f A B ※ x

 (  | －  )( ) =  (  | －  ) ( ) =    ( ) =    ( )　ó
õA－B

　
f A B x ó

õI

　
f A B ※ x ó

õI

　
f ※ x ó

õA

　
f x

（Ｐ．２５７　定理８．３）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

 ⊃  となる有界閉区間  をとる。 ＋  も有界閉区間であり、 ＋  ⊃ ＋

３）（平行移動不変性）　

I A I I c I c A c

である。仮定より、  は ＋  上可積分なので、定理２．４からf A c

  =   =  ∘    ó
õA＋c

 
f ó

õI＋c

 
f ※ ó

õI

 
f ※ Tc

ここで  ( ) = 
 ( ) ,  ∈ ＋
 0     ,   ∉ ＋

  である。よってf ※ x f x x A c
x A c

∘  = 
 ∘ ( ) , ( ) ∈ ＋

 0          , ( )  ∉ ＋
 = 

 ∘ ( ) , ＋  ∈ ＋

 0          , ＋   ∉ ＋
f ※ Tc

f Tc x Tc x A c
Tc x A c

f Tc x x c A c

x c A c

= 
 ∘ ( ) ,  ∈ 

 0          ,   ∉  
  = ( ∘  ) ( )

f Tc x x A

x A
f Tc

※ x
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したがって                                                                                                  

  =   =  ∘  =  ( ∘  )  =  ∘ó
õA＋c

 
f ó

õI＋c

 
f ※ ó

õI

 
f ※ Tc

ó
õI

 
f Tc

※ ó
õA

 
f Tc

 また、  ⊃  となる有界閉区間  をとる。χ ∘  = χ   ( ∀  ∈  ) である。I A I A＋c Tc A x I

χ ( ) = 
 1 ,  ∈ 
0 ,  ∉ A x

x A
x A

χ ∘ ( ) = χ ( ＋ ) = 
 1 ,  ∈ 
 0 ,  ∉ A＋c Tc x A＋c x c x A

x A

( ) = χ  =  χ ∘  =  χ  である。 ＋  は ＋  を含む有界閉v A ó
õI

 

A
ó
õI

 

A＋c Tc
ó
õI＋c

 

A＋c I c A c

区間であり、 ＋  を含む他の有界閉区間 ' をとっても、命題８．１から、A c I

( ＋ ) =  χ  =  χ  であり、 ( ＋ ) = ( ) となる。v A c ó
õI'

 

A＋c
ó
õI＋c

 

A＋c v A c v A

４）（三角不等式）

|  |  = 
 | ( ) | ,  ∈ 
 0        ,   ∉  

 f ※ f x x A
x A

 = 
 ( ) ,  ∈ 
  0    ,   ∉  

        よって、        |  |= 
 | ( ) | ,  ∈ 
  0       ,   ∉  

　f ※ f x x A
x A

f ※ f x x A
x A

混乱しやすいが、 |  |  = |  | である。したがって、定理３．５から  f ※ f ※

|   | = |   | ≦  |  | =  |  |  =  |  | ó
õA

 
f ó

õI

 
f ※ ó

õI

 
f ※ ó

õI

 
f ※ ó

õA

 
f

６）（第一平均値定理）

 ⊂  となる有界閉区間をとる。  が  で有界可積分関数であれば、  におけ

る値の上限 、下限  が存在する。このとき、任意の  に対して、

A I f A I

M m x

 ≦ ( ) ≦ 　　　m f x M

だから、積分の単調性２）より

  · χ  ≦   =   ≦   · χó
õI

 
m A

ó
õI

 
f ※ ó

õA

 
f ó

õI

 
M A

 · ( ) ≦   =   ≦  · ( )m v A ó
õI

 
f ※ ó

õA

 
f M v A

よって、 ( ) > 0 なので、μ = 
( )

1
  とすれば、  ≦ μ ≦  とすることがv A

v A
ó
õA

 
f m M

できる。
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（Ｐ．２５８　定理８．５）

χ  = χ ＋χ －χ   について、A∪B A B A∩B

 ∈ ∪  ならば次の３つのいずれかである。x A B

① (  ∈  ,  ∉  ,  ∉ ∩  )x A x B x A B
A B

χ ＋χ －χ  = 1＋0－0 = 1A B A∩B

①　  ③ ②
② (  ∈  ,  ∉  ,  ∉ ∩  )x B x A x A B

χ ＋χ －χ  = 0＋1－0 = 1A B A∩B

③ (  ∈ ∩  )x A B

χ ＋χ －χ  = 1＋1－1 = 1A B A∩B

 ∉ ∪  →  ∉  ,   なので   ∉ ∩  である。したがってx A B x A B x A B

χ ＋χ －χ  = 0＋0－0 = 0A B A∩B

よって、 χ ＋χ －χ  = χ   となる。積分の線型性（定理２．１）よりA B A∩B A∪B

  · χ  =   · ( χ ＋χ －χ  )ó
õI

　
f ※

A∪B
ó
õI

　
f ※

A B A∩B

=   · χ ＋   · χ －   · χó
õI

　
f ※

A
ó
õI

　
f ※

B
ó
õI

　
f ※

A∩B

命題８．４から

  =   · χ  =   · χ ＋   · χ   =  ＋  ó
õA∪B

　
f ó

õI

　
f ※

A∪B
ó
õI

　
f ※

A
ó
õI

　
f ※

B
ó
õA

　
f ó
õB

　
f

を得る。

（Ｐ．２５９　定理８．６）

－  の定義関数が χ －χ  についてはA B A A∩B

－  = －( ∩ ) なので  ∈ －  ならば  ∈   かつ   ∉ ∩  であるか

ら、χ －χ  = 1－0 = 1

A B A A B x A B x A x A B

A A∩B

 ∉ －  = ∩  ならば  ∈ ( ∩ )  = ∪  なので  ∉  または  ∈ x A B A Bc x A Bc c Ac B x A x B

であるから、  ∉  ならば当然  ∉ ∩  なので χ －χ  = 0－0 = 0x A x A B A A∩B

 ∈  ならば  ∈ ∩  と  ∉ ∩  の可能性がある。x B x A B x A B

 ∈ ∩  ならば  ∈  なので χ －χ  = 1－1 = 0x A B x A A A∩B

 ∉ ∩  ならば  ∈  なので  ∉  であり χ －χ  = 0－0 = 0x A B x B x A A A∩B

よって、  ∉ －  ならば χ －χ  = 0x A B A A∩B
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（８．１１）　　 ( ∪  ) =  (  )－  ( ∪ ∩  ) についてv
i=1

m

Ai å
i=1

m
v Ai å

i=1

m－1

v
k=1

i

Ak Ai＋1

わかりにくいので図にしてみると

(  = 2)m
( )＋ ( ) = ( ∪ )－ ( ∩ )v A1 v A2 v A1 A2 v A1 A2

(  = 3)m
A2A1

( )＋ ( )＋ ( )v A1 v A2 v A3

= ( ∪ ∪ )－ ( ∩ )－ { ( ∪ )∩ ) }v A1 A2 A3 v A1 A2 v A1 A2 A3

= ( ∪  )－  ( ∪ ∩  )v
i=1

3

Ai å
i=1

2
v

k=1

i

Ak Ai＋1

A3

(  = 4)mA2A1
( )＋ ( )＋ ( )＋ ( )v A1 v A2 v A3 v A4

= ( ∪ ∪ ∪ )－ ( ∩ )－ { ( ∪ )∩ ) }v A1 A2 A3 A4 v A1 A2 v A1 A2 A3

－ { ( ∪ ∪ )∩  }v A1 A2 A3 A4

A4

= ( ∪  )－  ( ∪ ∩  )v
i=1

4

Ai å
i=1

3
v

k=1

i

Ak Ai＋1

A3
(  = 5 )m

( )＋ ( )＋ ( )＋ ( )＋ ( ) = ( ∪ ∪ ∪ ∪ )－ ( ∩ )－ { ( ∪

)∩ ) }－ { ( ∪ ∪ )∩  }－ { ( ∪ ∪ ∪ )∩  }

v A1 v A2 v A3 v A4 v A5 v A1 A2 A3 A4 A5 v A1 A2 v A1 A2

A3 v A1 A2 A3 A4 v A1 A2 A3 A4 A5

= ( ∪  )－  ( ∪ ∩  )v
i=1

5

Ai å
i=1

4
v

k=1

i

Ak Ai＋1

 についての数学的帰納法による証明であるが、  = 1 のときは自明である。m m

 > 2 とし、 －1 のとき （８．１１） が成り立つと仮定する。m m

このとき、  = ∪  ,  =  として、（８．９）を用いる。A
i=1

m－1

Ai B Am

( ∪  )＋ ( ∩  ) = ( )＋ ( )   なのでv A B v A B v A v B

( ∪ ∪  )＋ ( ∪ ∩  ) = ( ∪  )＋ (  )v
i=1

m－1

Ai Am v
i=1

m－1

Ai Am v
i=1

m－1

Ai v Am

帰納法の仮定から右辺は

( ∪ ∪  )＋ ( ∪ ∩  ) =  (  )－  ( ∪ ∩  )＋ (  )  

                        

v
i=1

m－1

Ai Am v
i=1

m－1

Ai Am å
i=1

m－1

v Ai å
i=1

m－2

v
k=1

i

Ak Ai＋1 v Am

( ∪  )＋ ( ∪ ∩  ) =  (  )－  ( ∪ ∩  )v
i=1

m

Ai v
i=1

m－1

Ai Am å
i=1

m
v Ai å

i=1

m－2

v
k=1

i

Ak Ai＋1
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( ∪  ) =  (  )－  ( ∪ ∩  )－ ( ∪ ∩  )v
i=1

m

Ai å
i=1

m
v Ai å

i=1

m－2

v
k=1

i

Ak Ai＋1 v
i=1

m－1

Ai Am

ここで

 ( ∪ ∩  ) =  ( ( ∪ ∪…∪  )∩  ) å
i=1

m－1

v
k=1

i

Ak Ai＋1 å
i=1

m－1

v A1 A2 Ai Ai＋1

= ( ∪  )＋ ( ( ∪  )∩  )＋…＋ ( ( ∪ ∪…∪  )∩  )v A1 A2 v A1 A2 A3 v A1 A2 Am－1 Am

= ( ∪  )＋…＋ ( ( ∪…∪  )∩  )＋ ( ∪ ∩  )v A1 A2 v A1 Am－2 Am－1 v
i=1

m－1

Ai Am

=  ( ∪ ∩  )＋ ( ∪ ∩  )å
i=1

m－2

v
k=1

i

Ak Ai＋1 v
i=1

m－1

Ai Am

よって、（８．１１）を得る。また、集合の分配法則から他のことがいえる。

( ∪ ∪…∪  )∩  = ( ∩ )∪( ∩ )∪…∪( ∩ )A1 A2 Am－1 Am A1 Am A2 Am Am－1 Am

（Ｐ．２６０　定理８．６　系２）

体積確定の有界集合  ,  = { ∈  | ( ) ≠ ( ) } は体積 0 である。命題８．４

から、有界関数は体積 0 の集合上で可積分なので、  上で  ,  は可積分であ

る。そこで、 ( －  )∪  =  , ( ( －  )∩  ) = 0 から、定理８．５　２）より  が

A B x A f x g x

B f g

A B B A v A B B f

 上可積分ならば、 －  ,  はそれぞれ体積確定なので、  は －  上で可積A A B B f A B

分となる。また、逆については、定理８．５　１）からわかる。 －  上では、  =  な

ので、  ,  が －  上で可積分となることは同値である。したがって、  が  上

A B f g

f g A B g A

で可積分となることとも同値となる。

定理８．６から  ,  が体積確定ならば －  は体積確定である。よって（確認） A B A B

( －  )∩  も体積確定である。( －  )∩  ⊂  なので、定理８．３の２）からA B B A B B B

( ( －  )∩  ) ≦ ( ) = 0 , もしくは ( ( －  )∩  ) = (∅) = 0 　v A B B v B v A B B v

（Ｐ．２６２　命題９．１）

 　　  (  ) = (χ ) < ε   について 　a）→b） å
k=1

m
v Ik SΔ A

 ⊂  となる有界閉区間  をとり、  の分割を Δ とした場合とする。χ  は  上可A I I I A I

積分で、  χ  = (  ) = 0 なので、任意の ε> 0 に対し、十分 (Δ) を小さくとó
õI

 

A v A d

れば、 (χ ) =  (  ) < ε が成り立つ。SΔ A å
k∈K(Δ)

 

Mkv Ik

ここで、  ( ∈ (Δ) )のうちで ∩  ≠ ∅ となるものを、  , … ,  とする。 Ik k K Ik A I1 Im
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このとき、  = ∩  = ∪ ( ∩  ) ⊂ ∪     ( 他の ∩  = ∅ )　であるからA A I
k∈K(Δ)

A Ik
k=1

m

Ik Ik A

(χ ) =  (  ) =  (  ) < ε　となる。SΔ A å
k∈K(Δ)

 

Mkv Ik å
k=1

m
v Ik

なぜなら、  は  での χ  の上限であるが、 ∩  ≠ ∅ ならば、  = 1 でありMk Ik A Ik A Mk

∩  = ∅ ならば、  = 0 だからである。Ik A Mk

　  = 2 であれば b）→c） n Ik
(  ) = 2  (  )v Jk

2 v Ik

一般には、 (  ) = 2  (  ) v Jk
n v Ik

Jk

　  , … ,  は有界閉区間であるので体積確定である。よって、∪  もb）→a） I1 Im
k=1

m

Ik

体積確定である。  ⊂ ∪  ⊂  に対し、 χ  ≦  χ  なので、命題３．１, ５）A
k=1

m

Ik I A å
k=1

m

Ik

によって

0 ≦  χ  ≦ (χ ) =  χ  ≦  χ  =  (  ) < εó
õI

 

A S A

___
ó
õI

 

A

___
ó
õI

 
å
k=1

m

Ik
å
k=1

m
v Ik

εは任意なので、0 ≦  χ  ≦ (χ ) =  χ  = 0 ó
õI

 

A S A

___
ó
õI

 

A

ここで、注意したいことは、  が体積確定であるかわからないので上積分を使っA

たのである。

（Ｐ．２６３　注意１　ルベーグ外測度）

 の部分集合  に対し、  ⊂ ∪  となる の有限閉区間の列 ( )Rn A A
m∈N

Im  す べ て Im m∈N

に対する ( ) の値の を、  のルベーグ外測度といい、 ( ) と記す。å
m=0

∞

v Im  下 限 A
__
m A

「零集合とは外測度 ( ) = 0 となる集合  のことに他ならない。」について、
__
m A A

 が零集合ならば、任意の ε> 0 に対し、  ⊂ ∪   ,  (  ) < ε となるA A
m∈N

Im å
m=0

∞

v Im

(  )  が存在する。よって、その下限である ( ) < ε なので、 ( ) = 0 であIm m∈N

__
m A

__
m A

る。また、逆に、 ( ) = 0 ならば、 ( ) は下限なのでⅠ章命題１．３から、任意の
__
m A

__
m A

ε> 0 に対し  (  ) < ε となる (  )  が存在することになる。å
m=0

∞

v Im Im m∈N

（Ｐ．２６４　命題９．２　２）の証明について）

 (  ) =  (  ) < ε とあるが、最初の等号については明らかなことでå
k=0

∞

v Jk å
m=0

∞

å
n=0

∞

v Im,n
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はない。 Ｐ．３８４命題５．２を参照してもらいたい。二重級数だからである。し

かし、その次の不等号については確かである。

 (  ) = (  )＋ (  )＋ (  )＋… < 
2

ε
å
n=0

∞

v Im,n v Im,0 v Im,1 v Im,2 m＋1

 (  ) < 
2

ε
＋

2

ε
＋

2

ε
＋… = ε( 

2

1
＋

2

1
＋

2

1
＋… ) = ε×1 = εå

m=0

∞

å
n=0

∞

v Im,n 1 2 3 1 2 3

Ｐ．３８４命題５．２を使えば、  (  ) =  (  ) < ε が証明できる。å
k=0

∞

v Jk å
m=0

∞

å
n=0

∞

v Im,n

（Ｐ．２６４　定義２）

(  ,  ) =  ( )－  ( ) =  | ( )－ ( ) |a f B sup
x∈B

f x inf
x∈B

f x sup
y,z∈B

f y f z

なぜなら、右図か
 ( )inf

x∈B
f x ( )f z ( )f y  ( )sup

x∈B
f x

らもわかるように

任意の  ,  ∈  に対し  | ( )－ ( ) | ≦  ( )－  ( ) である。y z B f z f y sup
x∈B

f x inf
x∈B

f x

よって、　  ( )－  ( ) ≧  | ( )－ ( ) |　　…　①　sup
x∈B

f x inf
x∈B

f x sup
y,z∈B

f y f z

次に、任意の ε> 0 に対し、上限、下限の定義から、

 ( )－
2

ε
 < ( ) 　となる  ( ) , (  ∈  ) が存在する。またsup

x∈B
f x f a f a a B

 ( )＋
2

ε
 > ( )    となる　 ( ) , (  ∈  ) が存在する。この不等式を移項しinf

x∈B
f x f b f b b B

加えると、　－  ( )－
2

ε
 < － ( ) 　なのでinf

x∈B
f x f b

 ( )－  ( )－ε < ( )－ ( )  sup
x∈B

f x inf
x∈B

f x f a f b

すなわち、任意の ε> 0 に対し、  ( )－  ( )－ε < ( )－ ( )　となるsup
x∈B

f x inf
x∈B

f x f a f b

( )－ ( ) , (  ,  ∈  ) が存在する。f a f b a b B

( )－ ( ) ≦  | ( )－ ( ) | なので、f a f b sup
y,z∈B

f y f z

 ( )－  ( )－ε <  | ( )－ ( ) | 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

つまり、①から 0 ≦ であり、次の不等式を得る。

sup
x∈B

f x inf
x∈B

f x sup
y,z∈B

f y f z

0 ≦  ( )－  ( )－  | ( )－ ( ) | < εsup
        　x∈B

f x inf
x∈B

f x sup
y,z∈B

f y f z
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εは任意だったので、   ( )－  ( ) =  | ( )－ ( ) |  となる。sup
x∈B

f x inf
x∈B

f x sup
y,z∈B

f y f z

（Ｐ．２６５　命題９．３）

　については、 (  , (  , δ)∩A ) =  | ( )－ ( ) |　≧ 0 に注意１） a f U x sup
y,z∈U(x,δ)∩A

f y f z

　  ∈ (  , δ)∩   ならば２） xm U x A

 ∈ (  , δ)  かつ　  ∈ xm U x xm A
δ'

δ

xm(  , δ)  は開集合なので、ある 0 < δ' < δU x

xがあって、 (  , δ') ⊂ (  , δ) とすU xm U x

ることができる。よって、δの単調増加関数なので

 ∈ (  , δ')∩  ⊂ (  , δ)∩  でありxm U xm A U x A

(  ,  ) = lim   | ( )－ ( ) | ≦  | ( )－ ( ) | a f xm δ'→＋0
sup

y,z∈U(xm,δ')∩A
f y f z sup

y,z∈U(xm,δ')∩A
f y f z

≦  | ( )－ ( ) | = (  , (  , δ)∩A ) < εsup
y,z∈U(x,δ)∩A

f y f z a f U x

つまり、矛盾する。（例えば、δ' < δ－| －  | としておけばよい。）xm x

（Ｐ．２６５　準備） A
　　　z（９．１）　　| (  ,  )－ (  ,  ) | ≦ | －  |　d x A d y A x y

d( x , A )→任意の  ∈  に対しz A
(  ,  )→d y A

x y(  ,  ) ≦ (  ,  ) ≦ | －  |＋| －  |d x A d x z x y y z

 ∈  についての下限を取るとz A

(  ,  ) ≦  | －  |＋ (  ,  )  を得る。  と  の立場を入れ替えても不等式d x A x y d y A x y

は成り立つので、 (  ,  ) ≦  | －  |＋ (  ,  ) となる。 よってd y A x y d x A

(  ,  )－ (  ,  ) ≦ | －  |d x A d y A x y

(  ,  )－ (  ,  ) ≦ | －  |d y A d x A x y

したがって、　| (  ,  )－ (  ,  ) | ≦ | －  |d x A d y A x y

次に、 ( ) = (  ,  ) が連続関数であることを示す。f x d x A

任意の ε> 0 に対し、δ= εとして取れば、| －  | < δ となるすべての  に対

し、| (  ,  )－ (  ,  ) | ≦ | －  | < ε とすることができる。 

x y y

d x A d y A x y

よって、 (  ,  ) は  で連続である。d x A x
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（９．２）  ∉   ⇔  (  , ) > 0x
___
A d x A

⇒ (  , ) = 0 ならば 任意の  ≧ 1 に対し (  , ) < 
1

 となる  の点列 d x A n d x zn n
A

( )  が存在することについては、 (  , ) =  | － | なのでⅠ章命題１．３zn n≧1 d x A inf
z∈A

x z

から、下限なのでその存在がわかる。

（９．３）  ( 1≦ ≦  ) が連続　⇒　 ( ) =  { ( ) , … , ( ) } も連続fi i m f x Max f1 x fm x

における証明で、  {  ,  } = 
2

＋ ＋| －  |
 についてMax a b

a b a b

 >  ならば、  {  ,  } =        ,  
2

＋ ＋| －  |
 = 

2

＋ ＋ －
 = a b Max a b a

a b a b a b a b
a

 =  ならば、  {  ,  } =  =   ,  
2

＋ ＋| －  |
 = 

2

2
 = 

2

2
 =  = a b Max a b a b

a b a b a b
a b

 <  ならば、  {  ,  } =         ,  
2

＋ ＋| －  |
 = 

2

＋ － ＋
 = a b Max a b b

a b a b a b a b
b

よって、  {  ,  } = 
2

＋ ＋| －  |
  を得る。Max a b

a b a b

次に、  が  で連続ならば、 |  | も  で連続であることを示す。f a f a

任意の ε> 0 に対し、| －  | < δ ならば　| ( )－ ( ) | < ε となる δ> 0 が存x a f x f a

在する。同じ δ> 0 を取れば、| | ( ) |－| ( ) | | ≦ | ( )－ ( ) | < ε   f x f a f x f a

となり、| | ( ) | | は  で連続となる。f x a

（Ｐ．２６６　命題９．４）

 は有界閉区間なので、連続関数である  は最小値をとる。また、  ∈  ならば I f x Ji

 ∉  = 　（  は閉集合）　（９．２）から (  ,  ) > 0 となる。　　　　　　　　　　

任意の  ∈ (Δ) に対し  の点  を 

x J c
i

___
Ji

 c Ji
 c d x Ji

 c

k K Ik x J3

J1 J4
取れば、 ( ) =  { ( ) , … , ( ) }f x Max f1 x fm x

なので、 ( ) = ( ) となる  があるから f x fi x i

J2
(  , ) = ( ) = ( ) ≧  > ( ) となd x Ji

 c fi x f x r d Ik

xり、  ⊂ (  , ) ⊂  となる。なぜならIk U x r Ji ↑

f2(x)

 ⊄ (  ,  )　ならば、  ∈  でかつIk U x r y Ik

 ∉ (  ,  ) となる  が存在するはずでy U x r y ( ( ) = (  ,  ) = ( ) = ( ) = 0 )f1 x d x J1
 c f3 x f4 x
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ある。つまり、 | －  | ≧  となる。しかx y r

し、 　,  ∈  なので、 (  ) <  に矛盾する。よって、  ⊂ (  ,  ) となる。x y Ik d Ik r Ik U x r

また、 (  ,  ) ⊄  とすれば、同様に  ∈ (  ,  ) でかつ  ∉  である  U x r Ji y U x r y Ji y

が存在する。つまり、| －  | <  で  ∈ 　しかし、 (  ,  ) ≧  なので矛盾x y r y J c
i d x J c

i r

する。よって、 (  ,  ) ⊂ U x r Ji

（Ｐ．２６６　定理９．５（ルベーグ））　

の有界閉区間  上の有界関数  ：  →  に対し、次のａ）、ｂ）は同値である。Rn I f I R

   は  上リーマン可積分である。ａ） f I

   の不連続点の集合  は零集合である。ｂ） f B

証明　 　  を  上可積分とする。各自然数 ≧１ に対し、  = {  ∈  |ａ）→ｂ） f I m Bm x I

(  ,  ) ≧ 
1

 }  とおくとき、不連続点の集合  = ∪  である。a f x
m

B
m=1

∞

Bm

なぜなら、 ⊂ ⊂ …であり、（命題９．３、１）より、  ∈  ならば、不連続なのB１ B２ B３ x B

で、ａ（ 、  ） > 0 であるから、ａ（ 、  ） ≧ 
1

 > 0 となる  が存在するので f x f x
m

m x

∈  となる。よって、  ∈ ∪ となる。Bm x
∞

m＝１
Bm

逆に、任意の  ∈ ∪  に対し、  ∈  が存在するので、ａ（ 、  ）≧
１

x
∞

m＝１
Bm x Bm f x

m

となり、  は  の不連続点となる。よって、  ∈ x f x B

次に、各 （ を固定し）が零集合であることを示せばよい。（命題９．２．２）Bm m

いま、任意のε> ０　に対し、  の分割ΔをI

－  < 
ε

SΔ sΔ m

となるように取る。（定理３．３，ｅ））　いま、 ＝{  ∈ （Δ）｜ ∩  ≠ ∅ } とお

くとき、  は有限集合である。（ （Δ）は有限であり、  = ∅ ならばこの定理の存

在価値がないので、  ≠ ∅ とする。 （Δ） は  の分割なので  ≠ ∅）

K0 k K Ik
 ○ Bm

K0 K B

Bm K I K0

そして、  ∈  ならば、  ∈ ∩  となる  が存在し、  は内点なので、k K0 x Ik
 ○ Bm x x

あるδ＞０に対し、Ｕ（  、δ） ⊂ 　⊂　 　でありx Ik
 ○ Ik

１
 ≦ ａ（  ,  ） ≦ ａ（  , Ｕ（  、δ）） ≦ａ（  ,  ） となる。

m
f x f x f Ik

したがって、 （  ） をかけて、  で和をとれば、v Ik K0
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１
（  ） ≦ ａ（  ,  ） （  ） ≦ ａ（  ,  ） （  ）

m
å

k∈K0

　

v Ik å
k∈K0

　

f Ik v Ik å
k∈K（Δ）

　

f Ik v Ik

= －  < 
ε

SΔ sΔ m

だから、 （  ） <εとなる。å
k∈K0

　
v Ik

一方、Δによって生ずるすべての小区間の境界の合併  は体積 ０ である（Ｐ．２A

５６の例２と定理８．６系　１，２）から、有界閉区間　 , … , が存在して、Ｐ．２６２I '１ I 'n

の（A） 「 ∀ε> 0 に対し、  ⊂∪    ,   （  ） <ε 」 をみたす。A
l＝１

n

I 'l å
l＝１

n
v I 'l

　
（  '  に含まれるが、どの  にも含まれない場合 ）I l Ik

 ○

そこで、  をある  （  ∈ （Δ））Bm Ik k K
  

  
の内部　  に含まれる部分と Ik

 ○ Ik

の境界に含まれる部分に分けて

考えると、

 ∩  ≠ ∅ (  ∈  ) なので、図中の△のような点に関しては、 ( ∪  ) で  を覆うこ　

　　

とができない可能性がある。（図中の○、△の集まりを  としている。）
（注意） Ik

 ○ Bm k K0
k∈K0

Ik Bm
Bm

 ⊂( ∪  ) ∪ ( ∪ ) 　,   （  ） ≦ （  ）＋ （  ） < 2εBm
k∈K0

Ik
１≦l≦n

I 'l v Bm å
k∈K0

　

v Ik å
１≦l≦n

　

v Il
 '

が成り立つ。そこで、  は命題９．１の条件ｂ）をみたし、体積 ０ であり、Bm

従って、零集合である。（命題９．２，３）

ｂ）→ａ） 逆に   が零集合であるとする。任意のε> 0 に対し、命題９．２，１）によ

って有界閉区間の列 （  ）  で

B

Jm m∈N

（９．４）   ⊂ ∪ 　、 （  ） = （  ） <εB
m＝0

∞

Jm
 ○ å

m＝0

∞

v Jm
 ○ å

m＝0

∞

v Jm

をみたすものが存在する。

一方任意の  ∈ －  を取ると　ａ（  ,  ） = 0 である（命題９．３、１）からx I B f x

δ> ０ を十分小にとれば、ａ（  , Ｕ（  , δ）∩  ） < εとなる。そこで、  を含む 

 次元開区間　  を Ｕ（  , δ ） に含まれるように取れば、

f x I x

n Lx x

（９．５）  ａ（  , ∩  ） <ε　　　　f Lx I

である。（  ） 　と （  ）  を合わせたものは、  の開被覆である。Jm
 ○

m∈N Lx x∈I－B I

なぜなら、 －  ⊂ ∪(  )  で  ⊂ ∪  だからである。I B Lx x∈I－B B Jm∈N
 ○
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 はコンパクトだから、その中の有限個で被覆できる。                                       

この有限個の開区間を（ の番号を適当に書き換え、かつ  ＝  と略記して）

 , … ,   、   , … ,  であるとする。このとき補題９．４により、  の分割Δ

であって任意の  ∈ （Δ） に対し　　　　　　　　　　　　　　　

I

Jm
 ○ Lxi

Li

J1
 ○ Jp

 ○ L１ Lq I

k K

　  ⊂ 　（１ ≦ 　≦ ）　　　　 　  ⊂ 　（１ ≦ 　≦ ）イ） Ik Ji
 ○ i∃ p 　ロ） Ik Li i q∃

のどちらかが成立つようなものが存在する。

いま、イ）をみたす  ∈ （Δ） の集合を  、ロ）をみたす集合を  とする。（k K P Q P

∩  ≠φかもしれないが ∪  = (Δ）であることは確かである。）Q P Q K

｜ （ ）｜=  と置けば、任意の  ∈ （Δ） に対し、ａ（  ,  ）≦ 2sup
x∈I

f x C k K f Ik C

（＋ －（－ ） = 2 ）　だから、（９．４）により次の不等式が成り立つ。C C C

ａ（  ,  ） （  ） ≦ 2 （  ） = 2 （ ∪  ） ≦ 2 （  ）å
k∈P

　

f Ik v Ik C å
k∈P

　

v Ik Cv
k∈P

Ik Cå
i＝１

p
v Ji

≦ 2 （  ）< 2 εCå
i＝１

m
v Ji C

（  は小区間であり、  ≠ 　、 （ ∩  ） = 0  　→ （  ） = （ ∪  ））Ik m n v Im In å
k∈P

　

v Ik v
k∈P

Ik

一方  ∈  ならば、（９．５）により　ａ（  ,  ） ≦ ａ（  , ∩  ） < εで             

 ⊂ ∩   だから

k Q f Ik f Li I

Ik Li I

ａ（  ,  ） （  ） < ε （  ） ≦ ε （  ）å
k∈Q

　

f Ik v Ik å
k∈Q

　

v Ik v I

となる。この二つの不等式から

0 ≦ －  ≦ －  = ａ（  ,  ） （  ） ≦ （2 ＋ （  ））εS s SΔ sΔ å
k∈K（Δ）

　

f Ik v Ik C v I

となる。  および （  ） は ε に無関係な定数でε> 0 は任意に小さくとれるからC v I

従って　  ＝  であり、  は  上可積分である。（定理３．３）S s f I

（Ｐ．２６８　例３）

任意の  ∈  = [  , ] に対し、x I a b

(χ  , (  , δ)∩  ) =  |χ ( )－χ ( ) | = 1  なぜなら、  のいくらa Q U x I sup
y,z∈U(x , δ)∩I

Q y Q z x

でも近いところに有理数も無理数も点在するからである。

よって、 lim (χ  , (  , δ)∩  ) = (χ  , ) = 1 であり、不連続点の集合
δ>0,δ→0

a Q U x I a Q x

は  となる。I
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（Ｐ．２６８　例４）　

ここでは、定理９．５から可積分であることがわかるので、  =  なので ξ  を無理s S k

数にしたのである。つまり、  → 0 から求めた。sΔ

（Ｐ．２６９　なぜ A
－

 ∩ Ae = ∅ なのか？）　

もし  ∩  ≠ ∅ ならば、  ∈  かつ  ∈  となる  が存在する。つまり  　A
－

Ae x A
－

x Ae x

ある ε> 0 が存在して、 (  , ε) ⊂  とすることができる。しかし、同時にその 

εに対し、 (  , ε)∩  ≠ ∅ となる。だが、そんなはずはない。

U x Ac

U x A

実際、  ∈ (  , ε)∩  があったとすれば、  ∈ (  , ε) かつ  ∈  y U x A y U x y A

ところが、  ∈ (  , ε) ⊂  であるので  ∈  に矛盾する。y U x Ac y A

（Ｐ．２６９　(9.8)  A
－

 = A ○ ∔ Ab ）　

 =  ∔  ∔  　なので、(  )  = ∔  　…　　①Rn A ○ Ab Ae Ae c A ○ Ab

定義から、  ⊂  ,  ⊂    よって、　  ∔  ⊂   である。A ○ A
－

Ab A
－

A ○ Ab A
－

 ∩  = ∅　だったので、　 (  )  ⊃   　　よって、①より、　  ∔  ⊃  A
－

Ae Ae c A
－

A ○ Ab A
－

となり、  =  ∔   となる。 A
－

A ○ Ab

（Ｐ．２６９　例６）　

区分的に  級の曲線とは、C 1
C

分点での扱いは

Ｐ．８７ 注意 1 と
                       I1 I2 I3 Ⅰ章定理７．３ を　 　　　　　　　　　　　　　　　　　a b

参照せよ。
Δ は単なる [  , ] の分割a b
である。 (Δ) → 0 ではない。d

(Δ) =  ( )d Max d Ik

 ( x(t') , y(t') )

≦ | － ' | ≦ 
(Δ)

L t t
n

d L

( x(t) , y(t) )

≦ | － ' | ≦ 
(Δ)

L t t
n

d L

 ( x(t') , y(t') )

≦ | － ' |  ≦ | － ' |L t t L t t

        
≦ 

2 (Δ)

n

d L

196



したがって、  を  等分した場合、その  個の小区間に含まれる  に対応するIk n n t

曲線  の弧は一辺の長さが 
2 (Δ)

 の正方形に含まれる。あとは命題９．１のC
n

d L

) を使えばよい。b

（Ｐ．２７０　B ⊂ B ※ ⊂ B∪Ab）
Ab

A
Ae

 ∈  ⊂  ならば、 ( ) = ( ) なx B A f x f ※ x

ので、  は ( ) の不連続点となる。 x f ※ x B
A ○

よって、  ⊂  である。　B B ※

次に、 ( ) は  ∈  で常に 0 であり、連続であるから、不連続点があるとしたf ※ x x Ae

ら、 ( )  =  ∔  の中にあるとしか考えられない。従って、  ⊂  ∔  Ae c A ○ Ab B ※ A ○ Ab

任意の  ∈  は  ∈  ∔  なので、直和であることから  ∈  であるかx B ※ x A ○ Ab x A○

 ∈  であるかのどちらかである。  ∈  ならば、  の不連続点は  と同じx Ab x A○ f ※ f

なので  ∈  となる。x B

以上をまとめると、　  ∈   ならば　  ∈  であるか  ∈  のどちらかであるx B※ x B x Ab

ことになるので、  ⊂ ∪   となる。B※ B Ab

ここで、定理９．８に移る前の確認をする。それは、Ｐ．２６０の例４の内容で

「  は  とその 2  個の面の合併である。 」 の 2  個の面と内点の確認をする。
_
I I n n

簡単にするために一辺の長さ 1 の  次元n

(0,1,1)                 (1,1,1)立方体で考えることにする。
(0,0,1)                  (1,0,1)

 = 3 の場合、  は 体積 0 の 2×3 = 6 n
_
I z

面に囲まれている。これは、一つの軸に y
(0,1,0)                   (1,1,0)

対して直交する面が 2 つあることから
(0,0,0)                (1,0,0)x

その 3 倍と考えればよい。

右の図の座標からわかるように各頂点の

座標をつなげて表すと、000 ～ 111 までの 2  個の ２進数になっていることがわか3

る。

そこで、  = 4 の場合を考えてみることにする。n
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（各頂点の座標）  軸は AB =  方向である。  x
¾®

(1,0,0,0)← 2   個の頂点がある。4

0 0 0 0

1 0 0 0

0 1 0 0

1 1 0 0

0 0 1 0

1 0 1 0

0 1 1 0

1 1 1 0

0 0 0 1

1 0 0 1

0 1 0 1

1 1 0 1

0 0 1 1

1 0 1 1

0 1 1 1

1 1 1 1

x y z w

A

B

C

D

E

F

G

H

I

J

K

L

M

N

P

Q

1 0 0 0

1 1 0 0

1 0 1 0

1 1 1 0

1 0 0 1

1 1 0 1

1 0 1 1

1 1 1 1

x y z w

B

D

F

H

J

L

N

Q

0 1 0 0 (  ) = 0

0 0 1 0  ) = 0

0 1 1 0 (  ) = 0

0 0 0 1 (  ) = 0

0 1 0 1 (  ) = 0

0 0 1 1 (  ) = 0

0 1 1 1 (  ) = 0

¾®
BD

¾®
AB · 

¾®
BD

¾®
BF ( 

¾®
AB · 

¾®
BF

¾®
BH

¾®
AB · 

¾®
BH

®
BJ

¾®
AB · 

®
BJ

¾®
BL

¾®
AB · 

¾®
BL

¾®
BN

¾®
AB · 

¾®
BN

¾®
BQ

¾®
AB · 

¾®
BQ

↑
( , , ) 座標だけをみるy z w

と、  = 3 のときの立方n

体の座標に等しい。

F超平面BDFHJLNQ は B を通り、  軸に垂直x D H
A

な面であることが想像できる。
JB

もう一面はA を通る超平面ACEGIKMPであり、
L

Q N 軸に垂直な面は、計２面となる。x

他の軸については、その座標の 0 と 1 にわければ

２面となり、全体で 2×4 面に囲まれることになる。

5 次元立方体についても 0 ～ 2 －1 を２進数にして  →  の順にして5 wzyx xyzw

並びかえてから確認すればよい。各面は 4 次元立方体の座標に等しい。

次に内点についてだが、  = [  , ]×…×[  , ] の場合I a1 b1 an bn

 = (  , )×…×(  , ) なので、∀  ∈ (  , … , ) ∈  となるためにはI ○ a1 b1 an bn x x1 xn I ○

 <  <   ( 1 ≦  ≦  ) でなければならない。したがって、上の超平面には内ai xi bi i n

点が存在しないことになる。
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（Ｐ．２７１　定理９．８　縦線集合）　

 ∈  ,x I
Γ

φ
φ( ) ≦  ≦ ψ( )x y x

となる (  ,  ) ∈  のx y Rn＋1

集合  は  = 2 の場合、右図A n

のようになる。
Γ

ψ

 についてB = Ab

Γ  ⊂  , Γ  ⊂  ,  ⊂  よって、  = Γ ∪Γ ∪  ⊂ 
φ Ab

ψ Ab S Ab B φ ψ S Ab

 =  と最初から言い切りたいところだが、まだ境界点があるかもしれないのでB Ab

 ⊂  としたのだと思う。B Ab

次に －  ⊂  についてだが、(  , ) ∈  かつ (  , ) ∉  ならば、Γ ,A B A ○ x y A x y B φ

Γ ,  の定義から  ∈  であり ψ( ) <  < φ( ) となるので 
ψ S x I ○ x y x

(  , ) ∈  よって、 －  ⊂ 　x y A ○ A B A ○

 ⊊  とすれば、  ∈  かつ  ∉  となる  が存在することになる。つまり、B Ab x Ab x B x

 ∈ －  ⊂  となり、 ∩  = ∅ （直和） に矛盾する。よって、  = x A B A ○ Ab A ○ Ab B

区間に関する積分の加法性（定理３．８）から

  =   ＋   ＋   =  ó
õm

M
f ※x ó

õm

ψ(x)
f ※x ó

õψ(x)

φ(x)
f ※x ó

õφ(x)

M
f ※x ó

õψ(x)

φ(x)
f 

命題８．２から、  が  上可積分ならば  は  = ×[  , ] 上可積分であり、f A f ※ J I m M

 は [  , ] 上可積分なので、定理７．１よりf ※x m M

  =   =  {  (  , )  }  =  {  (  , )  }ó
õA

　
f ó

õJ

 
f ※ ó

õI

 ó
õm

M
f ※x x y dy dx ó

õI

 ó
õψ(x)

φ(x)
f x y dy dx

y（Ｐ．２７２　例７）　  = (  ,  )z2 x2 y2

 = （ア＋ウ）－（ウ＋エ）＋（イ＋エ）v

イ= 
2

φ φ－
2

θ θ  
r2

cos sin
r2

cos sin
 = (  ,  )z1 x1 y1r

ア＋  －   ó
õx2

x1 r2 x2 dx rsinφ

ウ
エ

= 
4

(  2φ－  2θ)－   
r2

sin sin r2ó
õφ

θ
sin2t dt θφ

rcosφ
x

x

y

z

x

yy

x

z

x

yy

x

z
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(  =   →  = －   ,   = θ ,  = φ)x rcos t
dt

dx
rsin t x1 rcos x2 rcos

= 
4

(  2φ－  2θ)＋   
r2

sin sin r2ó
õθ

φ
sin2t dt

ここで、    = [－    ] －  －   ó
õθ

φ
sin2t dt cos t sin t θ

φ ó
õθ

φ
cos2t dt

(  '  = － ' なので、  = －   ,  =   とした。）ó
õ
f g fg ó

õ
fg f cos t g sin t

= －
2

1
[  2 ] ＋ (1－ )  = －

2

1
[  2 ] ＋  －   sin t θ

φ ó
õθ

φ
sin2t dt sin t φ

θ
ó
õθ

φ
dt ó

õθ

φ
sin2t dt

よって、    =　－
4

1
[  2 ] ＋

2

1
(φ－θ) となる。これを代入してó

õθ

φ
sin2t dt sin t φ

θ

 = 
4

(  2φ－  2θ)－
4

(  2φ－  2θ)＋
2

(φ－θ)v
r2

sin sin
r2

sin sin
r2

   = 
2

1
α ( α= φ－θ)r2

（Ｐ．２７３　定理９．８系２）　

Γ
φ

 = { (  ,  ) ∈  | , ∈  ,A x y Rn＋1 x D

        ψ( ) ≦  ≦ φ( ) }x y x

 = { (  ,  ) ∈  | , ∈  ,S x y Rn＋1 x Db

         ψ( ) ≦  ≦ φ( ) }x y x

 :  →  が  上可積分であるf A R A Γ
ψ

を仮定にする。

(  ) = 0 についてvn＋1 S

 は体積確定なので、定理９．６から  は零集合となる。したがって、任意のD Db

ε> 0 に対し、  ⊂ ∪  ,  (  ) = 0 となる有界閉区間  が存在する。Db

k=1

m

Ik å
k=1

m
v Ik Ik

 ⊂  × [  ,  ] ⊂ ∪  × [  ,  ] よってS Db c d
k=1

m

Ik c d

(  ) ≦  ( ∪  × [  ,  ] ) =  ( ∪ (  × [  ,  ] )vn＋1 S vn＋1
k=1

m

Ik c d vn＋1
k=1

m

Ik c d

≦  (  × [  ,  ] ) = | －  |  (  ) < | －  |εå
k=1

m
vn＋1 Ik c d d c å

k=1

m
vn＋1 Ik d c

x

y

z

x

yy

x

z

x

yy

x

z
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（Ｐ．２７３　例８　楕円体）　
φ( ) = 1－ －x c

a2

x2

b2

y2

ここでは、定理９．８系２の  を  、  を  x1 x x2 y

 を  として計算している。y z  ( )z y

 =  ,  =  という変数変換をすればx at y bw

 =    ,     =       ( 0 ≦  ≦ 1 ) 
dt

dx
a dx adt t

 =    ,     =    
dw

dy
b dy bdw

b0 ≦  =  ≦  1－  = 1－y bw b
a2

x2

b t2

y
( )x2よって、0 ≦  ≦ 1－  となる。ここまでw t2

a
を準備しておいて

 ( )x x1  1－b
a2

x2

Δ ×Δx y = 8  1－ －  V ó
õD

 
c

a2

x2

b2

y2

dxdy ( 0 ≦  ≦  )x a

= 8  { 1－ －  } c
ó
ô
ô
õ0

a
ó
ô
õ0

b 1－
a2

x2

a2

x2

b2

y2

dy dx

= 8  { 1－ －  }  = 8  { 1－ －  } abcó
õ0

1 ó
õ0

1－t2

t2 w2dw dt abcó
õ0

1 ó
õ0

1－x2

x2 y2dy dx

（本文Ｐ．２３８例６）

 －   = 
2

1
{ － ＋  } , ( |  | ≦  )  を利用してó

õ0

x
a2 x2 dx x a2 x2 a2Arcsin

a

x
x a

= 8  { ( 1－  )－  } abcó
õ0

1 ó
õ0

1－x2

x2 y2dy dx

( 1－  ) =  と考え、  = 1－  となるのでx2 a2 a x2

= 8  ( [ 
2

1
{ ( 1－ － ＋( 1－  )

1－
 ]  ) abc

ó
ô
õ0

1

y x2 y2 x2 Arcsin
x2

y
0

1－x2

dx

= 4  ( 1－ 0 ＋( 1－  )  1－( 1－  )  0 ) abcó
õ0

1
x2 x2 Arcsin x2 Arcsin dx

= 4  ( 
2

π
( 1－  ) )  = 2 π  ( 1－  ) abc

ó
ô
õ0

1

x2 dx abc ó
õ0

1
x2 dx

= 2 π[ －
3

 ]  = 2 π×
3

2
 = 

3

4
πabc x

x3

0
1 abc abc
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( )z y（Ｐ．２７４　例９）　

φ( ) =  , ψ( ) =   としてx b x a
b

 =    ( －  )  = ( －  ) = V ó
õD

 
b a dx S b a Sh

    

y
D ( )x2a

 ( )x x1
Δ ×Δx y

（Ｐ．２７４　定理９．９）　

A定理をイメージすると右図の
Ay

ようになる。 a → b
y

I

（Ｐ．２７５　例１０　回転体の体積）　 x
＋  = φ( )x2 z2 y 2

A = { ( x , y , z ) | x2＋z2≦φ(y)2 , z

       ≦ ≦  }a y b
半径φ( )y

 における切り口  は、半径 φ( )y Ay y

yの円板となる。
a b

（Ｐ．２７６　定理９．１０（一般リーマン和））

(9.18)  lim  (  ;Δ;ξ) =  ( )
d(Δ)→0

s f ó
õA

 
f x dx

この右辺は小区間の分割（リーマン和）によって求めた積分値である。その値に等

しくなるという定理である。

(9.19)     =  (  ) ≦   ≦   (  ) = sΔ å
k∈K(Δ)

 
mkv Ak

ó
õA

 
f å

k∈K(Δ)

 
Mkv Ak SΔ
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について、  =  ( ) ,  =  ( ) であり、積分の単調性からMk sup
x∈Ak

f x mk inf
x∈Ak

f x

 ≦ (ξ) ≦  なので、   = (  ) ≦   ≦ (  ) =  mk f Mk
ó
õAk

 
mk mkv Ak

ó
õAk

 
f Mkv Ak

ó
õAk

 
Mk

 は体積確定集合であり、 ( ∩  ) = 0 (  ≠  ) から、定理８．５（積分範囲

に関する加法性から (9.19) を得る。

Ak v Ak Al k l

|  － (  ;Δ;ξ) | ≦ －  についてだがó
õA

 
f s f SΔ sΔ

 ≦  ≦  ,  ≦  ≦   →  | －  | ≦ －  である。 sΔ a SΔ sΔ b SΔ b a SΔ sΔ

右図を見れば明らかだが                                  sΔ a b SΔ

 <  → －  ≦ －  ≦ －

 >  → －  ≦ －  ≦ －

 =  → 0 = －  ≦ －

   →   | －  | ≦ －

a b b a b sΔ SΔ sΔ

a b a b a sΔ SΔ sΔ

a b a b SΔ sΔ

b a SΔ sΔ

Ik に含まれる Ai に関する和について  å
 

 
( Mi－mi ) v( Ai ) ≦ a( f ※ , Ik ) v( Ik )

とあるが、この場合、  =  ( ) ,  =  ( ) であり Mi sup
x∈Ai

f x mi inf
x∈Ai

f x

(  ,  ) =  ( )－  ( ) である。  ⊂  なのでa f ※ Ik sup
x∈Ik

f ※ x inf
x∈Ik

f ※ x Ai Ik

 =  ( ) =  ( ) ≦  ( ) Mi sup
x∈Ai

f x sup
x∈Ai

f ※ x sup
x∈Ik

f ※ x

 =  ( ) =  ( ) ≧  ( )mi inf
x∈Ai

f x inf
x∈Ai

f ※ x inf
x∈Ik

f ※ x

したがって、任意の  に対し、　 (  ,  ) ≧ －  となる。i a f ※ Ik Mi mi

次に、任意の  に対し、  ⊂  なので、 (  ) ≦ (  )　i Ai Ik v Ai v Ik

 ⊂  ,  ⊂  ならば、 ∪  ⊂   , ( ∩  ) = 0  なので、定理８．６かAi Ik Al Ik Ai Al Ik v Ai Al

ら ( ∪  ) = (  )＋ (  ) ≦ (  )   よって、v Ai Al v Ai v Al v Ik

 ( －  ) (  )＋( －  ) (  ) ≦ (  ,  ) (  )＋ (  ,  ) (  )Mi mi v Ai Ml ml v Al a f ※ Ik v Ai a f ※ Ik v Al

= (  ,  )( (  )＋ (  ) ) ≦ (  ,  ) (  )a f ※ Ik v Ai v Al a f ※ Ik v Ik

したがって、 ( －  ) (  ) ≦ (  ,  ) (  ) が成り立つ。å
 

 
Mi mi v Ai a f ※ Ik v Ik

この証明における  と  についてだが、図で表すと次のようになる。M L
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Ik Ik'右図で

 ,  ,  ∈ i j k M I 'k
Am ,  ∈  l m L

δ Ajである。 Ai

Ak

定義から ∩  = ∅M L

Al∪  ⊂ (Δ)L M K δ

∪  = (Δ) である。L M K

もし、ある  ∈ (Δ) で  ∉ ∪  となるものが存在したとすれば、  は  の元でi K i L M i L

もなく  の元でもないので、∀  ∈ ( ) に対し ∩  = ∅ かつ ∃  ∈ ( )M k K D Ai Ik k K D

∩  ≠ ∅ とならなければならない。このようなことがあるはずがない。Ai Ik

 については、Am

 ⊂ ( －  )∪( －  )Am Ik I 'k Ik' I 'k'

⊂ ∪ ( －  )
k∈K(D)

Ik I 'k

 ⊂  ならば ( －  ) = (  )－ (  ) なので （９．２３）が得られる。I 'k Ik v Ik I 'k v Ik v I 'k

（Ｐ．２７８　定理９．１１）

 の有界な体積確定集合  の一般分割全体の集合  が次Rn A D の  部 分 集 合 D0

の(9.27) を満たすものとする。（注 一つの部分集合でよい。）

(9.27) 任意のδ＞０に対し、 (Δ) < δ となる Δ∈ d D
0 が存在する。こ

のとき、  が  上の有界関数で、代表元ξのとり方によらず一定の極限f A

(9.28) lim ｓ( ；δ；ξ ) ＝ 　
Δ∈D

0,d ０ (Δ)→
f J

が存在すれば、  は  上可積分で、  ＝  　が成立つ。f A J ó
õA

　
f

　  の一般分割(9.16)を Δ として、 、  を(9.19)のように定義

すれば、仮定(9.27)から

証明 A SΔ sΔ

lim  ( －  ) ＝ 0　となる。
Δ∈D

0,d(Δ)→０
SΔ sΔ

なぜならば、∀ε > 0 に対して、∃δ > 0、 (Δ) < δ となるΔ∈ d D
0

をとれば、(9.28)より

ε ε
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－
2

ε
 < ( ；Δ；ξ ) < ＋

2

ε
J s f J

とすることができる。また、  での  の上限  、下限  とすればAk fk Mk mk

 =  ( ) ≦ (ξ) ≦  ( ) = mk inf
x∈Ak

f x f sup
x∈Ak

f x Mk

から、ｓ( ；Δ；ξ)＝ (ξ ) (Ａ )   なので、 －
２

ε
 は下界f å

ｋ∈K(Δ）

　

f ｋ v ｋ J

＋
２

ε
 は上界であることからJ

－
２

ε
 ≦  ≦ ( ；Δ；ξ) ≦  ≦ ＋

２

ε
J sΔ s f SΔ J

となる。

sΔ SΔ

↓ ↓

－
2

ε
                               ＋

2

ε
J J J

( －  ) ≦ ε　となる。SΔ sΔ

従って、定義２より、 ( , ) =  ( )－  ( ) = －  なのでa f Ak sup
x∈Ak

f x inf
x∈Ak

f x Mk mk

任意のε> 0 に対して、ある  ∈D  D
0 が存在して、

(9.29) ( , ) ( ) < 
２

ε
å

k∈K(D)

　

a f Ak v Ak

が成り立つ。いま、  = ∪ 　と置くとき、集合  は体積確定だからB
k∈K(D)

Ab
k Ak

 は体積 0 である。(定理９．６、定理８．６系１)B

そこで、  =  | ( ) | (上に有界な集合の上限)とおくと有限個の有C sup
x∈A

f x

界閉区間  , … ,  が存在してJ1 Jr

(9.30)  ⊂∪ 　,  (  ) ＜ 
4( ＋1)

ε
B

p=1

r

Jp å
p=1

r
v Jp C

とすることができる。また、  を重心を中心に相似拡大した  を作りJp Jp
 '

(9.31)  (  ) ＜ 
4( ＋1)

ε
 ,  ⊂ å

p=1

r
v Jp C

Jp Jp
 '

とすることができる。

いま、  および、すべての  を含む有界閉区間  の分割Δで各  のA Jp
 ' I Jp

 '

どの面もいくつかの  ( ∈ (Δ)) の面の合併になるようなものを作る。Ik k K
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I

Jp

Jp
 '

Ak

Ik Ip

斜線部は K1
 と K2

 の共通部分 「　　 」が分割Δ

このとき、任意の ∈ (Δ) に対し、次の 1) , 2) , 3) のいずれかが成k K

り立つ。

1) ⊂  (∃ ∈ ( ))     2) ⊂∪       3) ∩  = ∅Ik Al
 ○ l K D Ik

r

p=1
Jp
 ' Ik

___
A

実際 3) でなければ、  は  = ∪   と交わるから、ある　Ik

___
A

l∈K(D)

___
Al

 =    と交わる。そこで、1) でなければ、 ∩  ≠ ∅ だから
___
Al Al

 ○ ∔ Ab
l Ik Al

b

(9.30),(9.31) によって、  ⊂  = ∪  ⊂ ∪   ,   ⊂ Ab
l B

k∈K(D)
Ab
k

p=1

r

Jp Jp Jp
 '

なので、ある  に対し、 ∩ ≠∅ , ∩ ≠∅ となる。したがって、分p Ik Jp Ik J 'p

割Δの作り方から、  は  の境界面で交わっているので、その内か外でIk Jp
 '

交わっていなければならない。しかし、 ∩ ≠∅ なので、内であり、Ik Jp Ik

⊂  となる。Jp
 '

Jp
 '

 ∩  ≠ ∅Ik Jp
 '

Jp
   →   ⊂ Ik Jp

 '

 ∩  ≠ ∅Ik Jp

内 外

Ik
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いま、1) , 2) , 3) をみたす ∈ (Δ) の集合を  ,  ,  とすれ

ば、上に示したことから

k K K1 K2 K3

(Δ) = ∪ ∪K K1 K2 K3

である。ただし、  と  は共通部分があり得る。(図参照）K1 K2

次に、(8.1) により  を  に拡張しておくとf f ※

(9.32)  ( , ) (  ) ≦ ＋ ＋å
k∈K(Δ)

 

a f ※ Ik v Ik S1 S2 S3

となる。ただし

 =  ( , ) (  )  ,   =  ( , ) (  )S1 å
k∈K1

 

a f ※ Ik v Ik S2 å
k∈K2

 

a f ※ Ik v Ik

 =  ( , ) (  )S3 å
k∈K3

 
a f ※ Ik v Ik

である。このとき、(9.29)によって

 =  ( , ) (  ) ≦  ( , ) (  ) < 
2

ε
 S1 å

k∈K1

 

a f ※ Ik v Ik å
k∈K(D)

 

a f ※ Ak v Ak

となる。

(9.31)により、∀ ∈  ならば、  ⊂ ∪  なので ∪  ⊂ ∪ k K2 Ik
r

p=1
Jp
 '

k∈K2

Ik
r

p=1
Jp
 '

( ∪   ) =  (  ) ≦ ( ∪  ) ≦  (  ) v
k∈K2

Ik å
k∈K2

 

v Ik v
r

p=1
Jp
 ' å

p=1

r
v Jp

 '

また、 ( ,  ) ≦ ( ,  ) = ( ,  ) < 2   ( －  <  <  )a f ※ Ik a f ※ A a f A C C f C

であり、(9.31)から

 =  ( , ) (  ) ≦ ( ,  )  (  )S2 å
k∈K2

 

a f ※ Ik v Ik a f ※ A å
k∈K2

 

v Ik

≦ ( ,  )  (  ) < 2
4( ＋1)

ε
 < 

2

ε
a f ※ A å

p=1

r
v Jp

 ' C
C

また、 ∈  に対しては、  上で  = 0 だから、 ( ,  )= 0 でありk K3 Ik f ※ a f※ Ik

 = 0 である。したがって、(9.32)の右辺は < 
2

ε
＋

2

ε
＋0 <εS3

となる。そこで、定理３．３の ) がみたされるΔが存在するので  はe f ※

 上可積分となる。よって、  は  上可積分となる。I f A

よって、定理９．１０により、  =   が成り立つ。J ó
õA

 
f
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（Ｐ．２８１　定理１０．１（平面極座標への変換公式））

y

A
I

β
Φ

θj
→ Ji,jIi,j

θj－1

α
ri－1 ri

r　　　　　　　　　s t
x

Φは有界閉区間で連続関数なので、  上一様連続となる。したがって、 (Δ)→0I d

のとき、 (Δ')→0 　についてだが、それは、任意の ε> 0 に対し、あるδ> 0 が存d

在し、| －  | < δ をみたすすべての  ,  ∈  に対し、| Φ( )－Φ( ) | < ε とx y x y I x y

することができるからである。したがって、

(10.4)       lim   (ξ  , η  ) (  )   
d(Δ)→0

å
i=1

m

å
j=1

n
f i j v Ji,j

の (Δ) が (Δ') であっても問題ないことになる。d d

次に、(10.7) についてだが、十分小さな δ> 0 のかわりに  (Δ) < 
1＋ ( )

ε
 とd

Cv I

おけば　ρ  = ρ － ＋    から　| ρ  | ≦ | ρ －  |＋|  |　なのでi i ri
 ' ri

 '
i i ri

 ' ri
 '

| － ( ∘Φ )( ρ  , φ  )ρ (  ) |J å
i,j

 

f i j iv Ii,j

= | － ( ∘Φ )( ρ  , φ  )( ρ － ＋  ) (  ) |J å
i,j

 

f i j i ri
 ' ri

 ' v Ii,j

= | － ( ∘Φ )( ρ  , φ  ) (  ) ＋ ( ∘Φ )( ρ  , φ  ) ( －ρ  ) (  ) |J å
i,j

 

f i j ri
 'v Ii,j å

i,j

 

f i j ri
 '

i v Ii,j

≦ | － ( ∘Φ )( ρ  , φ  ) (  ) |                                                          

＋| ( ∘Φ )( ρ  , φ  ) | | －ρ  | (  )

J å
i,j

 

f i j ri
 'v Ii,j

å
i,j

 

f i j ri
 '

i v Ii,j

< ε＋ ( ) (Δ) < ε＋
1＋ ( )

( )ε
 < 2εCv I d

Cv I

Cv I

となる。そこで、 ( ∘Φ )(  , θ)  は  上可積分で (10.2) が成り立つ。f r r I

また、逆に、ρ  と  の立場を入れかえると、　  = －ρ ＋ρ  　としてi ri
 ' ri

 ' ri
 '

i i
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|  | ≦ | －ρ  |＋|ρ  | なので、 ( ∘Φ )(  , θ)  が  上可積分ならばri
 ' ri

 '
i i f r r I

| － ( ∘Φ )( ρ  , φ  ) (  ) |J å
i,j

 
f i j ri

 'v Ii,j

= | － ( ∘Φ )( ρ  , φ  )( －ρ ＋ρ  ) (  ) |J å
i,j

 

f i j ri
 '

i i v Ii,j

= | － ( ∘Φ )( ρ  , φ  )ρ (  ) ＋ ( ∘Φ )( ρ  , φ  ) ( ρ －  ) (  ) |J å
i,j

 
f i j iv Ii,j å

i,j

 
f i j i ri

 ' v Ii,j

≦ | － ( ∘Φ )( ρ  , φ  ) ρ  (  ) |J å
i,j

 

f i j i v Ii,j

＋| ( ∘Φ )( ρ  , φ  ) | | ρ －  | (  )å
i,j

 

f i j i ri
 ' v Ii,j

< ε＋ ( ) (Δ) < ε＋
1＋ ( )

( )ε
 < 2εCv I d

Cv I

Cv I

となるので、(10.5) の極限も  である。J

最後に、(10.4) の左辺の極限が存在して、 任意の ( ξ  , η  ) に対し、  で Φi i I 〇

は一対一であるので、 ( ρ  , φ  ) は確定する。仮定より、 ( ∘Φ )(  , θ)  は i i f r r I

上可積分なので、( ρ  , φ  ) のとり方に関係しない一定の極限が存在する。つまi i

り、その値が  ということになる。また、  は作り方からいくらでも細分化できるのでJ Jij

定理９．１１の条件 (9.27) をみたす。よって、定理９．１１を使えることになる。

（Ｐ．２８３　定理１０．１　系１）
r y

I '

Φ( )I
I = A0

Φ
→ Φ( )B

B = A

θ x

この証明は難しくはないが、ややこしいので、よく使う定理をまとめておく。

命題８．２　３） ⊃  で  が  上 0 に等しければ、A B f B

「  が  上可積分 ⇔  が －  上可積分 」　であり、   =    である。f A f A B ó
õA

 
f ó

õA－B

 
f
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　定理８．５ 　 ( ∩  ) = 0 であるとし、  : ∪  →  は有界とする。v A B f A B R

1)   が  ,  上可積分ならば、 ∪  上で可積分である。　f A B A B

2)   が ∪  上可積分で、  ,  が体積確定ならば、  は  ,  上可積分であ

る。 

f A B A B f A B

（証明）(8.1) から、　
∈Φ( ) =   →   =  

 ∉ Φ( ) =   →   = 0
 

x B A f ※ f

x B A f ※
    とする。

①  が  上可積分 ⇒f A

 は  上可積分( ⊂ となる有界閉区間 ) 、 ⊂  なので、 －  上でf ※ I ' A I ' A A0 I ' A0

 = 0 　よって、(8.2.3) より  は  ( －( － )) =  上可積分となる。f ※ f ※ I ' I ' A0 A0 

⇐  が  = Φ( ) 上可積分f ※ A0 I

⊂  なので －  上で  = 0 、よって、(8.2.3) より  は －( － )) = A A0 A0 A f ※ f ※ A0 A0 A

 上で可積分となる。  上では、  =  なので、  は  上可積分となる。A A f f ※ f A

②  が  = Φ( ) 上可積分 ⇔ ( ∘Φ)  は  上可積分（定理１０．１）より同

値

f ※ A0 I f ※ r I

③ ( ∘Φ)  は  上可積分 ⇒f ※ r I

 は有界閉区間なので体積確定であり、定理９．６より、  =  =    なのでI
_
I I I 〇 ∔ I b

( － ) = (  ) = 0 命題８．４より、 ( ∘Φ)  は  上可積分となる。v I I 〇 v I b f ※ r I b  

また、  = －  =  とすれば、 ( ) = 0 , ( ) = ( ) = (  ) ,  = ∪P I I 〇 , Q I 〇 v P v Q v I 〇 v I I P Q

( ∩  ) = 0  から、定理８．５．２より  =  上可積分となる。v P Q Q I 〇

⇐ ( ∘Φ)  は  上可積分f ※ r I 〇

( ) = ( －  ) = ( ) = 0   上可積分となり、  =  とすれば、定理８．５．１v P v I I 〇 v I b P Q I 〇

より  = ∪  上可積分となる。I P Q

④' ( －  ) ( ∩  ) = I 〇 B ∔ I 〇 B I 〇

なぜなら、任意の  ∈ ( －  )∪( ∩  )x I 〇 B I 〇 B

→   ∈ ( －  ) または ∈ ( ∩  )  →  ∈ x I 〇 B x I 〇 B x I 〇

逆に、任意の  ∈  に対しx I 〇
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 ∈   ならば　  ∈ ∩   ,   ∉    ならば　  ∈ －x B x I 〇 B x B x I 〇 B

 ∈  ,  ∉  どちらであっても　  ∈( －  )∪( ∩  )x B x B x I 〇 B I 〇 B

よって、　( －  )∪( ∩  ) = 　となる。I 〇 B I 〇 B I 〇

最後に、( －  )∩( ∩  ) = ∅ なので直和となる。I 〇 B I 〇 B

④ ( ∘Φ)  が  上可積分 ⇒f ※ r I 〇

( －  )∪( ∩  ) =  であり、 －  上で ( ∘Φ)  = 0 なので、I 〇 B I 〇 B I 〇 I 〇 B f ※ r

命題８．２．３より ( ∘Φ)  は ∩  = －( －  )上で可積分となり、 ∩f ※ r I 〇 B I 〇 I 〇 B I 〇

 上で ( ∘Φ)  = ( ∘Φ)  なので ( ∘Φ)  は ∩  上で可積分となる。B f ※ r f r f r I 〇 B

⇐ ( ∘Φ)  が ∩  上可積分f r I 〇 B

∩  上で ( ∘Φ)  = ( ∘Φ)  なので、 ( ∘Φ)  も ∩  上可積分となI 〇 B f ※ r f r f ※ r I 〇 B

る。また、 －  上で ( ∘Φ)  = 0 なので、命題８．２．３より 上で可積分とI 〇 B f ※ r I 〇

なる。

⑤'  = ( ∩  ) ( ∩  )B I 〇 B ∔ I
 b

B

( ∩  )∩( ∩  ) = ∅  ( ∩  = ∅ ,  =    から明らか ) I 〇 B I
 b

B I 〇 I
 b

I I 〇 ∔ I b

( ∩  ) ⊂  , ( ∩  ) ⊂  なので ( ∩  )∪( ∩  ) ⊂ I 〇 B B I
 b

B B I 〇 B I
 b

B B

任意の  ∈  に対し、  ⊂  なので、  ∈  か  ∈  のどちらかである。 x B B I x I 〇 x I
 b

よって、いずれにしても  ∈ ( ∩  )∪( ∩  ) よって、x I 〇 B I
 b

B

( ∩  )∪( ∩  ) ⊃ 　つまり、上の等式を得る。I 〇 B I
 b

B B

⑤ ( ∘Φ)  は ∩  上可積分 ⇒f r I 〇 B

－( ∩  ) = ∩  ⊂  なので、 ( －( ∩  ) ) = 0B I 〇 B I b B I b v B I 〇 B

 = ( －( ∩  ) )∪( ∩  ) , { ( －( ∩  ) )∩( ∩  ) } = 0 より、命B B I 〇 B I 〇 B v B I 〇 B I 〇 B

題８．４と定理８．５．１より  上可積分となる。B

⇐ ( ∘Φ)  が  上可積分f r B

(( ∘Φ)  )  は  上可積分である。  は体積確定で (  ) = 0 なのでf r  ※ I I v I
 b

－(  ) =  も定理８．６から体積確定である。したがって、命題８．２．２よりI I
 b

I 〇
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( ∘Φ)  は  上可積分である。また、  = ( －  ) ( ∩  )　から f r I 〇 I 〇 I 〇 B ∔ I 〇 B

(( ∘Φ)  )  は －  で 0 なので、命題８．２．３より、(( ∘Φ)  )  は f r  ※ I 〇 B f r  ※

－( －  ) = ∩  で可積分となる。また、(( ∘Φ)  )  は ∩  で I 〇 I 〇 B I 〇 B f r  ※ I 〇 B

( ∘Φ)  に等しいので、よって、( ∘Φ)  は ∩  上可積分となる。f r f r I 〇 B

（Ｐ．２８４　例２）
yr

A
θrd

 = (θ)r r
θd

Φ
B →

dr
α β

α β
θ x

θrdrd

(θ) は [ α,β ] で連続なので、  は面積確定r B

( ) =  θ =   θ = 
2

1
(θ) θv A ó

õ 

 ó
õB

 
rdrd ó

õα

β ó
õ0

r(θ)
rdrd ó

õα

β
r 2d

（Ｐ．２８５　例４）

動径の掃く面積  とは、自動車のワイパーをイメージすれば理解できる。また、θA

も  の関数であり、よって、  も  の関数として扱う。t r t

次に、離心率  についてe

m点  から定直線  までの距離と P m p

 =  の比率を  とするのでOP r e
rcosθ

 = 
－ θ

   e
p rcos

r
P

r =  と置けばep l θ

焦点O－ θ = ep ercos r

(1＋ θ) =  = r ecos ep l

 = 
1＋ θ

r
ecos

l
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ここで、  を次のようにおくu

 = 
1

 = 
1＋ θ

 u
r l

ecos

(10.13) から  θ'= 
1

 =   だから、 
r2 c cu2

' = 
θ

θ
 = －

1
 · ( －

θ
 ) · θ' =  －

1
 · ( －

θ
 ) · r

du

dr

d

du

dt

d

u2 l

esin

u2 l

esin
cu2

= θ  (  は定数である ）
l

ce
sin

l

ce

” = θ×θ' = θ×  = θr
l

ce
cos

l

ce
cos cu2

l

ec2u2

cos

ここで、 θ  =  ·  = 
1

 ·  =   r '2 r c2u4

u
c2u4 c2u3

したがって、加速度の  成分  = ”－ θ  なので、　　　　　　　　　　　　　      

 = θ－  = ( θ－  )  = ( 
θ

－
1＋ θ

 )

 = －  · 
1

r ar r r '2

ar l

ec2u2

cos c2u3

l

e
cos u c2u2

l

ecos

l

ecos
c2u2

l

c2

r2

 = 0 だから、加速度  は  方向に向かい、その大きさは 
1

 に比例する。aθ a O
r2

（Ｐ．２８６　定理１０．２の証明の補足）

B が区間 I = [ρ, R ]×[α, β]×[ a , b ] の場合

 = [  ,  ]×[ θ  , θ  ]×[  ,  ] (1≦ ≦  , 1≦ ≦  , 1≦ ≦ ) 

と置く。Ψ(  ) =  は

Ii,j,k ri－1 ri j－1 j zk－1 zk i m j n k l

Ii,j,k Ji,j,k

Ii,j,k Ψ
→

Ji,j,k

右図の様になる。

←　( －  ) →zk zk－1
(θ －θ )j j－1

→

↑

( －  )ri ri－1

(  ) = 
2

1
( －  )(θ －θ )( －  )v Ji,j,k r2

i r2
i－1 j j－1 zk zk－1

= 
2

1
( ＋  )( －  )(θ －θ )( －  )ri ri－1 ri ri－1 j j－1 zk zk－1

= 
2

1
( ＋  ) (  )ri ri－1 v Ii,j,k
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 は  の一般分割 Δ' であり、定理１０．１の証明同様 (Δ)→0 と (Δ')→0Ji,j,k A d d

は同値なので、小区間  の点 ( ρ  , φ  ,  ) を任意に代表点として選んだと

き Ψ( ρ  , φ  ,  ) = ( ξ  , η  ,  ) と置けば、  が  上可積分であるとき定

理９．１０によって

Ii,j,k i j zk

i j zk i j zk f A

(10.4)'      lim  (ξ  , η  ,  ) (  ) =  (  ,  ,  )  
d(Δ)→0

å
i=1

m

å
j=1

n

å
k=1

l
f i j zk v Ji,j,k

ó
õ
ó
õ
ó
õA

 
f x y z dxdydz

 = 
2

1
( ＋  ) とおけば、この式の左辺はr '

i ri ri－1

(10.5)'      lim  ( ∘Ψ)( ρ  , φ  ,  )  (  )       
d(Δ)→0

å
i=1

m
å
j=1

n
å
k=1

l
f i j zk r '

i v Ii,j,k

に等しい。(10.7) と同様に、ρ  = ρ － ＋   → | ρ  | ≦ |ρ － | ＋| |i i r ' r '
i i r ' r '

(10.7)'

| － ( ∘Ψ)( ρ  , φ  ,  ) ρ  (  ) |J å
i,j,k

 

f i j zk i v Ii,j,k

≦ | － ( ∘Ψ)( ρ  , φ  ,  )  (  ) |J å
i,j,k

 

f i j zk r '
i v Ii,j,k

＋ | ( ∘Ψ)( ρ  , φ  ,  ) | | －ρ  | (  ) å
i,j,k

 

f i j zk r '
i i v Ii,j,k

< ε＋ (  ) (Δ) < 2ε　　以下同様に証明できる。Cv I d

B が ( r , θ , z ) 空間の有界集合の場合

z z

yΨ
θ

'I
→I

Ψ( )=I A0

Ψ( )=B AB

r x

証明は、Φ を Ψ として、定理１０．１　系１をなぞっていけば同様にできる。

（Ｐ．２８７　例５）

B : x2＋y2＋z2 ≦ a2 

半径 
2

 の円柱  : ( －
2

 ) ＋  ≦ (
2

)
a

C x
a

2 y2
a 2

214



y ,  の共通部分を  とする。B C D

 の体積を  とおく。D V

 に対応する (  , θ ,  ) 空間の集合  はD r Z D ※

r
θ : 0 ≦  ≦  θ , －

2

π
 ≦θ≦ 

2

π
D ※ r a cos x0 a

, － －  ≦  ≦ －a2 r2 z a2 r2

これは (  , θ) 平面において区分的に  級r C 1

な曲線を境界とする閉領域上の縦線集合であるから体積確定である。

z
z

D ※
a

a
－a2 r2

－
2

π
0ra r

2

π

θ
－a

（Ｐ．２８７　定理１０．３の証明の補足）

空間極座標

(10.20)     Φ(  , θ , φ) = (  ,  ,  )r x y z

 = θ φ ,  = θ φ ,  = θx rsin cos y rsin sin z rcos          

ρ = θ ,  = θ , φ = φ とおくとrsin z rcos

(  , θ , φ) → ( θ , θ , φ)  = (  , ρ , φ)                                    

→ (ρ φ , ρ φ,  )                                                                            

= ( θ φ , θ φ ,  ) = (  ,  ,  ) 

r rcos rsin z

cos sin z

rsin cos rsin sin z x y z

とすれば、円柱座標を定義する写像を二回合成していると考えることができる。

したがって、定理１０．２から定理１０．３が得られる。要点は、

 =  θ ,  =  θ ,  =  →  ⇒ θ   を二回利用する。x r cos y r sin z z dxdydz rdrd dz
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（直感的には）

Δφ

 θΔφr sin
θ

 θr sin r

Δθ Δθr

Δ r

 Δθr
Δφ ΔφΔθrΔθ

 θΔφr sinρΔr Δr
= ρΔφ

Δr
　　　　　ρz

① Ψ  : (  ,θ,φ) → (  θ,  θ, φ)
2 r r cos r sin

( θ  , θ  , φ )r1cos 1 r1sin 1 0

( θ  , θ  , φ )r0cos 1 r0sin 1 0(  ,θ )          (  ,θ )r0 0 r1 0

Ψ
2 Δθr

Δr(  ,θ )           (  ,θ )r0 1 r1 1 ( θ  , θ  , φ )r0cos 0 r0sin 0 0

( θ  , θ  , φ )r1cos 0 r1sin 0 0

② Ψ  : (  θ, , ) = (  ,ρ,φ) → (  ,  ,  )
1 r cos r sinθ φ z x y z

ρ0                                  ρ1
( θ  , θ  ,φ )          ( θ  , θ  ,φ )r0cos 1 r0sin 0 1 r1cos 1 r1sin 0 1

Δφ
Δr

( θ  , θ  ,φ )          ( θ  , θ  ,φ )r0cos 0 r0sin 0 0 r1cos 0 r1sin 0 0 ρ0                                  ρ1

Ψ
1

                ρ0cosφ1       ρ0sinφ1                             ρ1cosφ1       ρ1sinφ1
( θ  , θ φ  , θ φ ) r0cos 0 r0sin 0cos 1 r0sin 0sin 1 ( θ  , θ φ  , θ φ ) r1cos 0 r1sin 0cos 1 r1sin 0sin 1

θ Δφr0sin 0

Δr

( θ  , θ φ  , θ φ ) r0cos 0 r0sin 0cos 0 r0sin 0sin 0 ( θ  , θ φ  , θ φ )r1cos 0 r1sin 0cos 0 r1sin 0sin 0
                ρ0cosφ0       ρ0sinφ0                             ρ1cosφ0       ρ1sinφ0

(Δ )  = ( － ) θ ＋( － ) θ φ ＋( － ) θ φ  = ( － )  r 2 r1 r0
2cos2

0 r1 r0
2sin2

0cos
2

0 r1 r0
2sin2

0sin
2

0 r1 r0
2
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①、② の写像を順に施すと、定理１０．２から

Ψ                            Ψ
1 2

(  ,  ,  )       ←       (ρ,φ,  )       ←       (  ,θ,φ)x y z z r
                  = ρ φ                =  θx cos z r cos
                  = ρ φ               ρ=  θy sin r sin

(  ,  ,  )  = ( ∘Ψ ) (ρ,φ,  )ρ ρ φf x y z dxdydz f 1 z d d dz

= ρ( ∘Ψ ) (ρ,φ,  ) ρ φf 1 z d d dz

= ρ( ∘Ψ ∘Ψ )(  ,θ,φ) θ φf 1 2 r rdrd d

= ( ∘Ψ ∘Ψ )(  ,θ,φ) ρ θ φf 1 2 r rdrd d

= ( ∘Ψ ∘Ψ )(  ,θ,φ) θ θ φf 1 2 r r2sin drd d

（Ｐ．２８８　n 次元極座標）

(10.23)       Φ  = (  , θ  , … , θ  ) = (  , … ,  )n r 1 n－1 x1 xn
 = θx1 rcos 1

 = θ θx2 rsin 1cos 2 
⋮

 = θ θ … θ θxn－1 rsin 1sin 2 sin n－2cos n－1

 = θ θ … θ θxn rsin 1sin 2 sin n－2sin n－1

x1 = 5 の場合を例に幾何学n
θ →rcos 1

的意味を示す。

 = θx1 rcos 1

 = θ θx2 rsin 1cos 2 θ1
←r

 ,  ,  どれか確定x3 x4 x5
← θrsin 1

θ2

できない。

θ θ →rsin 1cos 2
 = θ θx3 rsin 1sin 2

だとしたら、  =  = 0x4 x5

x2
となってしまう。
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x2

θ θ →rsin 1cos 2

θ2 ← θrsin 1

 ,  なのか限
定できない。
x4 x5← θ θrsin 1sin 2

θ3

θ θ θ →rsin 1sin 2cos 3

x3

x3

θ θ θ →rsin 1sin 2cos 3

最後の  軸だけは  軸と同一x5 x4 ← θ θrsin 1sin 2θ3
θ θ θ θrsin 1sin 2sin 3sin 4

平面上にあると考えるしかない。
↓ x5

θ θ θ θ →rsin 1sin 2sin 3cos 4

← θ θ θrsin 1sin 2sin 3θ4

x4

（例）  = 3 の場合n

 = ( 1 , 1 , 1 ) ∈ P R 3

 = 1 ＋1 ＋1  = 3r 2 2 2

 = 1 なので   = 3 θ   →  θ  = 
3

1
  →  θ = 

3

3
  x1 x1 cos 1 cos 1 1 cos-1

 = 1 なので   = 3  θ θ  = 3×
3

2
× θ  → θ  = 

2

1
x2 x2 sin 1cos 2 cos 2 cos 2

→ θ = 
4

π
2

 の極座標 = ( 3  , 
3

3
 , 

4

π
 )P cos-1
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（Ｐ．２８８　命題１０．４）

任意の  = (  ,  , … ,  ) ∈  に対し、  = |  | > 0 として、              

 | | ≦ |  | =  だから、  = θ  となる θ ∈[ 0 , π] は存在し、一意的に

定まる。このとき  

x x1 x2 xn＋1 Rn＋1 r x

x1 x r x1 rcos 1 1

＋ ＋…＋x2
2 x2

3 x2
n＋1

= θ θ ＋ θ θ θ ＋…r2sin2
1cos

2
2 r2sin2

1sin
2

2cos
2

3

＋ θ … θ ＋ θ … θr2sin2
1 sin2

n－1cos
2θn r2sin2

1 sin2
n－1sin

2θn

= θ θ ＋ θ θ θ ＋…r2sin2
1cos

2
2 r2sin2

1sin
2

2cos
2

3

＋ θ … θr2sin2
1 sin2

n－1

= θ θ ＋ θ θ θ ＋…r2sin2
1cos

2
2 r2sin2

1sin
2

2cos
2

3

＋ θ … θ ＋ θ … θr2sin2
1 sin2

n－2cos
2θn－1 r2sin2

1 sin2
n－2sin

2θn－1

= θ θ ＋ θ θ θ ＋…r2sin2
1cos

2
2 r2sin2

1sin
2

2cos
2

3

＋ θ … θr2sin2
1 sin2

n－2

= … = θr2sin2
1

ここで、 θ  =  とすれば、rsin 1 R

 = θx2 Rcos 2

 = θ θx3 Rsin 2cos 3

 = θ θ θx4 Rsin 2sin 3cos 4

⋮

 = θ θ … θ θxn Rsin 2sin 3 sin n－2cos n

 = θ θ … θ θxn＋1 Rsin 2sin 3 sin n－2sin n

(  , θ  , θ  , … , θ  ) = ( ρ  , θ  , θ  , … , θ  ) とみなせば、帰納法の

仮定により 

R 2 3 n
'

1
'

2
'

n－1
'

( ρ  , θ  , θ  , … , θ  ) ∈ [ 0 , π]×[ 0 , π] ×…×[ 0 , π]×[ 0 , 2π]'
1
'

2
'

n－1
'

=  の内部  で一対一なので、  の内部  で一対一が示されたことになる。J J ○ I I ○
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（Ｐ．２８９　定理１０．５）

 = [  , ]×[α  , β ]×[α  , β ]×…×[α  , β ] = [  , ]×[α  , β ]×I s t 1 1 2 2 n n s t 1 1 K

x2

B
Θ(  ) = I β1

     ×K

α1

x1

= ×  とおく。B K

ここで、  は有界閉区間ではなく、有界集合（体積確定集合）である。B

Θ は ( θ  , … , θ  ) を固定し (  , θ  ) については、２次元極座標の変換を
2 n r 1

する。また、Ψ は  = θ  を固定x1 rcos 1
ρ

Bし、 ρ= θ  とする。（ 　  をrsin 1
注 x1

固定しても  , θ  は固定されないr 1

ので、ρ は固定されない）
x1

ρは閉区間を動くことになる。

定理７を使う前に、Ｐ．２５１に、仮定の ) だけで ) は必要ないとある。なぜなら、  が a b f I

 = ×  で可積分ならば、  の  における不連続点の集合を  とした場合、定理９．７かJ K f I B

 ら  は零集合である。よって、  を任意に決め、それを  とする関数 (  , ) の不B x x0 f x0 x0 y

連続点の集合を  とすれば、任意の(  , ) ∈  は (  , ) の不連続点になるので E x0 y E f x y

(  , ) ∈   よって、  ⊂  となる。零集合の部分集合は零集合（命題９．２ , 6)) にな x0 y B E B

る。故に、定理９．７から可積分となる。よって、定理７．１ 系１ も仮定 ) だけでよい。a

 (  ,  , … ,  ) …ó
õA

 
f x1 x2 xn＋1 dx1dx2 dxn＋1

Ψ∘Θ( ) =  なので、 Ψ、Θは全単写であることから、  = Θ ( Ψ ( ) ) であI A I －1 －1 A

る。 θ  = ρ とすれば、rsin 1

 = θx1 rcos 1

 = θ θ  = ρ θx2 rsin 1cos 2 cos 2

 = θ θ θ  = ρ θ θx3 rsin 1sin 2cos 3 sin 2cos 3

 = θ θ θ θ  = ρ θ θ θx4 rsin 1sin 2sin 3cos 4 sin 2sin 3cos 4
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 = θ θ θ θ θ  = ρ θ θ θ θx5 rsin 1sin 2sin 3sin 4cos 5 sin 2sin 3sin 4cos 5

    ⋮

 = θ θ  … θ θ  = ρ θ  … θ θxn－1 rsin 1sin 2 sin n－1cos n sin 2 sin n－1cos n

 = θ θ  … θ θ  = ρ θ  … θ θxn＋1 rsin 1sin 2 sin n－1sin n sin 2 sin n－1sin n

… 　 (  ,  , … ,  ) …  ← ①　ó
õ

ó
õA

　
f x1 x2 xn＋1 dx1dx2 dxn＋1

Ψは  を全く変えない写像なので  を固定したとしてもよい、しかし、上図に示x1 x1

したように、ρはある閉区間の中を動くことになる。したがって、帰納法の仮定から

可積分となり

= …  ( ∘Ψ ) (  , ρ, θ  , … , θ  )ρ θ … θ ρ θ 　　

… θ   ← ②

ó
õ

ó
õΨ－1(A )

 
f x1 2 n

n－1sinn－2
2 sin n－1dx1d d 2

d n

= …  ( ∘Ψ ) (  , ρ, θ  , … , θ  )ρ θ … θ ρ θ 　　

… θ  

ó
õ

ó
õΘ( I )

 
f x1 2 n

n－1sinn－2
2 sin n－1dx1d d 2

d n

= …  ( ∘Ψ ) (  , ρ, θ  , … , θ  )ρ θ … θ ρ θ 　　 

… θ  ← ③  

ó
õ

ó
õK×B

 
f x1 2 n

n－1sinn－2
2 sin n－1dx1d d 2

d n

=  {  ( ∘Ψ ) (  , ρ, θ  , … , θ  )ρ θ … θ ρ } θ        

… θ  ← ④ 

ó
õK

 ó
õB

 
f x1 2 n

n－1sinn－2
2 sin n－1dx1d d 2

d n

次に、  = θ  , ρ= θ  とする写像Θを施す。Θは ( θ  , … , θ  ) をx1 rcos 1 rsin 1 2 n

固定し、  , ρ だけを変換する写像なので、定理１０．１ と定理７．１ からx1

=  {  ( ∘Ψ∘Θ ) (  , θ  , θ  , … , θ  )ρ θ … θ  

θ  } θ 　　… θ  

ó
õK

　 ó
õ[s , t]×[α1 , β1]

 
f r 1 2 n

n－1sinn－2
2 sin n－1 rd

rd 1 d 2 d n

= …  ( ∘Ψ∘Θ ) (  , θ  , θ  , … , θ  )ρ θ … θ  

θ ρ θ 　　… θ  

ó
õ

ó
õK×[s , t]×[α1 , β1]

 
f r 1 2 n

n－1sinn－2
2 sin n－1

rdrd 1d d 2 d n

= …  ( ∘Ψ∘Θ ) (  , θ  , θ  , … , θ  ) ( θ ) θ … θ θ

θ 　　… θ  

ó
õ

ó
õI

 
f r 1 2 n rsin 1

n－1sinn－2
2 sin n－1rdrd 1

d 2 d n
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= …  ( ∘Φ  ) (  , θ  , θ  , … , θ  ) θ θ … θ θ   

θ 　　… θ  

ó
õ

ó
õI

 
f n＋1 r 1 2 n rnsinn－1

1sin
n－2

2 sin n－1drd 1

d 2 d n

という流れの証明であると思われるが、① から ② がつながらない。また、③ から

④ については、第Ⅱ巻のＰ．７９ 命題１．９ が必要であると思う。

そこで、定理１０．２ を拡張して、（自信がないので字を小さくする。）

(10.17)'    Ψ(  , θ,  , … , ) = (  ,  ,  , … , )r x3 xk x1 x2 x3 xk
 = θ ,  = θ ,  =  , … ,  = x1 rcos x2 rsin x3 x3 xk xk

で定義される写像 Ψ を用意する。  が (  ,θ,  , … ,  ) 空間の有界集合とし、  ⊂ B r x3 xk B I

となる 有界閉区間  で、Ψが  で一対一となるものが存在するものと仮定する。このとき、I I ○

 = Ψ( ) としたときA B

…  (  ,  ,  , … , ) …  ó
õ

ó
õA

 
f x1 x2 x3 xk dx1dx2dx3 dxk

= …  ( θ, θ,  , … , ) θ …ó
õ

ó
õB

 
f rcos rsin x3 xk rdrd dx3 dxk

証明は、半径  、中心角 θの扇形を底面とする高さ  , … ,  の  次元柱体の超体積をr x3 xk k

2

1
θ …  として証明できると思う。（ 一般分割については自信がない。）r2 x3 xk

この定理が認められれば、例えば、  = 5 のとき、定理１０．３ の証明と同様に次の等式が成りk

立つはずである。

… 　 (  ,  ,  ,  ,  )  ó
õ

ó
õA

 
f x1 x2 x3 x4 x5 dx1dx2dx3dx4dx5

= …  ( ∘Φ )(  , θ  ,θ  ,θ  ,θ ) θ θ θ θ θ θ θó
õ

ó
õB

 
f 5 r 1 2 3 4 r4sin3

1sin
2

2sin 3drd 1d 2d 3d 4

（証明）５次元極座標は次のようにする。

 = θx1 rcos 1

 = θ θ  = ρ θx2 rsin 1cos 2 cos 2

 = θ θ θ  = ρ θ θ  = τ θ  x3 rsin 1sin 2cos 3 sin 2cos 3 cos 3

 = θ θ θ θ  = ρ θ θ θ  = τ θ θ  = ξ θx4 rsin 1sin 2sin 3cos 4 sin 2sin 3cos 4 sin 3cos 4 cos 4

 = θ θ θ θ  = ρ θ θ θ  = τ θ θ  = ξ θx5 rsin 1sin 2sin 3sin 4 sin 2sin 3sin 4 sin 3sin 4 sin 4

写像 Ψ  , Ψ  , Ψ  , Ψ  を次のように定める。1 2 3 4
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Ψ  : (  ,θ  ,θ  ,θ )        →        ( ,θ  ,θ ,θ ) 4 r ,θ1 2 3 4 x1 ,ρ 2 3 4

                                       = θx1 rcos 1

                                      ρ= θrsin 1

Ψ  : (  ,  ,θ ,θ )        →        (  , ,θ  ,θ ) 3 x1 ρ,θ2 3 4 x1 x2 ,τ 3 4

                                      = ρ θx2 cos 2

                                     τ= ρ θsin 2

Ψ  : (  ,  ,  ,θ )        →         (  ,  , ,θ ) 2 x1 x2 τ,θ3 4 x1 x2 x3 ,ξ 4

                                      = τ θx3 cos 3

                                     ξ = τ θsin 3

Ψ  : (  ,  , ,θ )        →         (  ,  ,  , ) 1 x1 x2 x3 ,ξ 4 x1 x2 x3 x4 , x5

                                      = ξ θx4 cos 4

                                      = ξ θx5 sin 4

(  ,  ,  ,  ,  ) f x1 x2 x3 x4 x5 dx1dx2dx3dx4dx5

= ( ∘Ψ ) (  ,  ,  ,ξ,θ )ξ ξ θf 1 x1 x2 x3 4 d d 4dx1dx2dx3

= ξ( ∘Ψ ) (  ,  ,  ,ξ,θ ) ξ θf 1 x1 x2 x3 4 d d 4dx1dx2dx3

= ξ( ∘Ψ ∘Ψ ) (  ,  ,τ,θ  ,θ )τ τ θ θf 1 2 x1 x2 3 4 d d 3d 4dx1dx2

= τξ( ∘Ψ ∘Ψ ) (  ,  ,τ,θ  ,θ ) τ θ θf 1 2 x1 x2 3 4 d d 3d 4dx1dx2

= τξ( ∘Ψ ∘Ψ ∘Ψ ) (  ,ρ ,θ  ,θ  ,θ )ρ ρ θ θ θf 1 2 3 x1 2 3 4 d d 2d 3d 4dx1

= ρτξ( ∘Ψ ∘Ψ ∘Ψ ) (  ,ρ ,θ  ,θ  ,θ ) ρ θ θ θf 1 2 3 x1 2 3 4 d d 2d 3d 4dx1

= ρτξ( ∘Ψ ∘Ψ ∘Ψ ∘Ψ ) (  , θ  ,θ  ,θ  ,θ ) θ θ θ θf 1 2 3 4 r 1 2 3 4 rdrd 1d 2d 3d 4

= ρτξ( ∘Ψ ∘Ψ ∘Ψ ∘Ψ ) (  , θ  ,θ  ,θ  ,θ ) θ θ θ θr f 1 2 3 4 r 1 2 3 4 drd 1d 2d 3d 4

= × θ × θ θ × θ θ θ ×( ∘Ψ ∘Ψ ∘Ψ ∘Ψ ) (  , θ  ,

θ  ,θ  ,θ ) θ θ θ θ   

r rsin 1 rsin 1sin 2 rsin 1sin 2sin 3 f 1 2 3 4 r 1

2 3 4 drd 1d 2d 3d 4

= ( ∘Ψ ∘Ψ ∘Ψ ∘Ψ ) (  , θ  ,θ  ,θ  ,θ ) θ θ θ θ θ θ     

θ

f 1 2 3 4 r 1 2 3 4 r4sin3
1sin

2
2sin 3drd 1d 2d 3

d 4

Φ ( ) = (Ψ ∘Ψ ∘Ψ ∘Ψ ) ( ) =  なので、5 B 1 2 3 4 B A

… 　 (  ,  ,  ,  ,  )  ó
õ

ó
õA

 
f x1 x2 x3 x4 x5 dx1dx2dx3dx4dx5

= …  ( ∘Φ )(  , θ  ,θ  ,θ  ,θ ) θ θ θ θ θ θ θó
õ

ó
õB

 
f 5 r 1 2 3 4 r4sin3

1sin
2

2sin 3drd 1d 2d 3d 4

これと同じ手順で行えば、(10.24) を得ることができるはずである。多少強引だが、累次積分で

{ } の中を変数変換しても { } を簡単にはずせないのでこの方法ならすっきりする。しかも  はB
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有界集合である。いずれにせよ、第Ⅱ巻に変数変換についての記述があるので、それに期待

したい。

（Ｐ．２９１　７行目　f が I 上可積分なら広義可積分）

ここで、  = [   , ) であったが、  が  上可積分の  は [  , ] であって、命題５．

２ から、 ( ) =  ( )  は [  , ] で連続であるから

I a b f I I a b

F t ó
õa

t
f x dx a b

lim   ( )  = lim  { ( )－ ( ) } = ( )－ ( )  
t→b－0

ó
õa

t
f x dx

t→b－0
F t F a F b F a

となって、  ( )  = ( )－ ( ) と一致する。ó
õa

b
f x dx F b F a

（Ｐ．２９１　例３）

 lim    = 0 である。なぜなら、 lim  
 

 = lim  
1

1

 = 0
x→0

xlog x
x→∞ x

log x

x→∞

x

lim  
1

 
1

 = 0 = －lim     　よって、lim    = 0 
x→0

x

log
x

x→0
xlog x

x→0
xlog x

（次の準備のためにＰ．２９０　定義 1, 1) について確認）

有界閉区間  = [  , ] で  は で可積分とあるが、Ｐ．２１１ 問題 2) から、可I a u f  有 界

積分というだけでよいことになる。( ただし、  ≠  とする。)a u

（証明）可積分性から、任意のε> 0 （ここでは、1 とする。） に対し、δ> 0 が存在 

して、 (Δ) <δ となる任意の分割Δに対し、代表点ξ  の取り方によらずd k

| (  ;Δ;ξ)－   | < 1　…　①s f ó
õI

 
f

が成り立つ。

 ∈ (Δ) を任意に一つ決め、  ≠  ∈ (Δ) に対し ξ  ∈  を一つ固定k K k m K m Im

して   =  (ξ ) ( ) ,   =   とおくと、任意のξ  ∈  に対してB å
m∈K(Δ),m≠k

 

f m v Im
ó
õI

 
f J k Ik

（  とξ  は固定されているが、ξ  は  の中を自由に動ける。）k m k Ik

(  ;Δ;ξ) = ＋ (ξ ) ( )  なので、①と分点の約束から ( ) > 0 なのでs f B f k v Ik v Ik

| ＋ (ξ ) ( )－  | < 1   →   | (ξ ) ( )－( － ) | < 1B f k v Ik J f k v Ik J B
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1 1
－ －1 < (ξ ) ( ) < － ＋1J B f k v Ik J B

( )

1
( － －1) < (ξ ) < 

( )

1
( － ＋1)

v Ik
J B f k v Ik

J B (ξ ) ( )f k v Ik －J B

が成り立つ。  ,  は確定した値なので、  は  上有界、  ∈ (Δ) は任意だかJ B f Ik k K

ら  は  上有界となる。f I

が、定理がないためか、それとも念を押すためなのかわ 有 界 と い う 条 件 の 必 要 性

からない。ここでは、必要とみなして進める。

（Ｐ．２９２　命題１１．１（コーシーの条件））

Ⅰ章 定理６．１０（コーシーの条件） ⊂  を  の部分集合とし、  を  におけB A
___
R a

___
R

る  の触点とする。このとき、関数  :  →  に対し次の条件 ) , ) は同値でB f A R a b

ある。

) lim  ( ) ∈  が存在する。a
x→a,x∈B

f x R

) 任意の ε> 0 に対して、  の近傍  が存在して、  ,  ∈ ∩  ならばb a U x y U B

| ( )－ ( ) | < ε となる。f x f y

この定理を広義積分に適用する。

 =  = [  , ) として、  を  における  の触点と考えればよい。A B a b b
___
R B

( ) =  ( )F u ó
õa

u
f x dx

とおけば、 ) は lim  ( ) =  ∈  となる。a
x→b－0

F u J R

) は、任意の ε> 0 に対し、 －  = δ> 0 として、  の近傍 ( ,δ) をとればb b c b U b

 ,  ∈ ( ,δ)∩[  ,  ) 　ならば、  <  <  <  なのでu v U b a b c u v b

| ( )－ ( ) | = |  ( ) －  ( )  | = |  ( )  | < ε　となり、Ⅰ章定理F u F v ó
õa

u
f x dx ó

õa

v
f x dx ó

õv

u
f x dx

６．１０ と同様にできる。

（Ｐ．２９２　命題１１．２）

 ≦  <  <  の  の後ろの不等号 ≦ は、定義 １ の条件 1 と定理3.5 によるもa v u b a

のである。

任意の  ∈ [  ,  ) に対しu a b
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|  ( )  | ≦  | ( ) |  ≦  ( )   が成り立つので、 → －0 としてó
õa

u
f x dx ó

õa

u
f x dx ó

õa

b
g x dx u b

|  ( )  | ≦  | ( ) |  ≦  ( ) 　となる。ó
õa

b
f x dx ó

õa

b
f x dx ó

õa

b
g x dx

（Ｐ．２９３　例５）

　  = －   ここで、  = －   ,  = 
1

 とおけばó
õ

f 'g fg ó
õ
fg ' f cos x g

x

=   , = －
1

  となりf ' sin x g '

x2

|  
 

 | = | －
 

 －  
 

 |
ó
ô
õv

u

x

sin x
dx

x

cos x

v

u ó
ô
õv

u

x2

cos x
dx

= | －
 

＋
 

 | ＋ |  
 

 |   
u

cos u

v

cos v ó
ô
õv

u

x2

cos x
dx

≦ 
1

＋
1

＋  
1

 = 
1

＋
1

＋ －
1

 = 
1

＋
1

＋
1

－
1

 = 
2

 → 0 
u v

ó
ô
õv

u

x2 dx u v x v

u

u v v u v

 
|  |

 =  
＋ π

 
 

ó
ô
õnπ

(n＋1)π

x

sin x
dx

ó
ô
õ0

π

t n

sin t
dt

(  = ＋ π,  = 1 また、[ 0 , π] では、   ≧ 0 ) t x n
dx

dt
sin x

=  
＋ π

1
 ·    　　ここで、 

＋ π

1
 > 

( ＋1)π

1
   ( 0 ≦  ≦ π) から

ó
ô
õ0

π

t n
sin t dt

t n n
t

> 
( ＋1)π

1
  

n
ó
õ0

π
sin tdt y = 

x
1

面積 = 
＋1

1
×1

n
↓

= 
( ＋1)π

1
[ －  ]

n
cos t 0

π

＋1     ＋2n n

= 
( ＋1)π

2
 > 

π

2
 
1

 
n

ó
ô
õn＋1

n＋2

x
dx

よって

 
|  |

 =  
|  |

＋  
|  |

＋…＋  
|  |

 
ó
ô
õ0

nπ

x

sin x
dx

ó
ô
õ0

π

x

sin x
dx

ó
ô
õπ

2π

x

sin x
dx

ó
ô
õ(n－1)π

nπ

x

sin x
dx

> 
π

2
 
1

 ＋
π

2
 
1

 ＋…＋
π

2
 
1

 
ó
ô
õ1

2

x
dx

ó
ô
õ2

3

x
dx

ó
ô
õn

n＋1

x
dx
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= 
π

2
 
1

 = 
π

2
( ) = 

π

2
( ＋1) → ＋∞   ( →∞ )

ó
ô
õ1

n＋1

x
dx log x

n＋1

1
log n n

（Ｐ．２９３　定理１１．３）

定義１の１）には、有界で可積分とあるが、この定理では可積分のみである。

１） については、 ( ) = (
1

) (  → ＋∞ ) で α> 1 なのでf x O
xα x

| 
1

 |

| ( ) |
 ≦   (  → ＋∞ )  →  | ( ) | ≦  

1
   (  → ＋∞ )  

xα

f x
C x f x C

xα x

よって、 ( ) =  ( α> 1 )  とすればよい。g x
xα

C

２） についても同様で

| ( － )  |

| ( ) |
 = 

( － )

| ( ) |
 ≦   (  → －0 )  なので  | ( ) | ≦ ( － )

b x β

f x

b x β

f x
C x b f x C b x β

よって、 ( ) = ( － )  ( β > －1 ) とすればよい。g x C b x β

注意 1 にあるように、ある区間 [  , ) で | ( ) | ≦ ( ) となる。また、どちらの場c b f x g x

合いも、 ( ) は任意の  ∈ [  , ) に対し、[  , ]上連続関数なので可積分であg x t c b c t

り、[  , ] は有界閉区間なので最大値が存在することから有界である。したがってc t

定義 １ の条件 １） をみたす。

（Ｐ．２９４　例６）

まずは次の定理が必要である。

（定理）　 ( ）は開区間（  , ]で連続な  の関数、φ（ ）は（α、β]で微分可能f x a b x t

で狭義単調関数であり、α＜  ≦β　のとき　 ＜φ（ ）≦ 　、 ＝ lim φ(t)、t a t b a
t→α＋0

φ(β) =  であると仮定する。この仮定のもとで、広義積分  ( )  が収束すb ó
õa＋

b
f x dx

るための必要十分条件は、広義積分　  (φ( ))φ'( ) 　が収束することでó
õ→α

β
f t t dt

あって、収束するときには等式：

　 ( )  = 　 (φ( ))φ'( )        … ①　ó
õ→a

b
f x dx ó

õ→α

β
f t t dt

が成り立つ。
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（証明）

α＜ρ≦β、  ＝φ（ρ） とすれば、Ⅳ章　定理５．６によりr

　 （ ）ｄ 　＝　 　 (φ( ))φ'( ) 　…　②　ó
õr

b
f x x ó

õρ

β
f t t dt

仮定により、広義積分

　 ( ) 　= lim 　 ( )ó
õ→a

b
f x dx

r→ａ＋0

ó
õr

b
f x dx

が収束するから、任意のε> 0 に対し、ある δ  > 0 が存在し、 －  < δ  ならば
1 r a 1

| 　 ( ) － 　 ( )  | < ε　…　③ó
õ→a

b
f x dx ó

õr

b
f x dx

とすることができる。

また、 ＝ lim φ(t) から、上のδ  に対し、ある δ> 0 が存在して、ρ－α < δa
t→α＋0 1

ならば、φ(ρ) =  なので －  < δ  とすることができる。r r a 1

よって、③ に ② を代入すれば、任意の ε> 0 に対し、ある δ> 0 が存在して 

ρ－α < δ ならば、| 　 ( ) － 　 (φ( ))φ'( )  | < εó
õ→a

b
f x dx ó

õρ

β
f t t dt

したがって、 lim 　 　 (φ( ))φ'( ) 　= 　 ( )
ρ→α＋0

ó
õρ

β
f t t dt ó

õ→a

b
f x dx

すなわち広義積分　 　 (φ( ))φ'( ) 　も収束して等式 ① が成立する。 ó
õ→α

β
f t t dt

逆に広義積分　 　 (φ( ))φ'( )  が収束すると仮定する。ó
õ→α

β
f t t dt

極限 lim  ( ) 　が存在することを証明するためには、Ⅰ章　定理６．２系に
r→a＋0

ó
õr

b
f x dx

より ＜ ≦ 、 lim ＝  となる任意の数列｛ ｝ に対してa rn b
n→∞

rn a rn

極限　 lim 　 ( )  が収束することをいえばよい。
n→∞

ó
õrn

b
f x dx

仮定により、  ＝ lim φ(t) であるから、Ⅰ章　定理８．１系３ 中間値の定理によa
t→α＋0

って、各  に対してrn

＝φ（ρ ） となる　ρ   (α＜ρ ≦β) が存在する。rn n n n

数列｛ρ ｝がαに収束することを確かめるために、｛ρ ｝がαに収束しないと仮定n n

すれば、あるε＞ 0 に対して、α＋ε≦ρ ≦β　となる項ρ が無限に存在するn n
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ことになる。Ⅰ章　定理３．４により収束する部分列が存在するので、その極限を

ω＝ lim ρ とすれば、
m→∞ nm

α＋ε≦ρ ≦βであるから、α＋ε≦ω≦βであるが、nm

ω= β ならば、 lim φ（ρ ）＝  > 
m→∞ nm

b a

ω< β ならば、 lim φ（ρ ）＝ φ(ω) > 
m→∞ nm

a

いずれにせよ、Ⅰ章　(３．１８）から lim φ（ρ ）＝ lim ＝ lim ＝ 　なので
m→∞ nm m→∞

rnm n→∞
rn a

矛盾する。ゆえに、 lim ρ ＝α である。よって
n→∞ n

lim  ( )  = lim 　 (φ( ))φ'( )  = 　 (φ( ))φ'( )  
n→∞

ó
õrn

b
f x dx

n→∞

ó
õρn

β
f t t dt ó

õ→α

β
f t t dt

すなわち、広義積分  ( ) 　は収束して等式 ① は成り立つ。ó
õ→a

b
f x dx

α≦  <β　のとき　 ＜ψ（ ）≦ 　、 ＝ lim φ(t) 、φ(α) =  となる場合も　t a t b a
t→β－0

b

ある。そのような場合は、定理５．６ の内容をもう少し詳しく調べる必要がある。

Ⅳ章　定理５．６の仮定は、ⅰ)  は  = [  , ] で連続、ⅱ)ψ( ) は  = [α,β] でf I a b t J

微分可能、ⅲ) ψ'( ) は  で有界可積分、ⅳ) ψ( ) ⊂  , ψ(α) =  , ψ(β) = t J J I a b 

であって、このとき

 ( )  =  (ψ( ) )ψ'( )ó
õφ(α)

φ(β)
f x dx ó

õα

β
f t t dt

となる。  

この定理を補足すると、α<βを  に属する 2 点とし、  = φ(α) ,  = φ(β) でJ a b

あって、  ,  が  に含まれていればよい。したがって、φ(α) >φ(β) という場合a b I

もありうるわけである。

したがって、この場合は、  = lim φ(t) 、φ(α) =  なので、α≦ρ<β からa
t→β－0

b

 ( )  =  ( )  =  (ψ( ) )ψ'( )   …　②'ó
õb

φ(ρ)
f x dx ó

õb

r
f x dx ó

õα

ρ
f t t dt

仮定により、広義積分

　 ( ) 　= lim 　 ( )ó
õb

→a
f x dx

r→a＋0

ó
õb

r
f x dx
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が収束するから、任意のε> 0 に対し、
  ó

õ小

大
 f(x)dx = －ó

õ大

小
 f(x)dx

ある δ  > 0 が存在し、 －  < δ  ならば
1 r a 1

 ( )  = －  ( )ó
õ→a

b
f x dx ó

õb

→a
f x dx

| 　 ( ) － 　 ( )  | < ε　…　③'ó
õb

→a
f x dx ó

õb

r
f x dx

両辺の→  は、どちらも同じa

とすることができる。 ＋0 を意味する。a

また、 ＝ lim ψ(t) から、上のδ  に対し、ある δ> 0 が存在して、β－ρ < δa
t→β－0 1

ならば、 － 　< δ  とすることができる。( ＜φ（ρ）≦  だから) r a 1 a b

よって、③' に ②' を代入すれば、任意の ε> 0 に対し、ある δ> 0 が存在して 

β－ρ < δ ならば、| 　 ( ) －( 　 (ψ( ))ψ'( ) ) | < εó
õb

→a
f x dx ó

õα

ρ
f t t dt

したがって、 lim  　 (ψ( ))ψ'( ) 　= 　 ( )  = － 　 ( )
ρ→β－0

ó
õα

ρ
f t t dt ó

õb

→a
f x dx ó

õ→a

b
f x dx

すなわち広義積分　 　 (ψ( ))ψ'( ) 　も収束して等式 ① が成立する。 ó
õα＋

β
f t t dt

逆については上の証明を真似ればよい。

次に、定理１１．３、２）を変更して、  ( )  にすると ó
õ→a

b
f x dx

 ∈  で ( ) = ( ( － ) )  (  → ＋0 ) で、β> －1 となる。実際、a R f x O x a β x a

 ( － )  = 
β＋1

( － )
 → 

β＋1

( － )
  (  → ＋0 ) がβ> －1 で成 ó

õu

 c
x a βdx

x a β＋1
c

u

c a β＋1

u a

立つ。

準備ができたので、例 ６ にもどる。

 :  = ( 0 , 
2

π
 ] →  は任意の  ∈  に対し [  , 

2

π
 ] で連続なので可積分でf I R t I t

ある。 ( ) = ( － )  = ( －0)  とすれば、任意のβ> 0 に対しg x C x a β C x β

 
 =   －      よってxβlog

x

sin x
xβlog sin x xβlog x

   =  ＋
 

 → 0  (  → ＋0 ) xβlog sin x xβlog x xβlog
x

sin x
x

となる。そこで、β= －
2

1
 として

   =  ＋
 

  x 2

1

log sin x x 2

1

log x x 2

1

log
x

sin x

230



  
 → 0 (  → ＋0 )

x
－

2

1

log sin x
x

よって、  > 0 で、    = (( －0) )   (  → ＋0 )x log sin x O x
－

2

1

x

したがって、     は絶対収束する。そこで変数変換し、
ó
ô
õ→0

2

π

log sin x

 =      I
ó
ô
õ→0

2

π

log sin x dx

 =π－    →    =π－    →  = -1  (0 ≦π－   →  ≦π, 
2

π
 =π－  t x x t

dt

dx
t t t

→  = 
2

π
)t

= －  (π－ )  = ( π (－ )＋ π (－ ))
ó
ô
õ→π

2

π

log sin t dt
ó
ô
õ 2

π
 

→π

log sin cos t cos sin t dt

-3 0 3

-4

-2

2

4

= ( (－1) × (－ ) )
ó
ô
õ 2

π 

→π

log sin t dt

 =  y sin x

=  ( (－1)×(－  ) )  
ó
ô
õ 2

π

→π

log sin t dt

=     
ó
ô
õ 2

π

→π

log sin t dt

=        … ①
ó
ô
õ 2

π

→π

log sin x dx

 =       を変数変換して、  = 
2

π
－  とすると、  = 

2

π
－  となりI

ó
ô
õ→0

2

π

log sin x dx t x x t

-3 0 3

-4

-2

2

4 =  y cos x= -1  (0 ≦ 
2

π
－   →  ≦ 

2

π
, 

2

π
 = 

dt

dx
t t

2

π
－  →  = 0)t t

= －  (
2

π
－ )               

ó
ô
õ→

2

π

0

log sin t dt

=  (
2

π
－ )                

ó
ô
õ0

→
2

π

log sin t dt
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= {
2

π
(－ )＋

2

π
(－ )}  =   (－ )

ó
ô
õ0

→
2

π

log sin cos t cos sin t dt
ó
ô
õ0

→
2

π

log cos t dt

=     　=     　　… ②
ó
ô
õ0

→
2

π

log cos t dt
ó
ô
õ0

→
2

π

log cos x dx

①、② より

 =     =      =     I
ó
ô
õ→0

2

π

log sin x dx
ó
ô
õ 2

π

→π

log sin x dx
ó
ô
õ0

→
2

π

log cos x dx

   ＋     =     = 2   なので
ó
ô
õ→0

2

π

log sin x dx
ó
ô
õ 2

π

→π

log sin x dx ó
õ→0

→π
log sin x dx I

 = 
2

1
   I ó

õ→0

→π
log sin x dx

 = 2   →   = 2 とするとy x
dx

dy

　 ( )  = 　 (φ( ))φ'( )   も上と同様に証明できるので ó
õa

→b
f x dx ó

õα

→β
f t t dt

 = 
2

1
    = 

2

1
  (2 ) · 2  =   (2 )  I ó

õ→0

→π
log sin y dy

ó
ô
õ→0

→
2

π

log sin x dx
ó
ô
õ→0

→
2

π

log sin x dx

=  (2    )
ó
ô
õ→0

→
2

π

log sin x cos x dx

=   2 ＋     ＋     
ó
ô
õ→0

→
2

π

log dx
ó
ô
õ→0

→
2

π

log sin x dx
ó
ô
õ→0

→
2

π

log cos x dx

=   2 ＋     ＋     
ó
ô
õ0

2

π

log dx
ó
ô
õ→0

2

π

log sin x dx
ó
ô
õ0

→
2

π

log cos x dx

=
2

π
 2 + 2     （②より)log I

よって、  = 
2

π
2 + 2   を得る。I log I

（Ｐ．２９５　定理１２．１　Γ関数とΒ関数）

１）　Ⅲ章　（３．１４）から lim   = lim   = 0 だから、  = ( )  ( →＋∞)
t→∞ t－n

e－t

t→∞ et
tn

e－t O t－n t

よって、  = (  )  ( →＋∞ )   となる。e－ttx－1 O tx－n－1 t
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そこで、  >  となるような  をとればn x n

0 2

-0.9

0.9

1.8

2.7

3.6
－ －1 < －1  なので、定理１１．３、１）x n  = 0x

により、広義積分
0.7 5

                 ó
õ1

＋∞
e－ttx－1 dt 1

2は絶対収束する。つまり、  ではó
õ1

＋∞

任意の  に対して絶対収束する。x

(  = 0 , 0.7 , 1 , 2 , 5 の Γ( ) )x x残りは、  であるがó
õ0

1

1 >  > 0 ならば　 ( ) =  は  = 0 の近傍で有界ではないが  は有界x f t e－ttx－1 t e－t

なので

 = (  )  ( →＋0 ) である。したがって、定理１１．３、２）よりe－ttx－1 O tx－1 t

β = －1 と考え、β > －1 なので、広義積分x

  ó
õ0

1
e－ttx－1 dt

は絶対収束する。  ≧ 1 ならば  は [ 0 , 1 ] で連続なので、この積分はx e－ttx－1

存在する。よって、  > 0 ならば、x

   ＋   =  ó
õ0

1
e－ttx－1 dt ó

õ1

＋∞
e－ttx－1 dt ó

õ0

＋∞
e－ttx－1 dt

は収束することになる。

 = 0 の場合は、  ∈ [0 , 1] ではx t

－  = ( 1＋1＋
2!

1
＋

3!

1
＋… )－( 1＋ ＋

2!

1
＋

3!

1
＋… )e et t t2 t3

= (1－ )＋
2!

1
(1－ )＋

3!

1
(1－ )＋… ≧ 0t t2 t3

よって、  >  → 
1

 < 
1

 となるから、Ｐ．２９１ 例４ からe et
e et

   =  
1

  ≧  
1

  = 
1

 
1

  = ＋∞ó
õ→0

1
e－tt－1 dt

ó
ô
õ→0

1

ett
dt

ó
ô
õ→0

1

et
dt

e

ó
ô
õ→0

1

t
dt
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[1 , ∞) で  > 0 なので e－tt－1

  >    ó
õ0

＋∞
e－tt－1 dt ó

õ→0

1
e－tt－1 dt

したがって、Γ(0) は発散する。

２）　Β( , ) =  (1－ )    (  > 0 ,  > 0 )　についてx y ó
õ0

1
tx－1 t y－1dt x y

( ) = (1－ )  はf t tx－1 t y－1
y

㋒では連続関数なので積分は収束する。 ㋐ ㋒

㋐では  = 0 の近傍で有界ではない。t 1

　㋑ 　　㋑では  = 0 ,  = 1 の近傍で有界ではない。t t ㋓

㋓では  = 1 の近傍で有界ではない。t 0             1
x

( 0 <  < 1 ,  ≧ 1 )（㋐の場合） x y

( )
 = 

(1－ )
 = (1－ )  → 1  ( →＋0 )

tx－1

f t

tx－1

tx－1 t y－1

t y－1 t

よって、 ( ) = (  )  ( →＋0 )f t O tx－1 t

この場合、0 <  < 1 なので、　－1 < －1 < 0  したがって　β> －1 となり、定理x x

１１．３、２）から絶対収束する。

( 1 ≦  , 0 <  < 1 )（㋓の場合） x y

(1－ )

( )
 = 

(1－ )

(1－ )
 =  → 1  ( →1－0 )

t y－1

f t

t y－1

tx－1 t y－1

tx－1 t

よって、 ( ) = ((1- )  )  ( →1－0 )f t O t y－1 t

この場合、0 <  < 1 なので、　－1 < －1 < 0  したがって　β> －1 となり、定理１y y

１．３、２）から絶対収束する。

( 0 <  < 1 , 0 <  < 1 )（㋑の場合） x y

0 <  < 1  から、  = 0 の近傍では (1－ )  は有界なのでy t t y－1

( )
 = 

(1－ )
 = (1－ )  → 1  ( →＋0 )

tx－1

f t

tx－1

tx－1 t y－1

t y－1 t

よって、 ( ) = (  )  ( →＋0 )f t O tx－1 t
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この場合、0 <  < 1 なので、　－1 < －1 < 0  したがって　β> －1 となり、定理x x

１１．３、２）から絶対収束する。

0 <  < 1 から、  = 1 の近傍では  は有界なのでx t tx－1

(1－ )

( )
 = 

(1－ )

(1－ )
 =  → 1  ( →1－0 )

t y－1

f t

t y－1

tx－1 t y－1

tx－1 t

よって、 ( ) = ((1- )  )  ( →1－0 )f t O t y－1 t

この場合、0 <  < 1 なので、　－1 < －1 < 0  したがって　β> －1 となり、定理１y y

１．３、２）から絶対収束する。

以上で、  > 0 ,  > 0 で (12.2) が収束することがわかった。x y

◎  = 0 ,  > 0 の場合は、0 <  ≦ 1 で収束しない。x y y

( ) = ( 1－  )   として、  '( ) = －( －1 )( 1－  )  ≧ 0   ( 0 ≦  ≦ 1 )f t t y－1 f t y t y－2 t

よって、 ( ) は [0 , 1] で単調増加関数であり、 (0) = 1 なので、( 1－  )  ≧ 1f t f t y－1

故に、Ｐ．２９１ 例４ から

 ( 1－  )   ≧    = ＋∞ó
õ0

1
t－1 t y－1 dt ó

õ0

1
t－1 dt

◎  > 0 ,  = 0 の場合は、0 <  ≦ 1 で収束しない。x y x

( ) =   として、  '( ) = ( －1 )  ≦ 0   ( 0 ≦  ≦ 1 )f t tx－1 f t x tx－2 t

よって、 ( ) は [0 , 1] で単調減少関数であり、 (1) = 1 なので、  ≧ 1f t f tx－1

故に

 ( 1－  )   ≧  
1－

1
 ó

õ0

1
tx－1 t －1 dt

ó
ô
õ0

1

t
dt

ここで、  = 1－  と変数変換すれば、  = 1－   →   = －1  よってz t t z
dz

dt

 
1－

1
  = －  

1
  =  

1
  = ＋∞

ó
ô
õ0

1

t
dt

ó
ô
õ1

0

z
dz

ó
ô
õ0

1

z
dz

◎  = 0 ,  = 0 の場合は、0 ≦  ≦ 1 で  >  なのでx y t t t2

 ( 1－  )   =  
－

1
  ≧  

1
  = ＋∞ ó

õ0

1
t－1 t －1 dt

ó
ô
õ0

1

t t2 dt
ó
ô
õ0

1

t
dt
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したがって、  > 0 ,  > 0 としておく方が無難である。グラフ作成ソフトで確認するx y

ことを勧める。微妙な差が収束につながっていることに気づくはずである。

（例）

①  = (1－ )   ②  = (1－ )   ③  = (1－ )  は  = 
1

 と比y x－0.9 x －0.9 y x－1 x －1 y x－1 x －0.5 y
x

べると、①が収束し、②、③が発散することがわかる。 

 ④ y =x－0.9(1－x)－1 につては、y = 
1－x

1
 と比べると発散することがわかる。 

いずれにしても、部分的に拡大してみないとわからない。この紙面では限界があ

る。ある意味で がわかるはずだ。 数 学 の す ご さ

（Ｐ．２９７　定理１２．２）

( ) ' =  ' ＋  '   →    '  = ( ) '－  'fg f g fg f g fg fg

 ' =  →  = －f e－t f e－t

 =  →  ' = g tx g xtx－1

1) Γ( ＋1) =   = [ － ] －  (－ )  x ó
õ0

＋∞
e－ttxdx e－ttx

0

＋∞ ó
õ0

＋∞
e－t xtx－1 dt

= 0－  (－ )  =    = Γ( )ó
õ0

＋∞
e－t xtx－1 dt xó

õ0

＋∞
e－ttx－1 dt x x

3)

Γ( ＋2) = ( ＋1)Γ( ＋1) = ( ＋1) Γ( )x x x x x x

Γ( ＋3) = ( ＋2)Γ( ＋2) = ( ＋2)( ＋1)Γ( ＋1) = ( ＋2)( ＋1) Γ( ) x x x x x x x x x x

1) を  回繰り返すとn

Γ( ＋ ) = ( ＋ －1)( ＋ －2)… Γ( )x n x n x n x x

6)   =  →  = 2  →  = 
2

1
t r2

dr

dt
r

dt

dr

r

2  = 2 × ×
2

1
 = ×   ó

õ0

＋∞
e－r2

r2x－1dr
ó
ô
õ0

＋∞

e－t

r

tx

r
dt

ó
ô
õ0

＋∞

e－t

t

tx
dt

=  = Γ( )ó
õ0

＋∞
e－ttx－1dt x
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7)   = θ → 
θ

 = 2 θ θt sin2

d

dt
sin cos

Β( , ) =  (1－ )  =  θ θ×2 θ θ θ x y ó
õ0

1
tx－1 t y－1dt

ó
ô
õ0

2

π

sin2x－2 cos2y－2 sin cos d

= 2  θ θ θ
ó
ô
õ0

2

π

sin2x－1 cos2y－1 d

次に、  = 1－  →  = －1t s
ds

dt

Β( , ) =  (1－ )  =  (1－ ) ×(－1) 　x y ó
õ0

1
tx－1 t y－1dt ó

õ1

0
s x－1sy－1 ds     

=  (1－ )   = Β( , )ó
õ0

1
sy－1 s x－1 ds y x

（Ｐ．２９７　定理１２．３）

lim  4  
R→＋∞

ó
õ
ó
õ[0,R]×[0,R]

 
e-(u2＋v2)u2x－1v2y－1dudv

ここで、 ( , ) =  は [ 0 ,  ]×[ 0 ,  ] で連続なので可積分f u v e-(u2＋v2)u2x－1v2y－1 R R

である。よって、定理７．３から

= lim ( 2   · 2   )
R→＋∞

ó
õ0

R
e－u2

u2x－1du ó
õ0

R
e－v2

v2y－1dv

定理１２．２，６）より

= 2   ·  2   = Γ( )Γ( )ó
õ0

＋∞
e－u2

u2x－1du ó
õ0

＋∞
e－v2

v2y－1dv x y

後半に関しては

( , ) > 0 なので、  ≦  ≦  である。  は単調増加であり、上に有界なf u v JR/ 2 IR JR IR

ので収束する。また、 lim   = lim   から
R→＋∞

JR/ 2 R→＋∞
JR

lim   = lim   = Γ( )Γ( )
R→＋∞

IR R→＋∞
JR x y

次に  を定理１０．１により極座標 (  = θ ,  = θ )で表せばIR u rcos v rsin

Γ( )Γ( ) = lim   = lim  4  x y
R→＋∞

JR R→＋∞

ó
õ
ó
õ[0,R]×[0,R]

 
e-(u2＋v2)u2x－1v2y－1dudv

= lim   = lim  4  θ θ θ
R→＋∞

IR R→＋∞

ó
ô
õ0

2

πó
ô
õ0

R 

e-r2

r2x＋2y－2cos2x－1 sin2y－1 rdrd
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= 2 θ θ θ · lim  2
ó
ô
õ0

2

π

cos2x－1 sin2y－1 d
R→＋∞

ó
õ0

R 
e-r2

r2x＋2y－2rdr

= 2 θ θ θ · 2  
ó
ô
õ0

2

π

cos2x－1 sin2y－1 d ó
õ0

＋∞ 
e-r2

r2(x＋y)－1dr

= ( , )Γ( ＋ )B x y x y

ここでは、定理１２．２，６）、７）を使っているが、まだこの段階では２変数の広義積

分が定義されていないので多少無理があるように感じる。

（Ｐ．２９８　例１）

(  = 2  ( ∈  )の場合 )n m m N

 =  θ θ= 

2Γ(
2

＋1)

Γ(
2

＋1
)Γ(

2

1
)

 = 
2Γ( ＋1)

Γ( ＋
2

1
)Γ(

2

1
)

 In
ó
ô
õ0

2

π

sinn d
n

n

m

m

= 
2

(2 －1)!!
π · π · 

2 !

1
 = 

2 !

(2 －1)!!
 · 

2

π
 = 

(2 )!!

(2 －1)!!
 · 

2

π
  

m

m

m mm

m

m

m

（  = 3 の場合　2 ×3! = 2× ×2× ×2×  = 2×4×6 = 6!! ）m 3 1 2 3

(  = 2 ＋1 ( ∈  )の場合 )n m m N

 =  θ θ= 

2Γ(
2

＋1)

Γ(
2

＋1
)Γ(

2

1
)

 = 

2Γ( ＋1＋
2

1
)

Γ( ＋1)Γ(
2

1
)

 In
ó
ô
õ0

2

π

sinn d
n

n

m

m

= ! π · 
2 π (2( ＋1)－1)!!

2
 = 

(2( ＋1)－1)!!

2 !
 = 

(2 ＋1)!!

(2 )!!
   m

m

m＋1

m

mm

m

m

（Ｐ．２９９　（１２．４））

 =  とすれば　
1

 =  →  =  
1

  ,  = －  = －s e－t

s
et t log

s dt

ds
e－t s

Γ( ) =   =   · (  
1

 )  · (－
1

)  =  (  
1

 )  x ó
õ0

＋∞
e－ttx－1dt

ó
ô
õ1

0

s log
s

x－1

s
ds

ó
ô
õ0

1

log
s

x－1ds
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（Ｐ．２９９　（１２．５））

 = ( － ) ＋  →  = 
－

－
 → 1－  = 

－

－ －( － )
 = 

－

－
s b a t a t

b a

s a
t

b a

b a s a

b a

b s

 = 
－

1
 ,     = 0 →  =  ,  = 1 →  =  

ds

dt

b a
t s a t s b

Β( , ) =  (1－ )  =  
－

－
· 

－

－
· 

－

1
 x y ó

õ0

1
tx－1 t y－1dt

ó
ô
õa

b

b a

s a x－1

b a

b s y－1

b a
ds

= 
( － )

1
 ( － ) ( － )

b a x＋y－1
ó
õa

b
s a x－1 b s y－1ds

よって

 ( － ) ( － )  = ( － ) Β( , )ó
õa

b
s a x－1 b s y－1ds b a x＋y－1 x y

（Ｐ．２９９　（１２．６））

 >  > 0 ならば　 －  > 0 である。y x y x

ここで  = 
1＋

1
 とすれば 1－  = 

1＋

1＋ －1
 = 

1＋
  ,   = －

(1＋ )

1
t

s
t

s

s

s

s

ds

dt

s 2

 = 0 (  →＋∞ ) ,  = 1 (  = 0 ) t s t s

Β( － , ) =  (1－ )y x x ó
õ0

1
ty－x－1 t x－1dt

= －  
1＋

1
· 

1＋
 · 

(1＋ )

1
 

ó
ô
õ＋∞

0

s

y－x－1

s

s x－1

s 2
ds

=  
(1＋ )

  =  
(1＋ )

 
ó
ô
õ0

＋∞

s y－x－1＋x－1＋2

sx－1

ds
ó
ô
õ0

＋∞

s y

sx－1

ds

 
（Ｐ．２９９　（１２．７））

 >  > 0 ならば　 －  > 0 である。x y x y

 = 
1＋

1
 とおけば、1＋  = 

1
 →  = 

1－
 →  = 

1－
t

sx
sx

t
sx

t

t
s

t

t x
1

 = 
1 1－

· 
－ －1＋

 = 
1 1－

· －
1

dt

ds

x t

t x
1

－1

t2

t t

x t

t x

1－x

t2
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 = 0 →  = 1 ,  → ＋∞ →  = 0s t s t

 
1＋

 =   · 
1－

· 
1 1－

· －
1ó

ô
õ0

＋∞

sx
sy－1

ds
ó
ô
ô
õ1

0

t
t

t x
1

(y－1)

x t

t x

1－x

t2 dt

= 
1

 
1 1－

 = 
1

 
1 1－

 
x

ó
ô
ô
õ0

1

t t

t x

y－1＋1－x

dt
x

ó
ô
ô
õ0

1

t t

t x

y－x

dt

= 
1

 (1－ )  = 
1

 (1－ )
x

ó
ô
õ0

1

t
－(

x

y－x
＋1)

t x

y－x

dt
x

ó
ô
õ0

1

t
－

x

y

t x

y
－1

dt

= 
1

Β(1－ , ) = 
1

Β( ,1－ ) = 
1

 · 
Γ(1)

Γ( )Γ(1－ )

x x

y

x

y

x x

y

x

y

x

x

y

x

y

= 
1

Γ( )Γ(1－ )
x x

y

x

y

（Ｐ．２９９　半径 a の n 次元球の体積 Vn(a)）

命題１０．４と定理１０．５から

( ) = …  …Vn a
ó
õ

ó
õVn(a)

 
dx1 dxn

= …  θ … θ θ … θó
õ

ó
õI

 
rn－1sinn－2

1 sin n－2drd 1 d n－1

=   …  θ … θ θ … θ  ó
õ0

a ó
õ0

π ó
õ0

π ó
õ0

2π
rn－1sinn－2

1 sin n－2drd 1 d n－1

=   · θ  ·  …  θ … θ θ … θó
õ0

a
rn－1dr ó

õ0

2π
d n－1

ó
õ

ó
õ0

π
sinn－2

1 sin n－2drd 1 d n－2

=  · 2π ·  …  θ θ … θ θ … θ
n

an ó
õ

ó
õ0

π
sinn－2

1sin
n－3

2 sin n－2drd 1 d n－2

ここで、定理１２．４、２）を使うために工夫すると

0 2 4

-0.5

0.5

1

1.5

2 (  )  =  (  )   から
ó
ô
õ0

2

π

f sin x dx
ó
ô
õ 2

π

π

f sin x dx y = sinθ

θ θ = 2  θ θ なのでó
õ0

π
sink d

ó
ô
õ0

2

π

sink d

2

π

=  · 2π · 2    θ θ
n

an n－2 Õ
k=1

n－2 ó
ô
õ0

2

π

sink d
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= 
2π 2

 · 

2Γ(
2

1
＋1)

Γ(
2

1＋1
)Γ(

2

1
)

 · 

2Γ(
2

2
＋1)

Γ(
2

2＋1
)Γ(

2

1
)

 … 

2Γ(
2

－2
＋1)

Γ(
2

－2＋1
)Γ(

2

1
)

n

an n－2

n

n

= 
2π 2

 · 

2Γ(
2

3
)

Γ(1) π
 · 

2Γ(
2

4
)

Γ(
2

3
) π

 · 

2Γ(
2

4
)

Γ(
2

4
) π

 … 

2Γ(
2

)

Γ(
2

－1
) π

n

an n－2

n

n

= 
2π 2

 · 

2 Γ(
2

)

π
 = 

2π
 · 

Γ(
2

)

π

n

an n－2

n－2 n

2

1
×(n－2)

n

an

n

2

n－2

定理１２．２，１）から、 Γ( ＋1) = Γ( ) なので、Γ(
2

＋1) = 
2

Γ(
2

) となりx x x
n n n

Γ(
2

) = 
2

Γ(
2

＋1) を代入すると
n

n

n

= 
2π

 · 

Γ(
2

＋1)

π
 · 

2
 = 

Γ(
2

＋1)

π

n

an

n

2

n－2

n
n

2

n

an

( )
 = 

Γ(
2

＋1)

π
 となり、  次元球の表面積と考えられる。実際  = 3 を代

da

dVn a

n
n 2

n

an－1

n n

入すると、Γ(
2

3
＋1) = 

2

3
Γ(

2

3
) = 

2

3
 · 

2

1
Γ(

2

1
) = 

4

3
π なので

( )
 = 

Γ(
2

＋1)

3π
 = 3π π ×

3

4
×

π

1
 = 4π  

da

dV3 a

n

2

3

a3－1

a2 a2

（P.３０２　関数列の一様収束のイメージ）

 上の関数列 (  )  が  にA fn n∈N f

 上一様収束するイメージは右A f
fn図の様になる。つまり、  を x A 　ε

の中でどんなに動かしても

| ( )－ ( )| の値がεを超えなf x fn x A
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いことを意味する。これを式で表すと

すべての ∈  について、| ( )－ ( )| <εx A f x fn x

このことをもう少し表現を変えると、  | ( )－ ( )| <εとしたくなMax
x∈A

f x fn x

るが、最大値が存在しない場合もあるので  とする。そのかわり、最sup

小上界なので、  | ( )－ ( )| ≦ε   ←( = が付く)sup
x∈A

f x fn x

(参考)  のすべての元  について、  <  なら、   ≦  である。A x x a sup A a

なぜなら、   >  だとしたら、  は  の一つの上界であり、  sup A a a A sup A

が最小上界であることに反する。よって、   ≦  である。sup A a

（P.３０２　定義１　一様ノルム）

集合  上で定義され  の値をとる有界関数全体の集合を ( , ) と記す。A Rm B A Rm

各 ∈ ( , ) に対してf B A Rm

||  || =  | ( ) | f sup
x∈A

f x

を  の一様ノルムという。f

 上の関数列 (  )  が  に  上一様収束するとは、A fn n∈N f A

lim  || －  || = 0
n→∞

f fn

となることと定義する。

ここで注意したいことは、十分大きなすべての  に対して － ∈ ( , ) であn f fn B A Rm

って、  , ∈ ( , ) というわけではない。有界でなければ、上限の存在が保f fn B A Rm

証されないからである。

（P.３０５　関数列の各点収束と一様収束の違い）

論理記号で表せば

(各点収束)

(∀ε>０)(∀ ∈ )(∃ ∈ )(∀ ∈ )( ≧  ⇒ | ( )－ ( )|≦ε)x A n0 N n N n n0 f x fn x

(一様収束)

(∀ε>０)(∃ ∈ )(∀ ∈ )(∀ ∈ )( ≧  ⇒ | ( )－ ( )|≦ε)n0 N x A n N n n0 f x fn x
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各点収束の場合は  がεと  によって決まればよいが、一様収束ではn0 x

εによってのみ  が決まるとしている。n0

上の流れがあるからかもしれないが、| ( )－ ( )|≦ε の ≦ が気になf x fn x

る。≦ と < の違いは大きい。0 <  とすれば、0 <  <  となる実数 a r a r

が存在するが、0 ≦  では、  が 0 の可能性もあるので 0 <  <  とa a r a

おけない。このことは証明において不自由である。（私だけかも？）

（P.３０５　例４）

| －1 |≦| －1 | について、 e－tx e－t

( ) = －1 ≦ 0    ( 0≦ ≦1 ) f x e－x x

 '( ) = －  ≦ 0  f x e－x

ゆえに、単調減少である。つまり、  <  ならば ( ) > ( )x y f x f y

よって、  <  なので  0 ≧ －1 > －1 →  | －1 | < | －1 |  tx t e－tx e－t e－tx e－t

（P.３０５　(13.10)）

任意のε> 0 に対し  の  近傍  が存在して、 ∈  ならば  || －  || <εとなb T U t U f ft

るとき、  に  上一様収束するという。f A

これで一様収束の定義が他書と同じになったが、≦ε から <ε となった。確かに

任意のε対し、ε'<εとなるようなε' をとり、ε' に対する  の  近傍  が存在b T U

して、 ∈  ならば  || －  || ≦ε' とすることができれば、|| －  || <εなのでt U f ft f ft

問題はないが、気になる。

（P.３０５　定理１３．３）

定理１３．１系１のために、  を ( , ) とおく。 ft f x t

（証明） 任意の  ∈  をとり、  が  で連続であることを示す。a A f a

( , ) が ∈  ,  →  のとき  に一様収束するから、任意のε> 0 に対し、  の f x t b
___
T t b f b

 近傍 ( ,δ')∩  が存在して、任意の ∈  に対しT U b T x A

∈ ( ,δ')∩ 　⇒　|| ( )－ ( , ) || < 
3

ε
  が成り立つ。t U b T f x f x t
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tいま ∈  を一つとれば、仮定により ( , )t0 U f x t0 δ　δ

は  で連続だから、ある δ> 0 が存在してa

t0 δ'∈ ( ,δ)∩   ⇒  | ( , )－ ( , ) | < 
3

ε
y U x A f t0 y f t0 a b

δ'が成り立つ。

そこで、任意の ∈ ( ,δ)∩  に対してy U a A
xa y

| ( )－ ( ) | ≦ | ( )－ ( , ) |f a f y f a f a t0 (  = 1の場合 ）n

＋| ( , )－ ( , ) |＋| ( , )－ ( ) |f a t0 f y t0 f y t0 f y

≦  | ( )－ ( , ) |＋
3

ε
＋  | ( , )－ ( ) | < 

3

ε
＋

3

ε
＋

3

ε
 = εsup

x∈A
f x f x t0 sup

y∈A
f y t0 f y

が成り立つ。これは  が  で連続であることを示す。f a

（P.３０６　例６）

( ) =  
(1＋ )

   f x å
n=0

∞

x2 n

x2

 =  
(1＋ )

 =   
(1＋ )

1
sn å

k=0

n

x2 n

x2

x2 å
k=0

n

x2 n

 = ＋1  とすれば   = －1  よってa x2 x2 a

 = ( －1) { 1＋
1

＋…＋
1

 }　sn a
a an

 = ( －1) { ＋1＋
1

＋…＋
1

 } asn a a
a an－1

下の式から上の式を両辺引くと

( －1) = ( －1)( －
1

)   →    = －
1

sn a a a
an

sn a
an

よって、  = ＋1 ≧ 1  ならば　 ＋1 に各点収束する。よって、 ( ) を　a x2 x2 f x

( ) = 
 0      ,  = 0

1＋  , ≠ 0
f x

x

x2 x

とすれば、この級数は  で  に各点収束する。しかし、0 を含む任意の長さ > 0R f

の区間上で一様収束しない。  = ＋1 だったのでa x2

( ) = ＋1－
( ＋1)

1
　なので　| ( )－ ( ) | = | 

( ＋1)

1
 |   となりfn x x2

x2 n
f x fn x

x2 n

 | ( )－ ( ) | ≧ 1 から一様収束しないことがわかる。sup
x∈R

f x fn x
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lim  lim ( , ) = lim lim  ( , )（P.３０６　
x→a t→b

f x t
t→b x→a

f x t ）

定理１３．３から　lim  lim ( , ) = lim  ( ) = ( )
x→a t→b

f x t
x→a

f x f a

任意の ∈  に対し  lim ( , ) = ( ) に一様収束し、lim  ( ) = ( ) は上の結 

 

x A
t→b

f x t f x
x→a

f x f a

果から  が  で連続だからである。また、lim lim  ( , ) = lim ( , ) = ( ) はf a
t→b x→a

f x t
t→b

f a t f a

( , ) が任意の ∈  で連続なので lim  ( , ) = ( , ) となり、任意の  に対しf x t a A
x→a

f x t f a t a

 →  のとき、 ( , ) は ( ) に一様収束するので lim ( , ) = ( ) となる。 t b f a t f a
t→b

f a t f a

つまり、lim  lim ( , ) = lim lim  ( , ) となる。
x→a t→b

f x t
t→b x→a

f x t

（P.３０６　定理１３．３系１）

ここでは ( , ) が連続であることを仮定しない。f x t

ⅰ）の仮定は定理１３．３と同じである。ⅱ）については、任意の ∈  に対し、各t T

点収束の意味で lim  ( , ) が存在する。したがって、  の関数とみてそれを ( )
x→a

f x t t g t

とおく。ⅲ）は ３つの極限が lim  ( ) に収束することにつなげるためにある。
x→a

f x

このとき次の等式が成り立つ。

lim  lim ( , ) = lim lim  ( , ) = lim  ( , )
x→a t→b

f x t
t→b x→a

f x t
(x,t)→(a,b)

f x t

（証明） 任意のε> 0 に対し、仮定ⅰ）により  の  近傍  = ( ,δ)∩  が存在b T V U b T

して、任意の ∈  に対しx A

∈ ( ,δ)∩   ⇒  | ( )－ ( , ) | < 
3

ε
t U b T f x f x t

が成り立つ。 ∈  を任意に一つ固定するとき、仮定ⅱ）により、あるδ' が存在しt V

て、（δ' は  に依存している。） ( ,δ')∩  =  としたときa U a A U1

∈   ⇒ | ( , )－ ( ) | < 
3

ε
 x U1 f x t g t

が成り立つ。また、ⅲ）により、ある δ'' が存在して、（δ'' は  に依存している。）a

( ,δ'')∩  =  としたときU a A U2

∈ ( ,δ'')∩   ⇒ | － ( ) | < 
3

ε
 x U a A c f x
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そこで、任意の ∈  に対し、 ∈ ∩  を一つ選んでおくと、δ' , δ'' は  のt V x U1 U2 a

みに依存しているので、上の三つの不等式から、

| － ( ) | ≦ | － ( ) |＋| ( )－ ( , ) |＋| ( , )－ ( ) |c g t c f x f x f x t f x t g t

< 
3

ε
＋

3

ε
＋

3

ε
 = ε

となる。

仮定から  lim  lim ( , ) = lim  ( ) = 　また上の結果から、
x→a t→b

f x t
x→a

f x c

lim lim  ( , ) = lim ( ) =    よって、lim  lim ( , ) = lim lim  ( , )  となる。
t→b x→a

f x t
t→b

g t c
x→a t→b

f x t
t→b x→a

f x t

また任意の ∈  , ∈ ∩  に対してt V x U1 U2

| － ( , ) | ≦ | － ( ) |＋| ( )－ ( , ) | < 
3

ε
＋

3

ε
 = 

3

2ε
 < εc f x t c f x f x f x t

なので、lim  lim ( , ) = lim lim  ( , ) = lim  ( , ) =  となる。
x→a t→b

f x t
t→b x→a

f x t
(x,t)→(a,b)

f x t c

t図で示すと、  = 1 の場合だがn
( , )x t

( , )→( , ) は  →  かつ  → x t a b x a t b

( , )a b xだったので、右図のようになる。

（P.３０８　例７）

 > 0 で ∈[－  , 0]  のときa x a

 = －  と置けば　  = －1  なので　  = －  ( 0≦ ≦  < 1 ) としてt s
ds

dt
y x y a

 = 0 →  = 0  ,   =  →  = －  なのでt s t x s x

|  
1＋

(－1)
 | = | －  

1－
 | = |  

1－
 | =  

1－

ó
ô
õ0

x

t

ntn
dt

ó
ô
õ0

－x

s

sn
ds

ó
ô
õ0

y

s

sn
ds

ó
ô
õ0

y

s

sn
ds

≦ 
1－

1
   = 

1－

1
 · 

＋1
 ≦ 

(1－ )( ＋1)

1
 

a
ó
õ0

y
snds

a n

yn＋1

a n

| ( ) | =  
1－

  は  ∈[0 , ]  で  
1－

 ≧0  なので、  が 1 に近づくRn x
ó
ô
õ0

y

s

sn
ds s y

s

sn
y

ほど、したがって、  が 1 に近づくほど || ( ) ||  は大きくなる。a Rn x Ia
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（P.３０８　定理１３．４）

) → ) a b

|| －  || ≦ || －  ||＋|| －  ||  についてft fs ft f f fs

) から  －  が有界なので、|| －  || = || － ＋ －  || と命題１３．１, 1) からa f ft ft fs ft f f fs

明らかである。

) → ) b a

(13.5) により、任意の ∈  に対し | ( ) | ≦ || ( ) ||  なのでx A f x f x

| －  | ≦ || －  || < ε となり、Ⅰ章定理６．１０をみたす。よって、lim　 ( ) ft fs ft fs t→b
ft x

が存在する。したがって、任意の ∈  に対し存在するので、それを ( ) とすれx A f x

ばよい。

（P.３０９　例８）
D

z0

K

0 ≦  <  で ⊂  = {  | | － |≦  } としたときr R K Dr z z a r
Dr

a R

任意の ∈  に対しz Dr

r

| ( － )  | = | | | － |  = | | | － |  |
－

－
|an z a n an z a n an z0 a n

z0 a

z a n

≦ ( 
| － |

 )       M
z0 a

r n

 < | － | <  なので、
| － |

 = ρ< 1 となる。r z0 a R
z0 a

r

（P.３１０　定理１３．７）

|  ( ) －  '( )  | ≦  | ( ( )－ '( ) ) |  ≦ － '  | － | ó
õa

x
g u du ó

õa

x
ft u du ó

õa

x
g u ft u du ∥g ft ∥ x a

≦ － '  ( － )∥g ft ∥ b a

任意の ∈  であり、 ) より、( ')  は →  のとき  に一様収束するのでx I c ft t∈T t c g

任意の ε> 0 に対し、  の  近傍  が存在してc T U

∈   ⇒  － '  ( － ) ≦ ( － )εt U ∥g ft ∥ b a b a

よって、  '( )  は  ( )  に一様収束する。ó
õa

x
ft u du ó

õa

x
g u du
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（Ｐ　３１１　例１０　熱方程式）

最初に注意しておきたいことは、定理１３．７、定理１３．７系は一次元区間上で定

義された関数族を仮定している点である。しかし、この例の  は二次元であることI

を忘れてはいけない。  ,  による偏微分になっているのもそのためである。x t

(13.16)        
∂

∂
 = 

∂

∂
  をみたす　 ( , )　を求める。　

t

u

x2

2u
u x t

(13.17)        ( , ) =   ( ∈ )　は　(13.16)をみたす。  　　　　　　　

実際　
∂

∂
 = －  　　　…　①

un x t ane
－n2tsin nx n N

t

un
n2ane

－n2tsin nx

∂

∂
 =  

x

un
nane

－n2tcos nx

∂

∂
 = (－  )  = －  　　　…　② 

x2

2un
n2ane

－n2t sin nx n2ane
－n2tsin nx

 
また、境界条件　 (0, ) = (π, ) = 0  をみたす。u t u t

(13.16)は線形同次方程式であり、①②より、(13.17)の任意の有限和   = gm å
n=1

m
un

=  ＋  2 ＋…＋    もまた(13.16)をみたす。a1e
－tsin x a2e

－4tsin x ane
－n2tsin nx

そこで、(  ) が のうえで、無限和　  が項別微分できることan n≧1
有界という仮定 å

n=1

∞

un

を定理１３．７の ) , ) , ) の順で示す。a b c

|  |≦    (∀ ∈ ) 　とする。an M n N

 (  )  ( →∞ )　は　  = [0 , π]×(0 , ＋∞)　上で各点収束する。a) gm m∈N m I

なぜなら、∀ ∈[0 , π],∀  > 0 に対し　 =[0 , π]×[  , ＋∞) とし、  ≧  とx t0 I0 t0 t t0

する。Ⅰ章定理６．１１より、ⅰ）すべての  に対し、  が  で連続であることはn un I0

明きらかである。ⅱ）各  に対し定数 ≧０ があり、すべての   （ 、 ）∈  に対n Ln x t I0

し 　| ( , ) |≦  が成り立つ。なぜなら、un x t Ln

| ( , ) | = |   |≦  であり  （ 　は単調減少関数だから）un x t ane
－n2tsin nx Me

－n2t0 e－t

 =  とすればよい。          Me
－n2t0 Ln
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-3 0 3

-4

-2

2

4 = y e－tⅲ）については、Ｐ．１１５ (4.1) から        

÷(
1

)　=  ≦ 1  (  > ∃  ) Ln n2
e
n2t0

Mn2

n n0

したがって、  ≦ 
1

 (  > ∃  ) Ⅰ章  定理５．５、１）により、Ln n2 n n0

1
　は収束するので、 　は収束し、 　も収束する。    …  ③å

n>n0

∞

n2 å
n>n0

∞

Ln å
n=1

∞

Ln

よって、定理６．１１から   は各点収束し、それを  とおけば、  は  上でå
n=1

∞

un u u I0

連続である。  > 0 は任意だったので、  で各点収束し連続となる。t0 I

 各  =   は  で  について  級は明らかである。ｂ） gm å
n=1

m
un I t C ∞

 
∂

∂
 = 

∂

∂
　( →∞ ) は、∀  > 0 に対し　 =[0 , π]×[  , ＋∞) 上ｃ）

t

gm
å
n=1

m

t

un
m t0 I0 t0

で一様収束する。

なぜならば、 ≧  ならば　t t0

| 
∂

∂
( , ) | = | －   | ≦  

t

un
x t n2ane

－n2tsin nx Mn2e
－n2t0

そこで、　  = 　とすればMn2e
－n2t0 Mn

定理１３．５（ ）ⅰ）すべての ∈  に対しワイヤストラスの M テスト n N

  |
∂

∂
| ≦sup

(x,t)∈I0 t

un
Mn

次に、 ÷
1

 = → 0 (  →∞) （Ｐ．１１５ (4.1)）から、e－n2

n4
en

2

n4

n

÷
1

 = ÷
1

 =  ≦ 1   (  > ∃  )　③と同様に、  は収Mn n2 Mn2e
－n2t0

n2
en

2t0

Mn4

n n0 å
n=1

∞

Mn

束する。　よって、

ⅱ）をみたし、  上一様収束する。つまり、  は任意なので広義一様収束するこI0 t0

とになる。そこで、項別微分定理（定理１３．７系）により

(13.19)       
∂

∂
 =  

∂

∂
 　が成り立つ。

t

u
å
n=1

∞

t

un
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ここまでの議論は、任意の ∈[0 , π] を一つ固定し  の一変数の関数として定x t

理を使ってきた。次は、  を一つ固定し、  の一変数の関数として進める。t x

まず、  で  
∂

∂
 が一様収束することを示す。I0 å

 

 

x

un

)   ( →∞ ) は  の関数として、  に  上各点収束し連続である。a gm m x u I0

定理６．１１のⅰ） すべての  に対し  =    が  の関数として n un ane
－n2tsin nx x I0

で連続であることは明らかである。

ⅱ） | ( , ) | = |   |≦  であり　  =  とすればよい。un x t ane
－n2tsin nx Me

－n2t0 Ln Me
－n2t0

ⅲ）   は収束する。å
n=1

∞

Ln

よって、  は  の関数として  上各点収束し連続である。u x I0

)  は  上  ついて　  級である。b un I0 x C ∞

)  = [0 , π]×[  , ＋∞) において　 ≧  ならばc I0 t0 t t0

| 
∂

∂  
 | = |   |≦  ≦  = 

x

un
nane

－n2tcos nx Mne
－n2t0 Mn2e

－n2t0 Mn

つまり、 のⅰ) 任意の  に対しM テスト n

 | 
∂

∂
 |≦  、　  は収束するので ⅱ) が成り立つ。よって、 同様に 

 で一様収束する。項別微分定理（定理１３．７）により

sup
(x,t)∈I0 x

un
Mn å

n=1

∞
Mn

I0

∂

∂
 =  

∂

∂
 となる。

x

u
å
n=1

∞

x

un

また、 )  
∂

∂
 は 

∂

∂
 に  上一様収束するので各点収束する。a å

n=1

∞

x

un
x

u
I0

) 
∂

∂
 は  上  について  級b

x

un
I0 x C ∞

) については、同様にしてc

| 
∂

∂
 | = | －   |≦  = 

x2

2un
n2ane

－n2tsin nx Mn2e
－n2t0 Mn

となり、項別微分定理により
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(13.20)    
∂

∂
 =  

∂

∂
 となる。

x2

2u
å
n=1

∞

x2

2un

したがって、(13.19) , (13.20) と、  が (13.16) をみたすことから、  も (13.16) を

みたすことがわかる。

un u

ここまでは、  = ( ) ( ) として、  と  が完全に独立しているという前提で進めun g x h t x t

てきた。確かに、 としたならば自然な考 い つ 何 時 実 験 し て も 同 じ 結 果 が 得 ら れ る  

え方かもしれない。変数分離法に似ている。

以下原文の流れにそって進めるが、詳しくは他書に譲ることにする。

このように解  を重ね合わせて  を作る目的の一つは、与えられた関数  でun u f

初期条件

(13.21)    ( ,0) = ( ) u x f x

をみたす解を作ることにある。ここで、 ( ) は、時刻  = 0 における温度分布を表f x t

す。  は(13.18) と両立するためにf

(13.22)    (π) = (0) = 0f f

をみたさなければならない。  がこの条件をみたす  級関数ならば、熱方程式f C1

(13.16) の解 ( , ) で、境界条件 (13.18) 、初期条件 (13.21) をみたすものが唯u x t

一つ存在することが知られている。そのような  はu

(13.23)    ( , ) =    u x t å
n=1

∞

ane
－n2tsin nx

という形で、係数  をan

(13.24)     = 
π

2
 ( )   an

ó
õ0

π
f x sin nx dx

によって定めたものに他ならない。実際

(13.24) で  ' =   ,  = ( ) として、部分積分を一回するとf sin nx g f x

 = 
－  

 なので　   '  = －  '（公式）から  f
n

cos nx ó
õ
f g fg ó

õ
fg

|  | = 
π

2
|  ( )    |                                                                    an
ó
õ0

π
f x sin nx dx
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= 
π

2
| －

( )  
＋

1
 '( )    | 

n

f x cos nx π

0 n
ó
õ0

π
f x cos nx dx

= 
π

2
| － (π)  π＋ (0)  0＋  '( )    |

n
f cos n f cos ó

õ0

π
f x cos nx dx

≦ 
π

2
{ | (π) |＋| (0) |＋π||  '|| } → 0    ( →∞ )

n
f f f n

 は  級なので、  ' は連続、つまり、[0 , π] で有界なので、(  )  は有界f C1 f an n∈N

であることがわかる。したがって、(13.23) は (13.16) , (13.18) をみたし、さらにこの

ときフーリエ級数の理論によって

( ,0) =   = ( )  ( ∈[0 , π] )u x å
n=1

∞

ansin nx f x x

となることが証明されるようだ。

（Ｐ　３１３　定理１３．８）

( ) は (ε, ) 、δ( ) も δ(ε, ) であって、εと 各  に依存している。ところn x n x x x x

が  はコンパクトなので、K

 ⊂ ∪ (  , δ(ε, ) ) K
m

k=1
U xk xk

そこで、どんな ∈  を選んでも、どれかの (  , δ(ε, ) ) に含まれているx K U xk xk

はずである。このとき、どの  で、δ(ε, ) が何であるかを知る必要はない。xk xk

また、  =  { (ε, ) , … , (ε, ) } だったので、  はε,  , … ,  n0 Max n x1 n xk n0 x1 xk

には依存するが、  には無関係である。つまり、x

 ≧  　ならば　0 ≦ ( )－ ( ) < ε となることは、  に関係なく成り立つのでn n0 f x fn x x

一様収束することになる。

（Ｐ　３１５　例１１の前の準備）

　　  = [0 , 1) として、∀ ∈  に対し ( ) = ( ) とする。そのとき、A t A f t g t

　　 lim  ( ) =  , lim  ( ) =   ならば   =  である。
t→1－0

f t a
t→1－0

g t b a b

（証明）

lim  ( ) = 　なので、任意のε> 0 に対し、あるδ > 0 が存在し
t→1－0

f t a 1
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1－  <δ  となるすべての ∈  に対し　| ( )－  | <εとすることができる。t 1 t A f t a

同様に、あるδ > 0 が存在し、
2

1－  <δ  となるすべての ∈  に対し　| ( )－  | <εとすることができる。t 2 t A g t b

よって、δ= {δ  , δ } とすれば、1－  <δ となるすべての ∈  に対しMin 1 2 t t A

| －  | = | － ( )＋ ( )－  | = | － ( )＋ ( )－  |a b a f t f t b a f t g t b

≦ | － ( ) |＋| ( )－  | < 2εa f t g t b
 

ε> 0 は任意なので、  =  となる。a b

（Ｐ　３１５　例１１）

(13.28)             ← ( P.201 (4.31) )Arcsin x = å
n=0

∞

(2n)!!

(2n-1)!!
×

2n+1

x2n+1

が [－1,1] で成り立つ。(13.28) つまり、右辺は左辺に各点収束する。任意の x

∈[0,1] に対して正項級数だから部分和の列 ( ( ))  は単調増加列であり、sn x n∈N

極限が連続関数   である。したがって、ディニの定理より、(13.28)の右Arcsin x

辺は [0,1] で一様収束することがわかる。

そこで、∀ε> 0 に対し ∃  ∀ ∈[0,1] , ≧  →  |   － ( ) | <εn0 x n n0 Arcsin x sn x

が成り立つ。

ここで、 ( ) = 
1－

1
 とすれば、 ( ) は [0,1] で広義可積分である。M x

x2
M x

実際、  = θ とすれば、　
θ

= θ, 0 = θ → θ=0 , θ →1 のたx sin
d

dx
cos sin sin

めには、θ → 
2

π
　とすればよいので

1－

1
 = lim  θ = lim    =

2

π
  となり、広義積分可能である。

ó
ô
õ0

1

x2
dx

t→
2

π

ó
õ0

t
d

t→
2

π
t

そこで、(13.28) の両辺に 
1－

1
 をかけた級数を考える。

x2

定理１３．９　ⅰ） 0 <  < 1 , [0,t] を  とする。 ( ) は連続関数なので、  上可t  A M x A

積分であり、 ( ) ≧ 0 である。ⅱ） →∞のときM x n
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( ( ))×
1－

1
 は  上可積分の   ×

1－

1
に各点収束する。sn x

x2
A Arcsin x

x2

ⅲ） 任意のε> 0 に対し  ∃ ,∀ ∈[0,1] , ≧  → |   － ( ) | <εn0 x n n0 Arcsin x sn x

なので、∀ ∈[0, ] に対し、x t

| ( ( ))×
1－

1
 －   ×

1－

1
 |≦ε 　となる。sn x

x2
Arcsin x

x2
M

よって、  上で項別積分できA

①　　　　　  
1－

 
  = 

(2 )!!

(2 －1)!!
×

(2 ＋1)

1
×

1－
 

ó
ô
õ0

t

x2

Arcsin x
dx å

n=0

∞ ó
ô
õ0

t

n

n

n x2

x2n＋1

dx

そこで、 　→　１　の場合を考える。t

①の左辺

 =   とおく、  =   →  =   = 1－                                

0 =  0 , t =  θ  とする。 ①の左辺は

s Arcsin x x sin s
ds

dx
cos s x2

sin sin t

=     = 
2

1
θ            したがって、θ 　→　

2

π 
  ⇔　 　→　１　なので ó

õ0

θt s ds t
2

t t

①の左辺は　 　→　１　のとき、
８

π
 となる。　t

2

少しやっかいである。そこで、本文Ⅳ章§５の例７を利用する。①の右辺　

  
1－

   で　  = θ とおく　
θ

 = θ,  = θ  　とすると 
ó
ô
õ0

t

x2

x2n＋1

dx x sin
d

dx
cos t sin t

=  θ θ となる。　θ 　→　
2

π 
  ⇔    →  1  なのでó

õ0

θt sin2n＋1 d t t

lim　   
1－

   = lim    θ θ =   θ θ
t→１

ó
ô
õ0

t

x2

x2n＋1

dx
θt→ 2

π

ó
õ0

θt sin2n＋1 d
ó
ô
õ0

2

π

sin2n＋1 d

= 
(2 ＋1)!!

(2 )!!
  となる。

n

n

よって、　　 
(2 )!!

(2 －1)!!
×

(2 ＋1)

1
×

1－
 å

n=0

∞ ó
ô
õ0

1

n

n

n x2

x2n＋1

dx
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= 
(2 )!!

(2 －1)!!
×

(2 ＋1)

1
×

1－
 å

n=0

∞

n

n

n

ó
ô
õ0

1

x2

x2n＋1

dx

= 
(2 )!!

(2 －1)!!
×

(2 ＋1)

1
×

(2 ＋1)!!

(2 )!!
 = 

(2 ＋1)

1
å
n=0

∞

n

n

n n

n
å
n=0

∞

n 2

①と上の準備で証明したことから

(13.29)                        
(2 ＋1)

1
 = 

8

π
å
n=0

∞

n 2

2

を得る。また、Ⅰ章Ｐ．２５例６より、  
1

 は収束するので、その和を  とおけばå
n=1

∞

n2 S

 =   
1

 =  
(2 )

1
＋  

(2 ＋1)

1
 = 

4

1
 

1
＋

8

π
  = 

4

1
＋

8

π
S å

n=1

∞

n2 å
n=1

∞

n 2
å
n=0

∞

n 2
å
n=1

∞

n2

2

S
2

4

3
 = 

8

π
S

2

つまり、　  = 
8

π
×

3

4
 = 

6

π
   がわかる。（オイラーの証明から）S

2 2

（定理１３．５を適用する場合は  = 1 で収束することは、Ｐ．２０１の下から７行目x

に対するラーベの判定法を参照せよ。）

（Ｐ．３１７　定理１４．１）

Ｐ．３０４ の関数族 ( )  も ×  上で定義された二変数関数 (  , ) として考ft t∈T A T f x t

えたが、  がパラメータであることにはかわりはない。しかし、ここでは、  →  のとt t b

きの極限関数の性質を調べるのではなく、  についての微積の順序について述t

べているのである。証明については簡単だがややこしい。

∂

∂
(  ,  ) が  で連続であることから定理９．９系を使うことができ、

∂

∂
 の存

t

f
x t K

t

f

在を認めているので  は  で微分可能であり、
∂

∂
 が  で連続（つまり  で連f I

t

f
K I

続）であるから可積分ということで定理５．３ , 1) を使っている。また、定理５．３ , 2)

から ( ) が  上で連続なので可積分となり、当然一点  ∈  で連続なので、  G t I s I s

で微分可能としている。
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（Ｐ．３１８　例１）

 =  
＋

     (  > 0 ,  > 0 )J
ó
ô
õ0

2

π

acos2x bsin2x

dx
a b

 =   とすれば   = 
1

  →   =   　だから t tan x
dx

dt

cos2x
dx cos2x dt

 =  
＋

1

  = 
＋

1
 = 

1
  

＋

1
 J

ó
ô
ô
õ0

∞

a bt2

cos2x
cos2x dt

ó
ô
õ0

∞

a bt2 dt b

ó
ô
ô
õ0

∞

b

a
t2

dt

Ⅳ章表５．１の公式３から

= 
1

   = 
1

 ·  · 
2

π
 = 

2

π
 … ①

b a

b
Arctan

a

b
t

0

∞

b a

b

ab

定理１４．１ , ２）より、  、  のどちらかを固定し、
＋

1
 を  と  のa b

acos2x bsin2x
x a

関数とみれば (  , ) 、  と  の関数とみれば  (  , ) である。まず、  を固定f x a x b f x b b

して、 (  , ) とみて、  を含む有界閉区間を  とし、  ∈ [ 0 , 
2

π
 ] =  とおくf x a a I x A

(  , ) は  > 0 なので ×  上連続である。f x a a I K

( ) =  
＋

 = 
2

π
　　 ←  ①より  F a

ó
ô
õ0

2

π

acos2x bsin2x

dx

ab

(  ) ' = 
 ' －  '

 なので
g

f

g2

f g fg

∂

∂
 = 

( ＋  )

－
  

a

f

acos2x bsin2x 2

cos2x

∂

∂
 は  > 0 なので ×  で連続である。 

a

f
a I A

 '( ) = 
2

π
 · (  ) ' =  

2

π
 · ( －

2

1
 ) = －

4

π
 · 

1
F a

b
a

－
2

1

b
a

－
2

3

b a a

= －
4

π

a ab

定理１４．１ , ２） から    '( ) = －
4

π
 =  

( ＋  )

－
F a

a ab

ó
ô
õ0

2

π

acos2x bsin2x 2

cos2x
dx

次に、 (  , ) を  と  の関数とみて、同様なことをすれば f x b x b
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∂

∂
 = 

( ＋  )

－

b

f

acos2x bsin2x 2

sin2x

また、同様にして、　  '( ) = －
4

π
 を得る。よって、定理１４．１ , ２） からF b

b ab

 '( ) = －
4

π
 =  

( ＋  )

－
F b

b ab

ó
ô
õ0

2

π

acos2x bsin2x 2

sin2x
dx

 
( ＋  )

1
  = 

4

π
＋

4

π
 = 

4

π
( 

1
＋

1
 )

ó
ô
õ0

2

π

acos2x bsin2x 2
dx

a ab b ab ab a b

（Ｐ．３１８　定義１の注意）

この定義では、  = [  ,  ) を  の区間、  を一つの集合とし、 ×  上の関数D a b R I D I

(  ,  ) が、任意の  ∈  = [  ,  ) に対し、  について [  ,  ] で可積分とf x t u D a b x a u

しているが、  は  ⊂  でも良いことになっている。しかし、定理１４．３以降は定I I Rn

理１３．６を使用するため  になっていることに注意したい。R1

また、ここから、定理１４．１での  と  の立ち位置が変わるので注意したい。x t

 ∈  = [  , ) で  ∈  ⊂  である。したがって、|| －  || =  | －  |x D a b t I Rn F Fu sup
t∈I

F Fu

である。  は区間のイメージが強く混乱しやすい。I

（Ｐ．３１９　定理１４．２）

コーシーの収束条件にある  近傍は右図の様b
                         a c u v b

なイメージである。[  ,  ) =  ⊂  = [  ,  ]a b B A a b

とし、  の近傍  があって、　  ,  ∈ ∩  とb U u v U B

考えればよい。

（Ｐ．３１９　例２）

( ) =    ( ≧0 ) は  > 0 で広義一様収束する。F t ó
õ0

＋∞
e－tx2

x2ndx n t

実際  ≧0 で　  = 1＋ ＋
2!

1
＋

3!

1
＋… > 

( ＋1)!

1
 x ex x x2 x3

n
xn＋1

 =   (  > 0 ) とおくとtx2 x x

 > 
( ＋1)!

( )
  →   < 

( )

( ＋1)!
  →   < 

( )

( ＋1)!
 = 

( ＋1)!
etx

2

n

tx2 n＋1

e－tx2

tx2 n＋1

n
e－tx2

x2n

tx2 n＋1

x2n n

tn＋1x2

n
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よって、 
( ＋1)!

 < 1  となり、定理１１．３ , １）により、  = ＋∞ , α= －2  なので

tn＋1x2

n

e－tx2

x2n

b

 = ( ) ( →＋∞ ) から絶対収束する。つまり、この広義積分は収束e－tx2

x2n O x－2 x

する。後は一様収束するかである。

任意の  > 0 で収束するので、任意の  を一つ固定すれば、 ≦  のときt t0 t0 t

0 ≦ (  ,  ) ≦ (  ,  ) =  がすべての  について成り立つからf x t f x t0 e
－t0x

2

x2n x

( ) = (  ,  ) と置くことにより、定理１４．２のM x f x t0

ⅰ）　| (  ,  ) | = (  ,  ) ≦ (  ,  ) =  = ( )f x t f x t f x t0 e
－t0x

2

x2n M x

ⅱ）　広義積分　 ( )  =   は収束する。ó
õ0

＋∞
M x dx ó

õ0

＋∞
e

－t0x
2

x2ndx

より、この広義積分は ≧  で広義一様収束する。t t0

（P．３２０ 定理１４．３)

ここでは定理１４．１の  が [  , ] ⊂  で、区間なので体積確定である。また、A c u J

[  , ]×  で連続である。c u I

2) については、[  , ]×[  , ] ⊂ ×  で (  , ) が連続なので、定理７．３からc u a b J I f x t

 ( )  =  {  (  , )  }  =  {  (  , )  }ó
õa

b
Fu t dt

ó
õa

b ó
õc

u
f x t dx dt ó

õc

u ó
õa

b
f x t dt dx

また、( )  は [  , ] ⊂  で  に一様収束し、１） から  は [  , ] 上で連続Fu u∈J a b I F F a b

であるから [  , ] 上で可積分であり、項別積分定理（定理１３．３）が使える。a b

よって、任意のε> 0 に対し

|  ( ) －  ( )  | <ε →  |  ( ) －  {  (  , )  }  | <εó
õa

b
F t dt ó

õa

b
Fu t dt

ó
õa

b
F t dt ó

õc

u ó
õa

b
f x t dt dx

とすることができる。

（P．３２０ 定理１４．４)

仮定 ) から   ( )  =  { (  , )－ (  , ) }  a ó
õa

s
G t dt ó

õc

→d
f x s f x a dx

=  (  , ) －  (  , )  = ( )－ ( )ó
õc

→d
f x s dx ó

õc

→d
f x a dx F s F a
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( ) は [  , ] ⊂  で連続なので、[  , ] 上で可積分である。G t a s I a s

したがって、定理５．４ , 1) により、  ( )  は  で微分可能で導関数は ( )ó
õa

s
G t dt s G s

となる。よって、  '( ) = ( )F s G s

  （P．３２1～の例の準備) 微分積分学 第一巻 藤原松三郎 著 Ｐ．３４９ 参照

 をどのように大きくとっても、[  , ] で ( ) , ( ) ,  '( ) ,  '( ) は連続u a u f x g x f x g x

とし、かつ、 lim  ( ) ( ) が存在するものとする。もし
x→∞

f x g x

  '( ) ( )   ,   ( )  '( ) ó
õa

∞
f x g x dx ó

õa

∞
f x g x dx

の一方が収束すれば、他方も収束して

  '( ) ( ) ＋  ( )  '( )  = lim  ( ) ( )－ ( ) ( )ó
õa

∞
f x g x dx ó

õa

∞
f x g x dx

x→∞
f x g x f a g a

（証明）

( )' =  ' ＋  ' からfg f g fg

  '   = ( ) ( )－ ( ) ( )－   ' ó
õa

u
f g dx f u g u f a g a ó

õa

u
fg dx

仮定から、  → ∞ にした場合の極限をとれば、右辺が収束すれば左辺もu

収束することになるので、どちらか一方が収束すれば他方も収束する。

またそのとき上の等式が得られる。

（P．３２1 例３)　　

 ∈  = [0,＋∞) , ,  ∈  =  とする。x J t I R

( ) =    が  上で一様収束することを定理１４．２を使って示F t ó
õ0

＋∞
e－x2

cos tx dx R

す。

ⅰ） | ( , ) | = |   | ≦  = ( )  ( ∀ ∈  , ∀ ∈  )f x t e－x2

cos tx e－x2

M x x J t R

ⅱ） ( )  =  = 
2

πó
õ0

＋∞
M x dx ó

õ0

＋∞
e－x2

dx

よって、以上より　 ( )　は  上で一様収束する。F t R

次に、 －    が  上で一様収束することを定理１４．２で示ó
õ0

＋∞
xe－x2

sin tx dx R

す。
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ⅰ） |
∂

∂
| = |－   | ≦ = ( )  (∀ ∈  , ∀ ∈  )

t

f
xe－x2

sin tx xe－x2

M x x J t R

ⅱ）  > 
2

  ( ≧0 ) →  =  として  > 
2

 ( ≧0 ) →  < 
2

 ( ≧0 ) 

→

ex
x2

x x x2 ex
2 x4

x e－x2

x4 x

     < 2  ( ≧0) → 
2

 < 1 ( ≧0 ) →  = ( ) ( →＋∞ )xe－x2

x－3 x
x－3

xe－x2

x xe－x2

O x－3 x

したがって、定理１１．３ , １）より、  = ＋∞ , ( ) = ( ) ( →＋∞ ) , α<－1b M x O x－3 x

なので、  = ( )  は絶対収束する。ó
õ0

＋∞
xe－x2

dx ó
õ0

＋∞
M x dx

ⅰ）、ⅱ） より  －    は  上で一様収束する。ó
õ0

＋∞
xe－x2

sin tx dx R

次に、定理１４．４により、

)    は　∀ ∈  に対し一様収束する、つまり、収束する。a ó
õ0

＋∞
e－x2

cos tx dx t R

)
∂

∂
( , ) = －   は ×  で連続b

t

f
x t xex

－2

sin tx J R

)
∂

∂
( , )  は  上で一様収束する。c

ó
ô
õ0

＋∞

t

f
x t dx R

)  )  ) より、  '( ) = －    となる。a b c F t ó
õ0

＋∞
xe－x2

sin tx dx

ここで、右辺を部分積分（上の準備参照）すれば、  '  = －  ' からó
õ
f g fg ó

õ
fg

 '=－   ,   =    としf xe－x2

g sin tx

 = －  →  = －2  →  = － 
2

1
 → －  = ＋

2

1
y x2

dx

dy
x

dy

dx

x
ó
õ

xe－x2

dx ó
õ

eydy

= 
2

1
＋   = 

2

1
＋  なので、 lim  ( ) ( ) = lim  

2

 
 = 0 だからey C e－x2

C
x→∞

f x g x
x→∞ ex

2

sin tx

 '( ) = 
2

1
 －  

2

1
  F t e－x2

sin tx
＋∞

0

ó
ô
õ0

＋∞

t e－x2

cos tx dx

= －
2

   = －
2

( )
t ó
õ0

＋∞
e－x2

cos tx dx
t
F t

となる。さらに、 (0) =  = 
2

π
 である。F ó

õ0

＋∞
e－x2

dx

一方、φ( ) = 
2

π
( －

4
 )  も φ '( ) = －

2
 

2

π
( －

4
 )t exp

t2

t
t

exp
t2
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= －
2

φ( )
t

t

また、φ(0) = 
2

π
(0) = 

2

π
exp

よって、
φ( )

( )
= 

φ( )

1
(  '( )φ( )－ ( )φ'( ) ) 

t

F t '

t 2
F t t F t t

= 
φ( )

1
( －

2
( )φ( )－ ( )( －

2
φ( ) ) ) = 0 

t 2

t
F t t F t

t
t

したがって、微分して ０ なので、

φ( )

( )
は定数である。　また、　

φ(0)

(0)
 = 1 なので、 ( ) = φ( ) となる。よって

t

F t F
F t t

   = 
2

π
 となる。ó

õ0

＋∞
e－x2

cos tx dx e
－

4

t2

（P.３２１ 例４）

 
 = 

2

π
  を証明する。                    

ó
ô
õ0

＋∞

x

sin x
dx

( , ) =  
 

  (  = [0,＋∞) ,  = [0,＋∞) ) とする。f x t e－tx

x

sin x
J I

( ) = ( , )  =  
 

  が  上で一様収束することを示す。F t ó
õ0

＋∞
f x t dx

ó
ô
õ0

＋∞

e－tx

x

sin x
dx I

実際、任意の  0 <  <  < ＋∞ ,  [ , ] ⊂  に対し、部分積分を行うとv u v u J

　  ' 　= －  ' から、  ' =    ,     = 　とすれば、ó
õ

f g fg ó
õ
fg f sin x g

x

e－tx

       = －    ＋    (  ) '
ó
ô
õv

u

x

e－tx

sin x dx cos x
x

e－tx u

v

ó
ô
õv

u

cos x
x

e－tx

dx

ここで、|   | ≦ 1 でcos x

 | (  ) '| = | 
－  － 

 | = 
＋

 = －(   ) '  なので  
x

e－tx

x2

te－txx e－tx

x2

te－txx e－tx

x

e－tx

|        |
ó
ô
õv

u

x

e－tx

sin x dx

261



≦ | －    ＋     |＋|     ( ) '  |cos u
u

e－tu

cos v
v

e－tv ó
ô
õv

u

cos x
x

e－tx

dx

≦|  |＋|  |＋|     ( ) '  | 
u

e－tu

v

e－tv ó
ô
õv

u

cos x
x

e－tx

dx

 ≧ 0 　ならば、　  ≧  1  なので    ≦ 1  tx etx e－tx

≦
1

＋
1

＋   －(  ) '  = 
1

＋
1

－   (  ) '
u v

ó
ô
õv

u

x

e－tx

dx
u v

ó
ô
õv

u

x

e－tx

dx

= 
1

＋
1

－  (  )   
u v x

e－tx u

v
                                             

= 
1

＋
1

－(  －   )  
u v u

e－tu

v

e－tv

≦ 
1

＋
1

＋    
u v v

e－tv

0 <  <  なので、　≦
1

＋
1

＋
1

 = 
3

　（ ∀  ∈  ）  …  (14.8)   v u
v v v v

t I                                          

 |  ( , )  －  ( , )  | =  |  ( , )  | < 
3

  sup
t≧0

ó
õ0

u
f x t dx ó

õ0

v
f x t dx sup

t≧0

ó
õv

u
f x t dx

v

なので、∀ε> 0 に対し、
3

 < ε となる  をとれば、0 <  <  で、＋∞ の近傍と
v

v v u

して ( ,＋∞)∩   をとれば、∀  ∈  でv J t I

∀ , ∈( ,＋∞)∩   →  |  ( , )  －  ( , )  |                            
 

=  |  ( , )  | < ε  

v u v J sup
t≧0

ó
õ0

u
f x t dx ó

õ0

v
f x t dx

sup
t≧0

ó
õv

u
f x t dx

となる。したがって、一様コーシー条件を満たす。定理１３．４から

 
 

  は  上一様収束する。また定理１４．３より となる。
ó
ô
õ0

＋∞

e－tx

x

sin x
dx I I 上連続

次に、
∂

∂
 = ( 

 
 ) '= －

 
 = －  　なので

t

f
e－tx

x

sin x
xe－tx

x

sin x
e－txsin x

－    (  >0) が  上一様収束することを示す。ó
õ0

＋∞
e－txsin xdx t I

ⅰ）　| 
∂

∂
 | = | －   | ≦ 

t

f
e－txsin x e－tx
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そこで、任意の  > 0 に対し、  ≧  ならば　  ≧  →  ≧  (  ≧ 0 ) t0 t t0 et et0 etx et0x x

→  ≦ e－tx e
－t0x

よって、 ( ) =  とすれば、　| 
∂

∂
 | ≦ ( )   ( ∀ ∈  , ∀  ≧  ) M x e

－t0x

t

f
M x x J t t0

 = －  →  = －  →  = －
1

y t0x dx

dy
t0 dx

t0

dyⅱ）

( )  = lim    = lim  －
1

= 
1

 は収束する。ó
õ0

＋∞
M x dx

a→∞

ó
õ0

a
e

－t0x dx
a→∞ t0

e
－t0x

a

0
t0

そこで、  = (0 , ＋∞) とあらためれば、 　に含まれる任意の有界閉集合を  とすI I K

れば、 ⊂[ ,＋∞) となる区間が存在するので、 　で広義一様収束することがわK t0 I

かる。そこで、定理１４．４により

 '( ) = －       (  >0) 　　となる。F t ó
õ0

＋∞
e－txsin xdx t

広義積分においても部分積分可能（上の準備参照）である。よって、部分積分を

２回行う。

そこで、　  ' =    , 　= －  とすれば、  = －   ,  ' = 　となりf sin x g e－tx f cos x g te－tx

lim  ( ) ( ) = lim  
 

 = 0 だから
x→∞

f x g x
x→∞ etx

cos x

 '( ) = [  ] ＋   　 F t e－txcos x
＋∞

0
tó
õ0

＋∞
e－txcos xdx

= －1＋    tó
õ0

＋∞
e－txcos xdx

次に、  '=   ,  =  とすれば、  =   ,   '= －  となり、f cos x g e－tx f sin x g te－tx

lim  ( ) ( ) = lim  
 

 = 0 だから
x→∞

f x g x
x→∞ etx

sin x

= －1＋  [  ] ＋    t e－txsin x
＋∞

0
tó
õ0

＋∞
e－txsin x dx

= －1 －  '( )t2F t

だから

 '( ) = 
1＋

－1
   (  > 0 )F t

t2 t

( ) =  －      (  > 0 ) 　となる。F t C Arctan t t
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ここで、  を求めるために、  → ＋∞ とすれば（後で証明するが）C t

(14.9)                lim ( ) = lim
 

 = 0
t→＋∞

F t
t→＋∞

ó
ô
õ0

＋∞

e－tx

x

sin x
dx

が成り立つ。これが得られると、  = 
2

π
 であるから、  の  = 0 における連続性かC F t

ら  
 

 = (0) = lim  ( ) = 
2

π
　が得られる。

ó
ô
õ0

＋∞

x

sin x
dx F

t→＋0
F t   

（  　 (  > 0 ) なので、  → ＋0 のとき   → 0  としている。）Arctan t t t Arctan t

(14.9の証明）

-0.9 0 0.9 1.8 2.7 3.6

-1.8

-0.9

0.9

1.8

 
 の　  = 0 における値を １ と定義すれば

x

sin x
x

 = y x

lim
 

 = 
 0 ,  > 0 
 1 ,  = 0

　　…　①
t→＋∞

e－tx

x

sin x x
x  =  y sin x

である。この極限が　  = 0 で不連続であるx

から、収束は  = 0 の近傍で ではない。x 一様

また、積分区間は無限区間である。

つまり、定理１３．６の有界な体積確定集合ではないので、項別積分定理が使え

ない。

いま（１４．８）で →＋∞ として　  = 
ε

1
  ( 0 <ε< 1 )  とおけばu v

(14.10)           | ( , )  | ≦ 3ε
ó
ô
õε

1

＋∞

f x t dx

を得る。次に、ある　  > 0 に対し、  >  で、①から　| 
 

 | ≦ 1 だから、t1 t t1 e－tx

x

sin x

(14.11)           |  ( , )  | ≦ 1  = ε　である。　そしてó
õ0

ε
f x t dx ó

õ0

ε
dx

(14.12)           |   ( , )  | = |  
 

 | 
ó
ô
õε

ε

1

f x t dx
ó
ô
õε

ε

1

e－tx

x

sin x
dx

ここで、  
1

 = 
1

 なのでsup
x∈[ε,

ε

1
] e

tx etε

≦
1

  ≦ 
1

 
1

  =
1

[  ] = 
1

(  
ε

1
－  ε )

ó
ô
õε

ε

1

etxx
dx

etε
ó
ô
õε

ε

1

x
dx

etε
log x ε

1

ε etε
log log
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= 
1

(  
ε

1
 ) = －

1
  ε  → 0  (  → ＋∞ )

etε
log

2 etε
log 2 t

-4 -2 0 2 4

-2

2

4

6そこで、ある  > 0 に対し、  ≧  でt2 t t2   = y e－x

上式右辺は　< ε とすることができるので

 =  {   ,  } とすればt0 Max t1 t2

| ( ) | < 5ε (  ≧  ) 　となる。F t t t0

（P.323 例５）

（P.１２５（例７））より、(  ≠  ) としてx y

( ) = 
| －  |

   ( | －  | = ( － ) ＋( － ) ＋( － )   )　とすればf x
x y

m
x y x1 y1

2 x2 y2
2 x3 y3

2

∂

∂
 =  2( －  ) ( －

2

1
| －  |  ) = 

| －  |  

－ ( －  )
       …   ①

x1

f
m x1 y1 x y －3

x y 3

m x1 y1

∂  

∂
 = ( － ( － )×

| －  |

1
 ) '

x1
2

2f
m x1 y1

x y 3

= 
| －  |

－
＋( － ( － ) )×( 

| －  |

1
 ) '

x y 3

m
m x1 y1

x y 3

=  
| －  |

－
＋( － ( － ) )×( ( ( － ) ＋( － ) ＋( － )  )  ) '

x y 3

m
m x1 y1 x1 y1

2 x2 y2
2 x3 y3

2
－

2

3

= 
| －  |

－
＋( － ( － )×2( － )×( －

2

3
 
| －  |

1
 )

x y 3

m
m x1 y1 x1 y1

x y 5

= 
| －  |

－
＋3 ( － )  

| －  |

1
   …    ②

x y 3

m
m x1 y1

2

x y 5

したがって

 
∂  

∂
 =  

| －  |

－3
＋

| －  |

3
 ( ( － ) ＋( － ) ＋( － ) )å

k=1

3

xk
2

2f

x y 3

m

x y 5

m
x1 y1

2 x2 y2
2 x3 y3

2

= 
| －  |

－3
＋

| －  |

3
×| －  |   = 0

x y 3

m

x y 5

m
x y 2

また、力の場  がスカラー場  の勾配 ｇｒａｄ  に等しいとき、  を  のポテンシャルといい、F f f f F

同様に、点 、…、  にそれぞれ質量 、…、  がある重力場のポテンシャルは、 ( )a1 ak m1 mk f x

 =  
| －  |

 となり、上記説明から、項別に 0 になるので、  以外の点で、Δ  = 0 となる。å
i=1

k

x ai

mi
ai f
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（ラプラスの方程式）

そこで、一点  にある単位質量（電荷）の質点による　点  での重力場（電場）のポテンシャy x

ルは　1 / | －  | なので、  の有界な体積確定集合  に連続な密度 ( ) が分布していx y R3 D m y

いるときのポテンシャルは、Δ  を微小体積とすれば、 ( )×Δ  は質量となるのでy m y y

( ) =  
| －  |

( )  
 で与えられると考えて自然である。U x

ó
ô
õD

 

x y

m y dy

Δ  = 0 は　①、②と Δ( 
1

 ) = 0 から予想できるが、定理１４．１を使ってみるとU
r

| － | =  として、  ≠  のとき ①、②からx y r x y

∂

∂
( 

1
 ) = －

 

 ( － )
     ,     

∂  

∂
( 

1
 ) = －

1
＋3( － )  

1
     (1≦ ≦3)  

xi r r3

xi yi

xi
2

2

r r3 xi yi
2

r5 i

なので、  ∉  のとき、右図を参考にしてx D
x

D考えると、  =  となるときはないので y x
r

( )Δm y y

( ) =  
| －  |

( )
 =  (  , )U x

ó
ô
õD

 

x y

m y
dy ó

õD
 
f y x dy

y

 の  だけを変数として、他の  ( ≠  ) をx xi xj i j

定数としてみれば、  ∉  となる  の含まれx D xi

る区間を  とすれば、 (  , ) は ×  で連続である。また、
∂

∂
( 

1
 ) ( ) も ×  で連続I f y x D I

xi r
m y D I

なので、定理１４．１から

∂

∂
 =  －

 

 ( － )
( )      ,     

∂

∂
 =  { －

1
＋3( － )  

1
 } ( )

xi

U ó
ô
õD

 

r3

xi yi
m y dy

x 2
i

2U ó
ô
õD

 

r3 xi yi
2

r5 m y dy

を得る。 　の中の  = 1 から 3 までの和は 0 だったので、Δ  = 0 となる。ó
õD

　
i U

ニュートン・ポテンシャル ( ≧3 ) についても、 Ｐ．１２５例７を参考にすれば確認できる。n

（P．３２３ 例６）

( ) を  上の有界連続関数とするとき、任意の (  , ) ∈  = { (  , ) ∈  |  ∈  ,  >f x R x t D x t R2 x R t

0 } に対し、広義積分

(14.13)        ( , ) = 
2 π

1
 ( ) (－

4

( － )
) 　　←　（ ） 　u x t

t

ó
ô
õ－∞

＋∞

f y exp
t

x y 2

dy －∞ に注意

は収束し、  （  ⊂  に注意 ） において一次元熱方程式D D R2

(14.14)        
∂

∂
 = 

∂

∂

t

u

x2

2u
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をみたす。さらに、  上広義一様にR

(14.15)         lim ( , ) = ( )                                        
t→＋0

u x t f x

が成り立つ。

実際、(  , )∈  を一つ定めたとき、変数変換　  = ＋2  （ 、 　は定数と考える）をx t D y x tz x t

施すと

(14.16)  ( , ) = 
2 π

1
( ＋2  ) (－

4

( －( ＋2 ))
) 2  　u x t

t

ó
ô
õ－∞

＋∞

f x tz exp
t

x x tz 2

t dz

= 
π

1
 ( ＋2  )  　ó

õ－∞

＋∞
f x tz e－z2

dz

となる。  は有界なので、  | ( ) | =  とおけば、f sup
z∈R

f z M

ⅰ）|  ( ＋2  )  | ≦ = ( )  (∀  ∈ ,∀(  , ) ∈ )f x tz e－z2

Me－z2

M z z R x t D

ⅱ）広義積分　 　  = π なので収束する。(  = ＋  と考えて）　ó
õ－∞

＋∞
Me－z2

dz M ó
õ－∞

＋∞ ó
õ－∞

c ó
õc

＋∞

よって、定理１４．２より広義積分 (14.16) および (14.13) は  上一様収束する。D

次に 連 続 と い い た い が 、 少 し 定 理 を 補 強 す る 。

（定理１４．１、１）の拡張）

 を  の体積確定の有界閉集合、  を任意の  の開集合または閉集合とし、 ×  =  とA Rn I Rm A I K

置く

( , ) ( ∈   ,  = ( ,…, ) ∈  ) が　  上連続ならば次のことが成り立つ。f x t x A t t1 tm I K

１） ( ) =  ( , )  は　  上で連続である。F t ó
õA

 
f x t dx I

 詳 し く は 、 解 析 入 門Ⅱ のⅦ 定 理 １ ． １ ０ 及 び 定 理 １ ． １ １ な ど を 参 照 せ よ 。

（略証）  に含まれる任意の有界閉集合  で １） が成り立つことを示せば、  において １） がI J I

成り立つ。そこで、  を有界閉区間とする。  はコンパクト集合だから、定理４．１（ハイネの定I K

理）から

 上連続な  は  上一様連続である。したがって、任意のε> 0 に対し、δ>0 が存在してK f K

(  ,  ,…,  ) , (  ,  ,…,  ) ∈  に対しx t1 tm y s1 sm K

| (  ,  ,…,  )－(  ,  ,…,  ) | < δ →  | (  ,  ,…,  )－ (  ,  ,…,  ) | < εx t1 tm y s1 sm f x t1 tm f y s1 sm

が成り立つ。特に　同じ  に対しx

| (  ,  ,…,  )－(  ,  ,…,  ) | < δ →  | (  ,  ,…,  )－ (  ,  ,…,  ) | < εx t1 tm x s1 sm f x t1 tm f x s1 sm

後は、定理１４．１の証明と同様にして証明できる。
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（定理１４．３、１）の拡張）

 = [  ,  ) とし、  は  の開集合または閉集合とする。いま、連続関数　  : ×  →  に対J c d I Rm f J I R

し広義積分

( ) =  ( , )F t ó
õc

→d
f x t dx

が  上広義一様収束するとすれば、次の１）が成り立つ。I

１）  は  上連続である。F I

（略証） 任意の ∈[  ,  ) に対し、u c d

( ) =   ( , )      　　（ ( , ) = ( , ,…, ) ） 　Fu t
ó
õc
u
f x t dx x t x t1 tm

と置けば、関数  は  = [  ,  ] ⊂  で、 ×  上で連続であり、上記　定理１４．１、１）のFu A c u J A I

拡張により、 ( ) = 　 ( , )  は  上連続である。そして、連続関数族 ( )  が  上 Fu t
ó
õc
u

f x t dx I Fu u∈J I F

に広義一様収束するから、  は開集合または閉集合であるので、定理１３．３系２より、  は  上I F I

連続である。

そこで、  ∈  = [ 0 , ＋∞ )　とし、  は  の開集合である。y J D R2

( ) (－
4

(  － )
)  　: ×  →  は連続関数であり、f y exp

t

x y 2

dy J D R

( , ) = 
2 π

1
 ( ) (－

4

(  － )
)  　u x t

t

ó
ô
õ－∞

＋∞

f y exp
t

x y 2

dy

は  上一様収束するのでD

( , ) = 
2 π

1
 ( ) (－

4

(  － )
)  　w x t

t

ó
ô
õ0

＋∞

f y exp
t

x y 2

dy

は  上一様収束する。よって、  は  上連続となる。  = (－∞, 0] としても同様なことがいえD w D J

るので  は  上連続となる。u D

（Ｐ．３２４　（１４．２０））

( , , ) = 
2 π

1
(－

4

( －  )
)　とすれば、  で微分してU x y t

t
exp

t

x y 2

t

(
2 π

1
) '= (

2 π

1
) '= 

2 π

1
( ) '=  

2 π

1
× (－

2

1
) = －

4 π

1

t t
t
－

2

1

t
－

2

3

t t

( (－
4

( －  )
)) '= －

4

( －  )
×(－ )× (－

4

( －  )
)    exp

t

x y 2 x y 2

t－2 exp
t

x y 2

= 
4

( －  )
(－

4

( －  )
)

t2
x y 2

exp
t

x y 2
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∂

∂
 = －

4 π

1
× (－

4

( －  )
)＋

2 π

1
×

4

( －  )
(－

4

( －  )
)　　　　　　

　　　　　　　　　　　
                 

 

t

U

t t
exp

t

x y 2

t t2

x y 2

exp
t

x y 2

= 
2 π

1
 (－

4

( －  )
){  

4

( －  )
－

2

1
 }

t
exp

t

x y 2

t2
x y 2

t
   …　(14.17)

∂

∂
 = 

2 π

1
(－

4

2( －  )
) (－

4

( －  )
)  

x

U

t t

x y
exp

t

x y 2

= 
2 π

1
(－

2

( －  )
) (－

4

( －  )
)

t t

x y
exp

t

x y 2

  …  (14.18)

∂

∂
 =  

2 π

1
 {－

2

1
(－

4

( － )
)＋(－

2

( － )
 )(－

4

2( － )
) (－

4

( －  )
) }

x2

2U

t t
exp

t

x y 2

t

x y

t

x y
exp

t

x y 2

= 
2 π

1
 (－

4

( －  )
){ 

4

( －  )
－

2

1
 }

t
exp

t

x y 2

t2
x y 2

t
  …  (14.19)

であるから、  においてD

(14.20)                 
∂

∂
 = 

∂

∂

t

U

x2

2U

次に (14.14)を証明する。

(14.13) が 積分記号下で、  について一回、  について二回微分できることを示せばよい。t x

(14.17) から、任意の 0 <  <   ,  > 0 に対し、  ∈ [－  , ] ,  ∈ [  ,  ] のとき、　a b c x c c t a b

| ( )
∂

∂
( , , ) | = | ( ) 

2 π

1
 { 

4

( －  )
－

2

1
 } (－

4

( －  )
 ) |f y

t

U
x y t f y

t t2

x y 2

t
exp

t

x y 2

≦ 
2 π

1
 { 

4

( －  )
＋

2

1
 } (－

4

( －  )
 ) | ( ) | = ( )  (∀  ∈  ,∀(  , ) ∈

a a2

x y 2

a
exp

b

x y 2

f y M y y R x t

[－  , ] ×[  ,  ] c c a b

右辺は  に無関係で、| ( ) | ≦  なのでt f y M

①　 　 (－
4

( － )  
 )           ② 　

4

( － )
(－

4

( － )  
 )   

ó
ô
õ－∞

＋∞

exp
b

x y 2

dy
ó
ô
õ－∞

＋∞

a2

x y 2

exp
b

x y 2

dy

①、②が収束すれば、 　 ( )  が収束することがわかる。ó
õ－∞

＋∞
M y dy

①の収束を示す。

 = －
2

( － )
   と置けば、  = 

4

( － )
  また　  = 

2

1
 よりz

b

x y
z２

b

x y 2

dy

dz

b

　 (－
4

( － )  
 )  = 2  = 2 π  となるので収束する。        

ó
ô
õ－∞

＋∞

exp
b

x y 2

dy bó
õ－∞

＋∞
e－z2

dz b
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②の収束を示す。

①と同様にして、　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　                  

 = －
2

( － )
   と置けば、  = 

4

( － )
　また　  = 

2

1
 よりz

b

x y
z２

b

x y 2

dy

dz

b

　
4

( － )
(－

4

( － )  
 )        

ó
ô
õ－∞

＋∞

a2

x y 2

exp
b

x y 2

dy

=  
4

( － )
(－

4

( － )  
 ) 2   = 

2
  

ó
ô
õ－∞

＋∞

b

x y 2

a2

b
exp

b

x y 2

b dy
a2

b b ó
õ－∞

＋∞
z2e－z2

dz

 > 
2

 (  > 0 ) →  > 
2

 →  < 
2

 →   < 
2

 →  < 2 →  = 

( ) (  → ＋∞)

ez
z2

z ez
2 z4

e－z2

z4 z2e－z2

z2 z－2

z2e－z2

z2e－z2

O z－2 z

(  < 0 ) の場合も　  > 0 なので、　  = ( ) (  → －∞)z z２ z2e－z2

O z－2 z

定理１１．３、１）から　  = ＋∞ で、  = ( ) (  → ＋∞)   (α < －1)　なのでb z2e－z2

O z－2 z

  =  ＋    右辺２項は収束するので、左辺が収束ó
õ－∞

＋∞
z2e－z2

dz ó
õ－∞

c
z2e－z2

dz ó
õc

＋∞
z2e－z2

dz

することがわかる。

したがって、定理１４．２より、  ( )
∂

∂
( , , )  は任意の [－  , ] ×[  ,  ] ⊂ D で 

ó
ô
õ－∞

＋∞

f y
t

U
x y t dy c c a b

一様収束する。ここで、  に含まれる任意の有界閉集合は ⊂ [－  , ] ×[  ,  ] とすることD c c a b

ができるので  ( )
∂

∂
( , , )  は  上で広義一様収束する。

ó
ô
õ－∞

＋∞

f y
t

U
x y t dy D

よって、定理１４．４より

）  ( ) ( , , )  は  上で一様収束する。つまり、収束する。a ó
õ－∞

＋∞
f y U x y t dy D

） ( )
∂

∂
( , , ) は ×  で連続。b f y

t

U
x y t R D

） 　 ( )
∂

∂
( , , ) 　は  で広義一様収束する。c

ó
ô
õ－∞

＋∞

f y
t

U
x y t dy D

以上のことから　
∂

∂
( , ) = 　 ( )

∂

∂
( , , )     (  , ) ∈ 　…　(14.21)

t

u
x t

ó
ô
õ－∞

＋∞

f y
t

U
x y t dy x t D

ただし、 ( , , ) は  を固定し、  ,  の関数とみている。U x y t x y t

同様にして、(14.13) が積分記号下で 、一回または二回微分できることを示す。x について

任意の　  <  、  > 0 に対し、  ∈ [－  , ] , ∈[  ,  ] でa b c x c c t a b
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（一回微分について）

2 π

1
(－

2

( －  )
) (－

4

( －  )
)  から

t t

x y
exp

t

x y 2

| ( )
∂

∂
 | ≦ | ( )

2 π

1
{ 

2

( － )
(－

4

( － )
 ) } f y

x

U
f y

a a

x y
exp

b

x y 2

| ( ) | ≦  なので、 ( ) = 
2

( － )
(－

4

( － )
 ) として、収束を示す。 f y M M y

a

x y
exp

b

x y 2

ここで、  = －
2

－
  →  = 

2

1
  ,   

2

( － )
 =  ×(－  )z

b

x y

dy

dz

b a

x y
z

a

b

 ( )  =  
2

( － )
( － 

4

( － )
 )                                                            

= 2   －  = －
2

　  = 0     (  は奇関数）
   

ó
õ－∞

＋∞
M y dy

ó
ô
õ－∞

＋∞

a

x y
exp

b

x y 2

dy

b
ó
ô
õ－∞

＋∞

a

b
ze－z2

dz
a

b ó
õ－∞

＋∞
ze－z2

dz ze－x2

となる。よって、 ( , , ) は  を固定し、  ,  の関数とみて、  ( )
∂

∂
( , , )  は U x y t t x y

ó
ô
õ－∞

＋∞

f y
x

U
x y t dy D

上で広義一様収束する。よって、定理１４．４から

∂

∂
( , ) =  ( )

∂

∂
( , , )         (  , ) ∈   

x

u
x t

ó
ô
õ－∞

＋∞

f y
x

U
x y t dy x t D

（二回微分について）

( )
∂

∂
 = ( ) 

2 π

1
 (－ 

4

( －  )
){  

4

( －  )
 － 

2

1
} は (14.17) と同じ式なのf y

x2

2U
f y

t
exp

t

x y 2

t2
x y 2

t

で、  ( )
∂

∂
( , , )  は  上で広義一様収束する。 ( , , ) は  を固定し、  , 

ó
ô
õ－∞

＋∞

f y
x2

2U
x y t dy D U x y t t x y

の関数とみて、定理１４．４から

(14.22)        
∂

∂
( , ) =  ( )

∂

∂
( , , )        (  , ) ∈  

x2

2u
x t

ó
ô
õ－∞

＋∞

f y
x2

2U
x y t dy x t D

以上により、(14.14)が  でみたされることが証明された。D

最後に（１４．１５の証明）

 のコンパクト区間  = [  ,  ] を一つとるとき、[  ,  ]⊂[ －  ,  ] となる自然数  ≧ 1R I a b a b n0 n0 n0

xが存在する。
－    －                                  n n0 a b n0 n

π

1
  ( )  は  の有界性と   = π　から  上一様収束する。ó

õ－∞

＋∞
f x e－z2

dz f ó
õ－∞

＋∞
e－z2

dz D
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(14.16) が同じく  上一様収束するからD

(  , )－ ( ) = 
π

1
  { ( ＋2 )－ ( ) } u x t f x ó

õ－∞

＋∞
f x tz f x e－z2

dz

も  上一様収束する。よって、任意のε> 0 に対し  ≧  を十分大きくとれば任意の (  , )D n n0 x t

∈  に対しD

                   | 
π

1
 { ( ＋2 )－ ( ) }  | < 

3

εó
õn

＋∞
f x tz f x e－z2

dz

(14.23)

                   | 
π

1
 { ( ＋2 )－ ( ) }  | < 

3

εó
õ－∞

－n
f x tz f x e－z2

dz

が成り立つ。コンパクト区間  = [ －  ,  ] 上  について連続な  はハイネの定理より、一様J n n x f

連続であるから （注意　  の積分範囲としての  を  ⊂  となるよう使っている。）　 z n I J

ε > 0 に対し、δ > 0 が存在して、任意の  ∈   に対し、|  | < δならばx J h

| ( ＋ )－ ( ) | < 
3

ε
 となる。そこで、0 <  < 

2

δ
 とすればf x h f x t

n

| 2  | < | 2×
2

δ
×  | = | 

δ
 | = δ×|  | ≦ δ  ( －  ≦  ≦  だから)t z

n
z

n

z

n

z
n x n

| ( ＋2 )－ ( ) | < 
3

ε
  ( ∀ ∈  ) 　　　f x tz f x x J

となるから

(14.24)     |  
π

1
  { ( ＋2 )－ ( ) }  | ≦ 

3 π

ε
 ó

õ－n

＋n
f x tz f x e－z2

dz ó
õ－n

＋n
e－z2

dz

< 
3 π

ε
  < 

3

εó
õ－∞

＋∞
e－z2

dz

となる。(14.23) と (14.24) により、　0 <  < (
2

δ
)  ならば、任意の  ∈  に対し、t

n
2 x J

| ( , )－ ( ) | = |  
π

1
 { ( ＋2 ) － ( ) }  | ≦ | |＋|  |＋|  | u x t f x

ó
ô
õ－∞

＋∞

f x tz f x e－z2

dz ó
õ－∞

－n ó
õ－n

＋n ó
õ＋n

＋∞

< 
3

ε
＋

3

ε
＋

3

ε
 < ε

となる。これで、  上一様に ( , ) → ( ) (  → 0) となることが証明された。  ⊂  なので J u x t f x t ＋ I J

 上一様収束する。ゆえに、  上広義一様収束することになる。I R

（注意） ( ,0) = ( ) によって　  の定義域を　  = { ( , ) | ∈ , ≧0} にまで拡張するとu x f x u
___
D x t x R t

(14.15)　により、  は  上連続であり、  で(14.14) をみたし、かつ、初期条件 ( ,0) = ( )u
___
D D u x f x

をみたす。すなわち、時刻　  = 0 における温度分布 ( ) が与えられたとき、熱源を含まないt f x

針金の時刻  > 0 における点  の温度が (14.13) の ( , ) で表される。t x u x t
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