
第Ⅰ章は疑い始めれば疑いきれないほどの疑問が生じてくる。特に ( 1)－( 17)R R

で実数を特徴づけているが、それが必要かつ十分であるかは残念ながら私にはわ

からない。しかし、他の書に比べ、この章の構成が私にとって非常にわかりやすい

ものになっていることは間違いない。

（Ｐ．１　交換律から結合律は導けない例）

◎  = 
2

＋
 とすれば、◎は交換律をみたすが結合律はみたさない。x y

x y

 = 1 ,  = 2 ,  = 3 として計算すると、( ◎ )◎  = 
4

9
 ≠ ◎( ◎ ) = 

4

7
a b c a b c a b c

（Ｐ．２　（Ｒ１０）がなぜ必要か）

｛0｝ =  ではないことを示すため。R

特に、（Ｒ８）の元１を０に置き換えても、00 = 0 であり、（Ｒ９）については、０以外の

任意の  はないので問題ない。｛0｝も（Ｒ９）まで満たすことになる。a

（Ｐ．２　問１）

（ⅰ）　0 ＋ 0 = 0 = 0 ＋ 0'= 0'

（ⅱ）　  がそのような数であったなら、b

 ＋ (－ ) ＋  = (  ＋ (－ ) ) ＋  =  =  ＋  ＋ (－ ) = －a a b a a b b a b a a

（ⅲ）　  ＋ (－ ) － (－ ) =  ＋ 0 =  = 0 － (－ ) = －(－ )a a a a a a a

（ⅳ）　0  = ( 1 － 1 )  =  －  = 0a a a a

（ⅴ）　(－1)  ＋  = { (－1) ＋ 1 }  = 0  = 0 → (－1)  = －a a a a a a

（ⅵ）　( －1 )( － 1 ) － 1 = ( －1 )( －1 ) ＋ ( －1 ) = ( －1 ){ ( －1 ) ＋ 1 } = 0 

（ⅶ）　 ( －  ) = ( －1 )  = ( －1 )  = －  = ( －  )a b a b ab ab a b

（ⅷ）　( －  )( －  ) = (－1 ) ( －1 )  = ( －1 )( －1 )  = a b a b ab ab

（ⅸ）　  = 0 ,  ≠ 0 →  = ( )  = 0  = 0ab b a ab b－1 b－1

 = 0 ,  ≠ 0 →  = ( ) = 0 = 0ab a b a－1 ab a－1

（ⅹ）　( －  )( －( ) ) = ( －1 ) ( －1 )( ) =  = 1→ －( ) = ( －  )a a－1 a a－1 aa－1 a－1 a －1

（ⅺ）　(  )( ) =  =  = 1 → (  )  = ab b－1a－1 abb－1a－1 aa－1 ab －1 b－1a－1
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（Ｐ．３（１．４））

（１，３）より、1  = 1 ≧ 0 であるから、　1 > 0  であるか　1 = 0　、 ところが（Ｒ１０）が2

あるので、 1 > 0 となる。したがって、（Ｒ１５）より、0 ＋ 1 < 1 ＋ 1 → 1 < 2  となる。

（Ｐ．３問２）

（ⅰ）（Ｒ１５）より、  ≦  ⇒  －  ≦  －  ⇒ 0 ≦  －  　また、 0 ≦  －  

⇒  ≦  －  ＋  ⇒  ≦  

a b a a b a b a b a

a b a a a b

（ⅱ）  ≦  ⇒ （ⅰ）より、0 ≦  －  ⇒ 0 －  ≦  －  －  ⇒ －  ≦ －a b b a b b a b b a

（ⅲ）  ≦  ,  ≦ 0 ⇒ （Ｒ１６）より、－  ≧ 0  なので、　－  ≦ －  （ⅱ）より、a b c c ac bc

 ≧ ac bc

（ⅳ）  > 0 ⇒  = 1 > 0 、ここで  < 0 ならば （ⅲ）から  < 0 となり矛盾

する。また、  = 0 ならば  = 0 となり矛盾する。よって、  > 0

a aa－1 a－1 aa－1

a－1 aa－1 a－1

（ⅴ）  ≦  ,  ≦   ⇒  ＋  ≦  ＋  ,  ＋  ≦  ＋  （Ｒ１３）より、a b c d a c b c b c b d

 ＋  ≦  ＋    (  =  ,  =  のとき ＋  = ＋  )a c b d a b c d a c b d

（ⅵ）  ≦  ,  <   ⇒ （Ⅴ）より、  ＋  <  ＋  ,  ＋  ≦  ＋  （Ｒ１３）より　

 ＋  <  ＋  ≦  ＋  ⇒  ＋  <  ＋ 

a b c d a c a d a d b d

a c a d b d a c b d

（Ｐ．３　命題１．１）

 <  ⇒  ＋  <  ＋  ⇒  < 
2

 ＋ 
 ,  ＋  <  ＋   ⇒ 

2

 ＋  
 < a b a a a b a

a b
a b b b

a b
b

よって、  < 
2

 ＋  
 <   となる。a

a b
b

（Ｐ．４　命題１．２　に追加）

５） | |  |  － |  | | ≦ |  －  |a b a b

 （証明）　|  | － |  | ≦ |  ＋  |a b a b

|  | － | －  | ≦ |  －  | ⇒ |  | － |  | ≦ |  －  |      …　①a b a b a b a b

同様にして、|  | － |  | ≦ |  －  |                               …　②b a a b

①、②より、絶対値の定義（１．７）から　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　  

| |  |  － |  | | ≦ |  －  |　a b a b
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（Ｐ．５　例３ 有理関数体の順序）

実数を係数とする文字  の有理式とは、例えば、　
2 ＋3 －2

4
 のような式で、そt

t2 t

t2

の全体を ( )とする。R t

（Ｒ１）～（Ｒ１０）は明らかである。特に、自然数  ∈  について、  と考えれば、

 ∈ ( ) であり、したがって、0 , 1 ∈ ( ) となり、加法、乗法、それぞれの単位

元となる。順序については、字引式順序といい、まず、多項式　　　　　                  

( ) = ＋ ＋…＋   ,    ≠ 0                            

n N nt0

n R t R t

f t a0 a1t ant
n an

に対して、  > 0 のとき、  > 0 と定義し、有理式　  に対しては、  ≧ 0 のときan f
f

g
fg

 ≧ 0 とする。そして、二つの有理式   ,  に対し、  －  ≧ 0 のとき、  ≧ 
f

g
f g g f g f

と定義する。  －  = 0 のときは、  =  のときのみである。g f g f

私なりの解釈では、ここでは、  を実数とする。　単なる文字とする場合は、他書（

例えば、数学の基礎 Ｐ．６５　齋藤正彦 著　東大出版）を参照してほしい。

t

多項式の場合、　 ( ) = ＋ ＋…＋     とした場合、  > 0 であれば、  

～  がすべて負であっても、  を十分大きくとれば ( ) > 0 とすることができ

るということである。

g t b0 b1t bmt
m bm b0

bm－1 t g t

有理式の場合

 = 
＋ ＋…＋

＋ ＋…＋
  ,   = 

＋ ＋…＋

＋ ＋…＋
 ,  = 

＋ ＋…＋

＋ ＋…＋
f

a0 a1t ant
n

b0 b1t bmt
m

g
c0 c1t clt

l

d0 d1t dkt
k

h
p0 p1t pst

s

q0 q1t qrt
r

ここで、  ,   ,  > 0 ,  , ,  ≠ 0 としてよい。an cl ps bm dk qr

まず  と ０ の大小であるが、分子と分母の積の最高次の項の係数で決まるのでf

 > 0 ならば  > 0 となる。つまり、  > 0 なので、  の符号で決まることになanbm f an bm

る。

次に、  －  であるが、通分してから分母をかけるので、  ,  > 0 より、分母は

無視してよい。

g f an cl

( ＋…＋  )( ＋…＋  ) － ( ＋…＋  )( ＋…＋  )d0 dkt
k a0 ant

n b0 bmt
m c0 clt

l

の最高次の項の係数を０と比較することになる。
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しかし、上の式を簡略化して書けば、 ( ) ( )－ ( ) ( ) であり、所詮  の多項式d t a t b t c t t

なので、最高次の項の係数が正ならば、十分大きな  をとって、t0

 >    ,  ( ) ( )－ ( ) ( ) > 0t t0 d t a t b t c t

とできるはずである。（  が実数なのでわかることである。）また、逆も成り立つ。つ

まり、十分大きな  をとって、  >   ならば  ( ) ( )－ ( ) ( ) > 0　⇔　  －  > 0

t

t0 t t0 d t a t b t c t g f

上の定義により定まる ≦ は順序となっている。補題１　

（１）  ≦  は明らかである。(2)  ≦   かつ　  ≧    ならば　  =  も明

らかである。

証明　 g g g f g f g f

(3)  ≦   かつ　  ≦   ならば　  ≦  となるかであるが、( = ) のときは明らかで

あるので省略する。

f g g h f h

 < 　ならば　十分大きな  をとって、  >   ならば  ( ) ( )－ ( ) ( ) > 0f g t0 t t0 d t a t b t c t

 < 　ならば　十分大きな  をとって、  >   ならば  ( ) ( )－ ( ) ( ) > 0 g h t1 t t1 c t q t d t p t

ただし、  = 
( )

( )
 とした。　ここで、  =  {  ,  } とすれば、　  >  で、h

p t

q t
T1 Max t0 t1 t T1

( ) ( )－ ( ) ( ) > 0 …①　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 　

( ) ( )－ ( ) ( ) > 0 …②

d t a t b t c t

c t q t d t p t

が同時に成り立つ。

また、 ( ) , ( ) , ( ) の最高次の項の係数が正だったので、上と同じように十分

大きな  をとれば、    >   ,   ( ) , ( ) , ( ) > 0 とすることができる。よって、

 =  {  ,  } とすれば

a t c t p t

T2 t T2 a t c t p t

T Max T1 T2

  >  で、①の両辺を ( ) > 0 で割るt T c t

( ) ( ) > ( ) ( )  →   
( )

( ) ( )
 > ( )  →  － ( ) > －

( )

( ) ( )
d t a t b t c t

c t

a t d t
b t b t

c t

a t d t

→   － ( ) ( ) > －
( )

( ) ( )
( )b t p t

c t

a t d t
p t

両辺に ( ) ( ) をたしてa t q t

( ) ( ) － ( ) ( ) > ( ) ( ) － 
( )

( ) ( )
( )a t q t b t p t a t q t

c t

a t d t
p t

( ) を両辺にかけてc t

( ) ( ) ( )－ ( ) ( ) ( ) > ( ) ( ) ( )－ ( ) ( ) ( ) a t c t q t b t c t p t a t c t q t a t d t p t
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= ( ) { ( ) ( )－ ( ) ( ) }a t c t q t d t p t

( ) > 0  ,   ( ) ( )－ ( ) ( ) > 0  なので　a t c t q t d t p t

( ) ( ) ( )－ ( ) ( ) ( ) > 0  →  ( ) ( )－ ( ) ( ) > 0   a t c t q t b t c t p t a t q t b t p t

よって、　 －  > 0  つまり　  >   がわかった。h f h f

　 ( ) は全順序集合である。補題２ R t (R14)

( ) の任意の有理式   = 
( )

( )
 ,  = 

( )

( )
         （十分大きな  をとれば証明　R t f

a t

b t
g

c t

d t
T

∀  >   ,   ( ) , ( ) > 0 とする。）t T a t c t

ここで、 ( ) ( ) － ( ) ( ) は  の多項式である。したがって、  よりもっと大きな a t d t b t c t t T t

をとれば、正になるか負になるかのどちらか、または、常に 0 であるかである。よっ

て全順序集合となる。

　 ( ) は順序体である。（任意の  ,  , ∈ ( ) に対し次のことがいえる）補題３ R t f g h R t

(1)  <   →  ＋  <  ＋  f g f h g h   (R15)

(2)  > 0 ,  > 0  →   > 0      f g fg (R16)

   = 
( )

( )
 ,  = 

( )

( )
 ,  = 

( )

( )
　　ただし、十分大きな  をとって、∀  ∈ 

 に対し 　

証明 f
a t

b t
g

c t

d t
h

p t

q t
T t

T

( ) , ( ) , ( ) , ( ) ( ) － ( ) ( ) > 0 とする。a t c t p t a t d t b t c t

(1) の証明

 ＋  － (  ＋  ) = 
 ( ) ( )

( ) ( ) ＋ ( ) ( )
 － 

( ) ( )

( ) ( ) ＋ ( ) ( )
g h f h

c t p t

c t q t d t p t

a t p t

b t p t a t q t

= 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) － ( ) ( ) ( )

a t c t p t

a t d t p t b t c t p t

= 
( ) ( ) ( )

( ) { ( ) ( ) － ( ) ( ) }
 > 0　

a t c t p t

p t a t d t b t c t

(2) の証明

  = 
( )

( )
 > 0 ,  = 

( )

( )
 > 0  なので、　 ( ) , ( ) > 0  よってf

a t

b t
g

c t

d t
b t d t

 = 
( ) ( )

( ) ( )
 > 0

  
fg

a t c t

b t d t
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以上の内容を直感的に表してみる。ここでは、  の代わりに  を用いる。（例） t x

①、②、③、④、⑤、⑥の大きい順になっていることがわかる。

1.4 2.1 2.8 3.5

①　  = 
10

1
y x2

①
②　  = 

4

3
 y

③　  = 
2

y
x ②

③④　  = 
1＋

y
x2

x

④

⑤⑤　  = 
－1＋

1
y

x2

⑥　  = 
－1＋

－1
y

x2

③と④について、

⑥

２
 － 

1＋
 = 

 ( 1＋  )

2＋2 －
 = 

 ( 1＋  )

2＋
  > 0  なので、　

２
 > 

1＋
 となる。

x x2

x

x x2

x2 x2

x x2

x2

x x2

x

 （注  ∉  でもよい!)（Ｐ．６　命題１．３の　２）の証明） m A

（証明）もし、  <  となる任意の  に対して、  <  となる ∈  が存在しなけれx m x x a a A

ば、任意の ∈  に対して、  ≧  となり、つまり、  は  の一つの上界となる。よa A x a x A

って、最小上界である上限  に対して、  <  となり矛盾する。また、  が有限集m x m A

合の場合、例えば  = {  ,  } ,  <  のとき、   =  であり、任意の  <  はA c d c d sup A d x d

 なので  <  となる ∈  は  一つしかないが、確かに存在する。c c a a A d

（Ｐ．６　例５）

”( －ε)  < 2 , ε> 0 は任意だから、  ≦ 2 となる。” が理解できない。そこで、s 2 s2

Ｐ．３（１．１）より、ⅰ）　2 <       ⅱ） 2 =       ⅲ） 2 >   の内の一つ、そして、唯s2 s2 s2

一つが成り立つので、ⅰ）から検討してみる。

もし、2 < 　ならば、適当な  ∈  をとれば 2 <  <  とすることができる。s2 t Q t2 s2

なぜなら、
2

1
( －2 ) > 

1
 , 

4

1
( －2 ) > 

1
 となる自然数  ,  ≧ 1 を取り、s2

n2 s
s2

m
n m
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1
,

1
 =  > 0 ,  = －  と置けば  は有理数であり、  <  →  < Min

n m
c t s c t t s t2 s2

 ≦ 
1

 < 
4

1
( －2 )   ,    ≦ 

1
 →  ≦ 

1
 < 

2

1
( －2 )  なので、c

m s
s2 c

n
c2

n2 s2

 = ( －  )  = －2 ＋  > －2  
4

1
( －2 )－

2

1
( －2 )t2 s c 2 s2 sc c2 s2 s

s
s2 s2

= －
2

1
( －2 )－

2

1
( －2 ) = 2s2 s2 s2

よって、  は  の上界となる。このことは、  が上限であることに反する。t A s

ⅲ）ならば、また同じように、適当な 0 < ∈  をとれば、  <  < 2 とすることがでt Q s2 t2

きる。なぜなら、
2

1
( 2－  ) > 

1
 , 

4

1
( 2－  ) > 

1
 となる自然数  ,  ≧ 1 をs2

n2 s
s2

m
n m

取り  
1

,
1

 =  > 0 ,  =  ＋  と置けば、  <  →  < Min
n m

c t s c s t s2 t2

 ≦ 
1

 < 
4

1
( 2－  )   ,    ≦ 

1
 →  ≦ 

1
 < 

2

1
( 2－  )  なのでc

m s
s2 c

n
c2

n2 s2

 = ( ＋  )  = ＋2 ＋  < ＋2  
4

1
( 2－  )＋

2

1
( 2－  )t2 s c 2 s2 sc c2 s2 s

s
s2 s2

= ＋
2

1
( 2－  )＋

2

1
( 2－  ) = 2s2 s2 s2

 ∈  ,  <  となり、  は最小上界なので矛盾する。以上により、  = 2 とならなけt A s t s s2

ればならない。しかし、ありえないのである。

（Ｐ．７　例６）

ε ≦ b → ε2 ≦ bε なので、

( ＋ε)  = ＋2 ε＋ε  ≦ ＋2 ε＋ ε = ＋3 εb 2 b2 b 2 b2 b b b2 b

≦ ＋3  
3

 － 
 = b2 b

b

a b2

a

( －ε)  = －2 ε＋ε  ≧ －2 ε－ε  ≧ －2 ε－ εb 2 b2 b 2 b2 b 2 b2 b b

= －3 ε≧ －3  
3

 － 
 =                           b2 b b2 b

b

b2 a
a

（Ｐ．９　命題１．６）

命題１．３　２）より、
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 －
2

ε
 <   ,   －

2

ε
 <   となる ∈  , ∈  が存在するのでsup A a sup B b a A b B

 ＋  －ε < ＋  ≦  ( ＋  )sup A sup B a b sup A B

0 ≦ (  ＋  )－  ( ＋ ) < εsup A sup B sup A B

よって、ε> 0 は任意なので、 (1.5)より、  ＋    =  ( ＋  ) となる。sup A sup B sup A B

    =  (  ) 　についてsup A sup B sup AB

 ,  が共に[ 0 , ＋∞ ) の部分集合なのでどちらか、または、共に有界でない場A B

合は、等号が成り立つのは明らか。共に上に有界の場合を考える。

任意のε > 0 に対し、 上記と同様にして

 －
 ＋   

ε
 <   ,   －

 ＋   

ε
 <   となる ∈  , sup A

sup A sup B
a sup B

sup A sup B
b a A b

∈  が存在するのでB

   －ε－( 
 ＋   

ε
 )  <  ≦  (  )sup A sup B

sup A sup B
2 ab sup AB

   －ε< ( ＋
 ＋   

ε
 ) ( ＋

 ＋  

ε
 )－εsup A sup B a

sup A sup B
b

sup A sup B

= ＋
 ＋  

( ＋  )ε
＋( 

 ＋   

ε
 ) －εab

sup A sup B

a b

sup A sup B
2

< ＋ε＋( 
 ＋   

ε
 ) －εab

sup A sup B
2

したがって

 ,  ⊂ [ 0 , ＋∞ ) なので 0 ≦ (    )－  (  )A B sup A sup B sup AB

0 ≦ (    )－  (  ) < ε＋( 
 ＋   

ε
 )sup A sup B sup AB

sup A sup B
2

よって、ε> 0 は任意なので、 (1.5) より、     =  (  ) となる。sup A sup B sup AB
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（Ｐ．１０　定義１　（継承的））

 の部分集合  が次の 1) , 2) をみたすとき、  は継承的であるという。R H H

1) 0 ∈ H

2)  ∈  ⇒ ＋1 ∈ n H n H

例えば、0.1 の倍数の集合 { …　-0.5 , -0.4 , -0.3 , -0.2 , -0.1 , 0 , 0.1 , 0.2 , 0.3 

, 0.4 , 0.5 , 0.6 , 0.7 , 0.8 , 0.9 , 1.0 , 1.1 , 1.2 , 1.3 , … } 

は継承的である。{ 0 , 0.5 , 1.0 , 1.5 , 2.0 , … } でもよい。

1 より大きい数の倍数の集合は継承的ではない。

（Ｐ．１１　例２　（2項定理））

(  ＋  )  = (  ＋  ) {   }a b n＋1 a b å
k=0

n n
k
akbn－k

= (  ＋  ) { 
0

 ＋
1

＋ … ＋  ＋  ＋  

… ＋  } 

a b n a0bn n a1bn－1 n
k－1

ak－1bn－(k－1) n
k
akbn－k

n
n
anb0

=  { 
0

＋
1

＋…＋ ＋ ＋…＋
－1

＋  }＋{ 
0

＋
1

＋…＋
－1

＋   ＋

…　　＋  }

n a1bn n a2bn－1 n
k－1

akbn－k＋1 n
k
ak＋1bn－k n

n
anb1

n
n
an＋1b0 n a0bn＋1 n a1bn

n
k

ak－1bn－k＋2 n
k
akbn－k＋1

n
n
anb1

ここで、
－1

＋  = 
( －1)!( － ＋1)!

!
＋

!( － )!

!n
k

n
k k n k

n

k n k

n

= 
!( － ＋1)!

!＋( － ＋1) !
 = 

!( － ＋1)!

( ＋1) !
 = 

!( ＋1－ )!

( ＋1)!
 = 

＋1
k n k

kn n k n

k n k

n n

k n k

n n
k

－1
＋ = 

＋1
　 なので

n
k

akbn－k＋1 n
k
akbn－k＋1 n

k
akbn－k＋1

よって、

= 
0

+ ＋1
1

＋…＋
＋1

＋…＋
＋1

＋n a0bn＋1 n a1bn
n
k

akbn－k＋1 n
n

anb1 n
n
an＋1b0

0
 = ＋1

0
 = 1   ,     = 

＋1
＋1

 = 1  なので n n n
n

n
n

= + ＋1
1

＋…＋
＋1

＋…＋
＋1

＋a0bn＋1 n a1bn
n
k

akbn－k＋1 n
n

anb1 an＋1b0
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=  
＋1

å
k=0

n＋1 n
k

akbn＋1－k

（Ｐ．１１　定理２．２）

∈  , ∩ ( ) = ∅ のとき、  <  , ∈  が存在したとすると、 ∈ ( ) なのでm A A N m x m x A x N m

∈ ∩ ( ) ≠ ∅ となり矛盾する。よって、  = ( ) となる。x A N m m Min A

∈  , ∩ ( ) ≠ ∅ のとき、 ∩ ( ) は  の有限部分集合なので、 ( ∩m A A N m A N m N Min A

( )) =  が存在する。ここで、  <  , ∈  が存在したとすると、  <  なのでN m n x n x A n m

 が最小値となり  が最小値であることに矛盾する。よって、そのような  はない。x n x

つまり、  は  の最小値となる。n A

（Ｐ．１２　例５　補足）

0 <  ≦   →  ≦  → 
1

 ≦ 
1

a b
ab

a

ab

b

b a

（Ｐ．１３　例６）

 > 
ε

1
 →  >  > 

ε

1
 → 

1
 < εn0h nh n0h nh

（Ｐ．１３　例７）

 > 
2

( －1)
xn

n n h2

( －1)  > ( －1)  > 
ε

2
 → 

( －1) 

1
 < 

( －1) 

1
 < 

2

ε
n h2 n0 h2

n h2 n0 h2

よって、0 <  < 
( －1) 

2
 < ε となる。

xn
n

n h2

（Ｐ．１４　定理２．５）

１）　| － －( － ) | = | － ＋ －  | ≦ | －  |＋| －  | a b an bn a an bn b a an bn b

２）　| －  | ≦ 
2( |  |＋1 )

|  |ε
＋

2

ε
 = 

2( |  |＋1 )

|  |ε＋|  |ε＋ε
ab anbn a

a

M

M

a

a a

= 
2 |  |＋2

( 2|  | ＋1 )ε
 < ε

a

a

3) ε として 
2

1
|  | とすれば、 

2

1
|  | > | －  | ≧ |  |－|  |  　　                   

→ －
2

|  |
 > －| |

b b b bn b bn

b
bn 
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（Ｐ．１５　定理２．６）

－  = 2ε →    = ＋2ε →    ＋ε = －εa b a b b a

（Ｐ．１８　例１）

 < ＋  →  < ＋   →  < a a a0 a a a0 a0 a1

－  = ( ＋  ) －( ＋  )  = －  > 0a2
n＋1 a2

n a an
2 a an－1

2 an an－1

( 1＋  ) －( ＋1＋  )  = 1＋2 ＋ －( ＋1＋  ) =  > 0a 2 a a 2 a a a a a

  
－ －  = 0c2 c a

 = 
2

1± 1－4×1×(－ )
 = 

2

1± 1＋4
c

a a

（Ｐ．１９　（３．７）がアルキメデスの原理と同値）
⇐ の証明　

任意の実数　  > 0 に対し　  >  となる自然数  が存在する。よって、  > 
a

b
n

a

b
n na b

となる自然数  が存在することになる。n

lim   = ＋∞ と　 lim 　
１

 = 0 は同値
n→∞

n
n→∞ n

⇒ 任意のε > 0 に対し、  > 
ε

1
 となる自然数  が存在するので、

1
 < ε となり n n

n

lim  
1

 = 0 となる。
n→∞ n

⇐　任意の  > 0 に対し、
1

 < 
1

 となる自然数  が存在するので、  >  となりb
n b

n n b

lim   = ＋∞ となる。
n→∞

n

lim  2  = ＋∞ ⇒ lim   = ＋∞ 
n→∞

n

n→∞
n

任意の  > 0 に対し、2  >  となる自然数  が存在するので、2  =  とおけばb n b n n m

 >  となる自然数  が存在することになる。m b m

lim  
2

1
 = 0  ⇒ lim  

1
 = 0

n→∞ n n→∞ n

任意の ε > 0 に対し、
2

1
 < ε となる自然数  が存在するので、2  =  とおけ

n
n n m

ば  
1

 < ε となる自然数  が存在することになる。
m

m
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（Ｐ．２０　定理３．３ 区間縮小法）

命題２．７のはさみうちの原理は共に  に収束する数列 ( )  , ( )  があっa an n∈N bn n∈N

て、すべての ∈  に対し、  ≦  をみたし、数列 ( )  がすべての ∈  n N an bn cn n∈N n N

に対し、  ≦  ≦  となっている必要がある。 －  → 0  ( →∞ ) であるがan cn bn bn an n

[  , ] ⊃ [  , ] となっているわけではない。またそうであったとしても最an bn an＋1 bn＋1

初から、  ≦  ≦  となる数列 ( )  が存在することを認めているので  にan cn bn cn n∈N a

収束するのであって、 ではその存在を求めていない。実数の連続性区間縮小法

から存在することを証明している。

(3.11) , (3.12) より、  ≦  ≦  ≦  ≦  なのでan a c b bn
－  ≦ －    また、 －  ≧ －  ≧ －  ≧ －  ≧－   →  －  ≧ －  

≧ 0  よって、0 ≦ －  ≦ －  ≦ －

c an bn an an a c b bn c an c a

c a c an bn an

以上から、　0 ≦ | －  | ≦ －   となる。a c bn an

同様にして

－  ≦ －   また、 0 ≦ －  ≦ －  　→　0 ≦ | －  | ≦ －bn c bn an b c bn c b c bn an

そこで仮定 －  → 0  ( →∞ ) と (1.5) により   =  =  を得る。bn an n a b c

（Ｐ．２２　例３　補足）

0 <  < 1 → 0 <  <  < 1 →　0 <  <  <  < 1 → 0 <  <  < 1a a2 a a3 a2 a am a

1 <  → 1 <  <  → 1 <  <  <   → 1 <  <  a a a2 a a2 a3 a am

右図の様に区間を
  f(x) = xm - a

縮小していく

－  = 
2

 → 0　bn an n

c
I3 

( →∞)n
I2I1

I0
                                 

 
a0 c1 c2 c0 b0
↑ ↑
0 c

12



（P.23　（３．１７））

すべての  ∈  に対し、  ≦ (  )k N k n k

(  ) は狭義単調増加であることから、数学的帰納法によって証明する。n k

0 ≦ (0) は明らかである。n

また、　 －1 ≦ ( －1 ) < (  ) k n k n k

 は －1 より大きい最小の自然数なので、　  ≦ (  ) となる。k k k n k

（P.2４　定理３．４（ボルツァーノ・ワイヤストラス））

無限個ある

                                                     a0 a2 a4 a3 a1

                          

     

 

b4 c4

 ⊃  ⊃  ⊃ …I0 I1 I2
 

                                                              b3 d3 c3

 ≦  ≦  ≦ …b0 b1 b2

                                                            b2 d2 c2 ≧  ≧  ≦ …c0 c1 c2                                                               b1 d1 c1
                                                                  b0 d0 c0

I0

I1
I2－  = 

2

1
( －  ) → 0cn bn n
c b

I3
 → ∞                              

 (  → ∞ )n

そこで、区間縮小法により、ある実数  に対しa

lim  = lim  = 
n→∞

bn n→∞
cn a

(3.20) 任意の  ∈  を一つ定めたとき、  ∈  となる  ∈  が無限にある。n N am In m N

このことから

(0) < (1) < … < ( ) < …n n n k

となる自然数列 ( ( ) )  でn k k∈N

すべての  ∈  に対し  ∈  をみたすものが存在する。実際、  =  とk N an(k) Ik dk an(k)

おけば、  =  ,  =  , … ,  =  まで選んだとき、つまり、  番目までd0 an(0) d1 an(1) dk ak(n) k

選び、 ＋1 番目を ( ) より大きい  で  ∈  となる  ∈  が無数にあるk n k m am Ik＋1 m N

から、定理２．２（  の空でない任意の部分集合  は、最小元   をもつ。）N A min A

より最小のものを ( ＋1) とすれば、 ( ) < ( ＋1) ,  ∈  となる。n k n k n k an(k＋1) Ik＋1

13



このときすべての  に対しk

 ≦  ≦ bk an(k) ck

が成り立つから、はさみ打ちの原理（命題２．７）により、

lim  = 
k→∞

an(k) a

である。即ち部分列 (  )  は  に収束する。an(k) n∈N a

（P.2８　コーシーの収束条件とアルキメデスの原理 → 連続の公理）

部分的に補足

任意の  ∈  ,  ∈  に対し　  <  ∈  となる  がある。c C b B c a A a

なぜなら、もしそのような  が存在しないならば、すべての  の元が ≦  となりa A c

 ∈  となってしまうからである。c B

 c3 b3
   c2 d2 b2具体的に                                c1 d1 b1

                              c0 d0 b0 ∉  なので  ∈ d0 B d0 C A

 = [  , ] = [  , ]I1 c1 b1 d0 b0 I0
I1

 ∈   d1 B
I2 = [  , ] = [  , ]I2 c2 b2 d0 d1

 =  =   を示す。b c sup A

定義から  ∈  ,  ∈    ( ∀  ∈  )cn C bn B n N

であるから、任意の  ∈  に対し  ≦   ( ∀  ∈  ) となる。したがって、a A a bn n N

 ≦ lim  =   ( ∀  ∈  )  ←  （定理２．６から）a
n→∞

bn b a A

即ち、  は  の上界 (  ∈  )である。b A b B

いま任意の  <  を取ると、 lim  =  =  だから、  <  <  となる  が存在すx b
n→∞

cn c b x cn b n

る。  ∈  は  の上界ではないから、  ∈  が存在して、cn C A a A

 <  <  ≦ x cn a b

が成り立つ。つまり、  は  の上界ではない。まとめると、任意の  <  は  の上x A x b A

界ではない。以上から、  が  の最小上界であり、即ち上限であることになる。b A

14



（P.2９　注意５　連続の公理）

P.２７の 「

」 に甘えたいところであるが少しだけ深入りする。

※この注意の内容は理論的に重要であるが、本書の後の部分を読む

には必要ない。

「(K)、(C) から (A) は導けない。」 については、（数学の基礎 P.65　齋藤正彦 著 

東大出版、附録の有理数のコーシー完備化）を参考してもらいたい。

（B－W）から （A) が導かれることは、

（B－W)を仮定し、（A) が成り立たないとして背理法（帰謬法）で証明する。

実際、 lim   =＋∞ ではないとする。つまり、有界であるならば、収束する部分列
n→∞

n

が存在するはずである。その部分列を ( ( ) )  とおく。収束列はコーシー列なn k k∈N

ので、任意の ε > 0 に対し、ある整数  が存在してN

| ( ) － ( ) | < ε    ∀  ,  > n i n j i j N

とすることができる。しかし、　  <  　ならば、 ( ) < ( ) であり、しかも、ともに自然

数である。したがってε を 1 未満としたら、いかなる  をとっても ε より小さくする

ことはできない。よって、矛盾する。

i j n i n j

N

（P.29　定理３．７）

 任意に与えられた実数 a に対し、

(3.27)   > －m a

となる自然数  が存在する。実際 0 ≧ －  ならば  = 1 でよい。また －  > 0 なm a m a

らば、アルキメデスの原理によって、1 > 0 なので  > －  となる  ∈  が存在m a m N

する。いま (3.27) をみたす  を一つ定める。 ＋  > 0 , 1 > 0 なので、アルキメデm m a

スの原理により ＋  <  となる自然数  が存在する。そのような  の集合を m a n n n A

とすれば  ≠ ∅ だから定理２．２により、   =  ∈  が存在する。  の定義にA Min A l N l

より 0 < ＋  <  だから、 －1 も自然数で、次の関係式が成り立つ。m a l l

(3.28)  －1 ≦ ＋  <  l m a l

－1 ≦ ＋  であるが、 －1 > ＋  だとしたら、 －1 も自然数なので、  が最l m a l m a l l

小であることに反するからである。

また、  = － －1 とすれば、 －1 ≦ ＋  <   →  － －1 ≦  < －   →n l m l m a l l m a l m

 ≦  < ＋1 となり、(3.26) が成り立つ。n a n

15



一意性を示すために  以外の  <  <  なる自然数  ,  をとれば、n p n q p q

＋1 ≦  ≦  < ＋1 ≦  だから ＋1 ≦  ,  ≦  なので  ,  は (3.26) をp n a n q p a a q p q

みたさない。

（P.30　定理３．９）

－4 ≦ －3.1 < －3  →  [－3.1] = －4 であるから、  < 0 であっても、 －[  ] = x x x x0

> 0 であることに注意が必要である。したがって、いかなる場合も、  ∈ [ 0 , 1) とx0

なる。  を[ 
10

 , 
10

＋1
 ) ( 0 ≦  ≦ 9 ) の半開区間に十等分すると 10  は実数I0

k k
k x0

なので定理３．７より、  ≦ 10  < ＋1 となる 整数  が唯一つ存在する。その k x0 k k k

を  とすれば、  ∈ [ 
10

 , 
10

＋1
 ) =  また同じように  を十等分し  x1 x0

x1 x1
I1 I1

 ∈ [ 
10

＋
10

 , 
10

＋
10

＋1
 ) =  となる整数  が存在するので、  =  とし　 

　

x0

x1

2

l x1

2

l
I2 l l x2

10
＋

10
 ≦  < 

10
＋

10

＋1x1

2

x2
x0

x1

2

x2

よって、　　[  ]＋
10

＋
10

 ≦ ＋[  ]  < [  ]＋
10

＋
10

＋
10

1
 x

x1

2

x2
x0 x x

x1

2

x2

2

となり、以下同様に各  ∈  に対し、  が一意的に定まる。そこで、次のようにn N xn

(3.29)   = [ ]＋
10

＋
10

＋…＋
10

  ( 0 ≦  ≦ 9 ,  ∈  ) an x
x1

2

x2

n

xn
xi xi N

有理数列  を定義し、 ＋[  ] =  なので、  = ＋
10

1
  ,   = [  ,  ) an x0 x x bn an n

Jn an bn

 = [  ,  ] とすれば
__
Jn an bn

 ∈  ⊂  ( ∀ ∈  ) となる。x Jn

__
Jn n N

（P.3１　(3.32) の収束について）

(3.32)   = ＋
10

  (  : 任意の自然数 , (  )  : 0 から 9 までの整数x x0 å
n=1

∞

n

xn
x0 xn n∈N－(0)

                                     
 を値にとる任意の数列 )

0 ≦ 
10

 = 
10

＋
10

＋
10

＋… < 1＋
10

1
＋

10

1
＋… = 

10

1
 = 

1－
10

1

1
 å

n=1

∞

n

xn x1

2

x2

3

x3

2
å
n=0

∞

n

（P.37　シュワルツの不等式）（線型代数学　川久保勝夫 著　日本評論社　参照）

シュワルツの不等式で等号が成り立つのは  ,  の一方が他方の実数倍になってx y
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いるときに 。この ” 限る ” についてだが限る

 ≠ 0 のとき、  = 
|  |

(  |  )
 とおくとx t

x 2

x y

| －  |  = |  | －2 (  |  )＋ |  |  = |  | －
|  |

2(  |  )
＋

|  |

(  |  )
y tx 2 y 2 t x y t2 x 2 y 2

x 2

x y 2

x 2

x y 2

= |  | －
|  |

(  |  )
y 2

x 2

x y 2

0 ≦ | －  |  = |  | －
|  |

(  |  )
 なので (  |  )  ≦ |  |  |  |  を得る。y tx 2 y 2

x 2

x y 2

x y 2 x 2 y 2

(  |  )  = |  |  |  |  のときは | －  | = 0 なので   =   のときに限ることになx y 2 x 2 y 2 y tx y tx

る。逆に  =  のとき等号になることは明らかである。y tx

（P.４１　R 6,R７）

{ (  ,  )(  ,  ) }(  ,  )a b c d e f

= ( －  , ＋  )(  ,  ) ac bd ad bc e f

= ( ( －  )－ ( ＋  ) , ( －  )＋ ( ＋  ) ) e ac bd f ad bc f ac bd e ad bc

= ( － － －  , － ＋ ＋  )ace bde adf bcf acf bdf ade bce

(  ,  ){ (  ,  )(  ,  ) }a b c d e f

= (  ,  )( －  , ＋  )a b ce df cf de

= ( ( －  )－ ( ＋  ) , ( ＋  )＋ ( －  ) )  a ce df b cf de a cf de b ce df

= ( － － －  , ＋ ＋ －  )ace adf bcf bde abf ade bce bdf

よって、{ (  ,  )(  ,  ) }(  ,  ) = (  ,  ){ (  ,  )(  ,  ) }　←　 ６ ( )a b c d e f a b c d e f R OK

７ についてはR

(  ,  ){ (  ,  )＋(  ,  ) }a b c d e f

= (  ,  )( ＋  , ＋  )a b c e d f

= ( ( ＋  )－ ( ＋  ) , ( ＋  )＋ ( ＋  ) )a c e b d f a d f b c e

= ( ＋ － －  , ＋ ＋ ＋  )ac ae bd bf ad af bc be

(  ,  )(  ,  )＋(  ,  )(  ,  )a b c d a b e f

= ( －  , ＋  )＋( －  , ＋  )ac bd ad bc ae bf af be

= ( － ＋ －  , ＋ ＋ ＋  )ac bd ae bf ad bc af be

よって、(  ,  ){ (  ,  )＋(  ,  ) } = (  ,  )(  ,  )＋(  ,  )(  ,  ) … ①a b c d e f a b c d a b e f

17



{ (  ,  )＋(  ,  ) }(  ,  )c d e f a b

= ( ＋  , ＋  )(  ,  ) = (  ,  )( ＋  , ＋  )c e d f a b a b c e d f

= ( ＋ － －  , ＋ ＋ ＋  )ac ae bd bf ad af bc be

(  ,  )(  ,  )＋(  ,  )(  ,  ) = (  ,  )(  ,  )＋(  ,  )(  ,  )c d a b e f a b a b c d a b e f

= ( － ＋ －  , ＋ ＋ ＋  )ac bd ae bf ad bc af be

よって、{ (  ,  )＋(  ,  ) }(  ,  ) = (  ,  )(  ,  )＋(  ,  )(  ,  ) … ②c d e f a b c d a b e f a b

①、② より、 ７ ( )R OK

（P.４４　例２）

1－

1
 = 1＋ ＋…＋ ＋

1－z
z zn

z

zn＋1

高校の教科書にものっているが、説明することにする。

   = 1＋ ＋ ＋…＋  とすれば、　sn z z2 zn

 =      ＋ ＋…＋ ＋zsn z z2 zn zn＋1

(1－ ) = 1－      sn z zn＋1

 = 
1－

1－
sn z

zn＋1

次に移項して反転すると

１－

１
 = ＋

1－z
sn z

zn＋1

1－

1
 = ＋

1－
 = 1＋ ＋…＋ ＋

1－z
sn z

zn＋1

z zn
z

zn＋1

を得る。

（P.46　命題５．３　２））

連続する有限個の項の和を項とする級数とは、

( ＋ ＋ … ＋  )＋( ＋ … ＋  )＋( … )＋…a0 a1 an0
an0＋1 an1

            ↑                              ↑
                                           b0 b1

 =  ,   ＋  =   …　　{ } の部分列となる。                                       

　後に、条件収束が出てくるが、ここでは、項の順序をかえていないことに注

意したい。            　　　　　　　　　　　　　　　　　                                                 

b0 sn0
b0 b1 sn1

sn 　

注意

18



（P.４６　定理５．５　３））

 ≦  → 両辺に  をかけると  ≦  ≦ … ≦ 
an

an＋1

cn

cn＋1

cn＋1

an
cn＋1

an＋1

cn

an
c0

a0

（P.４８　定理５．８）

 = c0 a0b0

 =  = ＋c1 å
k=0

1

akb1－k a0b1 a1b0

 =  = ＋ ＋c2 å
k=0

2

akb2－k a0b2 a1b1 a2b0

    ⋮

 =  = ＋ ＋…＋cn å
k=0

n
akbn－k a0bn a1bn－1 anb0

|  | = | ＋ ＋…＋  | ≦  |  ||  |å
n=0

m
cn å

n=0

m
a0bn a1bn－1 anb0 å

n=0

m

å
p＋q=n

 

ap bq

≦ ( |  | )( |  | )å
n=0

m
ap å

n=0

m
bq

したがって、  は絶対収束する。その和を  とすればå
　

　

cn c

 =  = ＋ ＋…＋  = ＋( ＋  )＋…＋( ＋…＋  )sm å
n=0

m
cn c0 c1 cm a0b0 a0b1 a1b0 a0bm amb0

lim  = 
m→∞

sm c

 =  は  の部分列になる。よって、 lim  =  となる。å
n=0

2m
cn s2m sm m→∞

å
n=0

2m
cn c

次に、   が絶対収束すれば、α  = |  | とおいたとき、 lim  α  = 0 となるå
n=0

∞

an n å
p = n

∞

ap n→∞ n

ことを示す。

まず、 |  | が収束することを示す。部分和を次のようにする。å
p = n

∞

ap

任意の  に対し、0 ≦ α  = |  | ≦ |  |n n å
p = n

∞

ap å
p = 0

∞

ap

|  | は絶対収束するのでα  は上にも下にも有界である。å
p = 0

∞

ap n

また、α  は単調減少なので定理３．１ ２）より、ある値に収束する。n

次に、  =  |  | としたとき |  | = ＋α  である。sn å
p = 0

n
ap å

p = 0

∞

ap sn－1 n

ここで、 lim   = |  | なので  → ∞ すると、上の等式から
n→∞

sn－1 å
p = 0

∞

ap n
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↑α  = |  |－  →  0 となる。n å
p = 0

∞

ap sn－1 (0,8) (1,8) (2,8) (3,8) (4,8) (5,8) (6,8) (7,8) (8,8)

(0,7) (1,7) (2,7) (3,7) (4,7) (5,7) (6,7) (7,7) (8,7)

(1,6) (2,6) (3,6) (4,6) (5,6) (6,6) (7,6) (8,6)

(2,5) (3,5) (4,5) (5,5) (6,5) (7,5) (8,5)

(3,4) (4,4) (5,4) (6,4) (7,4) (8,4)

(0,3) (1,3) (2,3) (3,3) (4,3) (5,3) (6,3) (7,3) (8,3)

(0,2) (1,2) (2,2) (3,2) (5,2) (6,2) (7,2) (8,2)

(0,1) (1,1) (2,1) (3,1) (6,1) (7,1) (8,1)

(0,0) (1,0) (2,0) (3,0) (7,0) (8,0)

(0,6)

(0,5) (1,5)

(0,4) (1,4) (2,4)

(4,2)

(4,1) (5,1)

(4,0) (5,0) (6,0)

q
同様に、 lim β  = 0 となる。

n→∞ n

2m

m

(  = 3 のとき ) 右図参照m

| －  | å
n=0

6

cn å
p=0

3

apå
q=0

3

bq
 →p2mm

≦ ( |  ||  |＋|  ||  |＋|  ||  |＋|  ||  |＋|  ||  |＋|  ||  | )＋( |  ||a0 b4 a1 b4 a2 b4 a0 b5 a1 b5 a0 b6 a4

 |＋|  ||  |＋|  ||  |＋|  ||  |＋|  ||  |＋|  ||  | )b0 a4 b1 a4 b2 a5 b0 a5 b1 a6 b0

=  |  ||  |＋  |  ||  |å
q=4

6

å
p=0

6－q
ap bq å

p=4

6

å
q=0

6－p
ap bq

≦ ( |  |＋|  |＋|  |＋|  | )( |  |＋|  | ＋… )＋( |  |＋|  |＋… )( |  |＋| 

 | ＋|  |＋|  | ) 

a0 a1 a2 a3 b4 b5 a4 a5 b0

b1 b2 b3

= ( |  | )( |  | )＋( |  | )( |  | )å
p=0

3

ap å
q=4

∞

bq å
p=4

∞

ap å
q=0

3

bq

（P．59　例８）

 =  ,  = ＋  ,  = ＋ ＋  c0 z0z0 c1 z0z1 z1z0 c2 z0z2 z1z1 z2z0

 = ＋…＋  = ( ＋1 )cn z0zn znz0 n zn

（P．52　例２）

|  |－|  | < | －  | < δ x a x a

（P．53　例４）

＋ θ

2 θ
 = 

( 1＋
θ

θ
)

2
θ

θ

 = 
θ

2 θ θ
 = 2 θ θ=  2θ

x2 x2tan2

x2tan

x2

cos2

sin2

x2

cos

sin

cos

sin cos2

sin cos sin

定義３で  =  ,  = { (  ,  ) ∈  ;  =  θ} とし、  内で 0 に近づくときA R2 B x y R2 y x tan B
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の ( ) の極限を求めている。f x

（P.5３　（６．３）） A
Blim  ( ) =  が存在することの

x→a
f x b

意味は、右図の様に ∈  をa
___
B

みたす任意の ⊂  に対してB A a x←

lim  ( ) =  となることであり、 ⊂  が
x→a x∈B

f x b B A

任意の  であることに注意したい。B

（P.54　例５）

 = [  ,  ] で  は単調増加とする。任意の  ∈  に対し、 ( －0) が存在する。I a b f c I f c

 = [  ,  ) とし、  に収束する  の任意の数列 {  } を選ぶ。{  } の部分列のB a c c B xn xn

なかで単調増加するものを選び出し、それを {  } とすれば、 ( ) は単調増xn(k) f xn(k)

加するので、有界ならば極限値が存在

する。つまり、命題３．５ , ２）から ( )f xn

も同じ極限値に収束することになる。

としたいところだが ( ) がコーシー列f xn

であることを示せないので上手くいかな

い。やはり、任意の数列と任意の単調
                     　      a c b

増加数列とでは違う。

よって、数学解析　溝畑　茂 著 Ｐ．８ 定理１．２を引用することにする。

γ=  ( )sup
x < c

f x

とする。 ( ) は上界のはずなので、γは存在するはずである。f b

γ = ( －0) を示す。f c

上限の定義より、任意の ε > 0 に対して、ある  <  が存在してx0 c

γ－ε < ( )f x0

また上限の定義より ( ) ≦ γ (  <  ) だから、 ( ) の単調性を考慮すればf x x c f x

 <  <  のとき、x0 x c

γ－ε < ( ) ≦ ( )   →   0 ≦ γ－ ( ) < εf x0 f x f x
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が成り立つ。 －  = δ とすれば、0 < －  < δ のとき | γ－ ( ) | < εなのでx0 c c x f x

lim  ( ) = γ  
x→c－0

f x

つまり、 ( －0) = γ となる。 ( ＋0) についても同様に証明できる。f c f c

) ⇔ )（P.5５　命題６．５ b d ）

) 任意の ε> 0 に対し δ> 0 が存在して | －  | < δ となるすべての  ∈  に

対し | ( )－ ( ) | < ε となる。 

b x a x D

f x f a

) lim  ( ) が存在して ( ) に等しい。d
x→a

f x f a
x≠a

) を ) のように書いてみれば、d b

)' 任意の ε> 0 に対し δ> 0 が存在して 0 < | －  | < δ となるすべての  ∈d x a x

 に対し | ( )－ ( ) | < ε となる。D f x f a

したがって、0 < | －  | < δ ならば  | －  | < δ なので ) ⇒ ) が成り立つ。x a x a b d

逆に  は  =  で定義されているので、| －  | = 0 のとき | ( )－ ( ) | = 0f x a x a f x f a

よって ) ⇒ ) が成り立つ。d b

（P.56　例６）

| －  | = 
| ＋  |

| －  |
 = 

 ＋  

－
      （　 ＋  > 0 　なので　）     x a

x a

x a

x a

x a
x a

（P.56　xn は連続関数である）

定理６．３、３）を使えば、簡単だが、あえて定理に頼らず証明してみる。

まず、|  |－|  | ≦ | －  | = | ＋(－ ) | なので、x a x a x a

| －  | < δ なら　|  |－|  | < δx a x a

となる。よって

|  |－|  |＋2 |  | < 2|  |＋δ なので　|  |＋|  | < 2 |  |＋δ となる。x a a a x a a

さて、  =  が  で連続なことを示す。y xn a

任意の ε > 0 に対し、 δ =  { 1 , 
( 2|  |＋1 )

ε
 }  とする。Min

a n－1

| －  | < δ ならば　　|  |＋|  | < 2|  |＋δ　なので、　x a x a a

| －  | ≦ | －  | | ＋ ＋ ＋…＋  |xn an x a xn－1 a1xn－2 a2xn－3 an－1

≦ | －  | ( |  | ＋|  | |  | ＋|  | |  | ＋… ＋|  |  )x a x n－1 a 1 x n－2 a 2 x n－3 a n－1
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≦ | －  | ( |  |＋|  | )x a x a n－1

< δ( 2|  |＋δ)a n－1

≦ δ( 2|  |＋1 )  a n－1

≦ ε

よって、  で連続であることがわかった。a

（P.56　例９）

( ) = 
0 ,  = 無理数                         
1

,  =  ( 既約分数で、  > 0 )
f x

x

q
x

q

p
q

とするとき、  は有理数  で不連続、無理数  で連続である。f x x

実際、有理数  に対し、任意の ε> 0 に対し、どんなδ> 0 をとっても、| －  |
q

p
x

q

p

 
< δには無理数  が存在する。したがって、| ( )－ ( ) | = | 

１
 | となるからであx f x f

q

p

q
る。

次に無理数  で連続であることを示す。a

 を一つ定めたとき無理数  の近傍 (  , 1) に含まれる  の形の既約分数はq a U a
q

p

有限個しかない。従って任意の ε> 0 に対し、 ε> 1 となる自然数  ≧ 1 を一n n

つ定めたとき 0 <  ≦  となる既約分数 （ 例  = 3 ならば、  = 1 , 2 , 3 に対しq n n q

1

1
 , 

2

1
 , 

3

1
 , 

3

2
  ）  ∈ (  , 1) も有限個である。

q

p
U a

従ってその中で  に一番近いものと  の距離より小さく δ> 0 をとれば (  ,δ)a a U a

に含まれる既約分数  (  > 0 ) は、  >  となり、| ( )－ ( ) | = 
1

 < 
1

 < ε
q

p
q q n f a f

q

p

q n

である。また、任意の  ∈ (  ,δ) が無理数ならば | ( )－ ( ) | = 0 < εだからx U a f a f x

任意の  ∈ (  ,δ) に対し | ( )－ ( ) | < ε となり、  で連続となる。x U a f a f x a

つまり、無限個の不連続点があり、無限個の連続点がある関数となる。

（P.57　定理６．６  ２）の証明の補足）

任意の ε > 0 に対し、ある δ > 0 が存在し

| ( )－  | < 
2

ε
   ,   | ( )－  | < 

2( |  |＋1 )

ε
 g x c

M
f x b

c

とすることができるので
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 | ( )－  |＋|  | | ( )－  | M g x c c f x b

≦ 
2

ε
＋

2( |  |＋1 )

|  |ε
 = 

2( |  |＋1 )

( |  |＋1＋|  | )ε
 = 

2 |  |＋2 

( 2 |  |＋1 )ε
 < 1 · ε < ε

c

c

c

c c

c

c

 ≠ 0 ならば、  における  のある近傍 ∩ (  , δ) =  でc A a A U a W

|  |－| ( ) | ≦ | － ( ) | < 
2

|  |
  →  －| ( ) | < －

2

|  |
  → | ( ) | > 

2

|  |
 c g x c g x

c
g x

c
g x

c

（P.60　補完数直線について）

 =  ∪ { ±∞ } は、あくまで実数値関数についての極限値として無限大を考え
___
R R

ているので、これを拡張して、  を考える必要はない。その訳は、P.362において
___
R
n

 の順序を定めているが、  においては、そもそも順序が定められないからであ
___
R Rn

る。したがって、定理６．１０においても、  または、  の部分集合として論理を展
___
R Rn

開している。

（P.６１　命題６．９の４）の証明）

任意の  > 0 に対し、ある δ > 0 が存在し、  ∈ (  , δ )∩  　ならば　M x U a D

| ( ) | = ( ) < 
1

  とすることができる。よって、
( )

1
 >  となる。f x f x

M f x
M

（P.６２　命題６．１１）の証明）

各  ∈  に対し、  ( ) は収束するので、そのときの値を ( ) とすれば ( ) x D å
n=0

∞

fn x f x f x

が定まる。

次に、  の任意の点  で ( ) が連続であることを示す。D a f x

まず、任意の ε> 0 に対して、仮定ⅲ）から、ある  ∈  が存在してp N

(6.8)    < 
3

ε
å
n > p

∞

Mn

が成り立つ。 

なぜなら、   が存在するので、それを  、  =  とすれば、  は  にå
n=0

∞

Mn M bk å
n =0

k
Mn bk M

収束から、任意の 
3

ε
 > 0 に対し、ある  ∈  が存在して  >  に対しp0 N k p0

| －  | < 
3

ε
M bk

 =   =  ＋   = ＋  M å
n=0

∞

Mn å
n=0

k
Mn å

n > k

∞

Mn bk å
n > k

∞

Mn

したがって
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| －  | = |   | < 
3

ε
 となる。  を改めて  とすればよい。M bk å

n > k

∞

Mn k p

( ) =  ( ) と置けば、(6.8) と仮定ⅱ）により、任意の  ∈  に対しsp x å
n ≦ p

 

fn x x D

(6.9)  | ( )－ ( ) | = |  ( ) | ≦  | ( ) | ≦   < 
3

ε
f x sp x å

n >p

∞

fn x å
n >p

∞

fn x å
n > p

∞

Mn

が成り立つ。このとき、  ∈  なのでa D

(6.9)'  | ( )－ ( ) | < 
3

ε
f a sp a

(6.9) , (6.9)' , (6.10) から | ( )－ ( ) | < ε となる。f x f a

（P.６４　例３）

 = { (  , 
1

 ) | 0 <  ≦ 1 }A x sin
x

x

 = { ( 0 ,  ) | －1 ≦  ≦ 1 }B y y

 = ∪  は点列コンパクトであK A B

る。

 の任意の点列 (  )  をとる。k zn n∈N

もしこの点列の項の内  に属してB

いるもにが無限にあれば、それを

(  )  とするとき、zn(k) k∈N

 = ( 0 ,  ) の形であり、ボルツァーノ・ワイヤストラス定理により、(  )zn(k) yn(k) yn(k) k∈N

は収束する部分列 (  )  をもつ。このとき、(  )  は収束し、極限はyn(k(l)) l∈N zn(k(l)) l∈N

 に含まれる。（定理２．６）B

(  )  が有限個しか  の元を含まない場合を考える。有限個の項を取り去ってzn n∈N B

も収束には関係しないのではじめから (  )  は  の点列としてよい。このときzn n∈N A

 = (  , 
1

 ) , 0 <  ≦ 1 zn xn sin
xn

xn

と表せる。(  )  は有界実数列だから、再びボルツァーノ・ワイヤストラス定理にxn n∈N

により、収束する部分列 (  )  を含む。いまこの部分列の極限を  とおくときxn(k) k∈N x

0 ≦  ≦ 1 である。ここで、イ）  > 0 、ロ）  = 0 の二つの場合について考える。x x x

イ） の場合には、(  )  は収束し、その極限は (  , 
1

 ) ∈  ⊂  であxn(k) k∈N x sin
x

A K

る。
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ロ） の場合には、  = 
1

 とおくとき、(  )  は有界実数列だから、やはりyk sin
xn(k)

yk k∈N

収束部分列 (  )  を持ち、その極限  は [ －1 , 1 ] に含まれる。したがってyk(l) l∈N y

(  )  の部分列 (  )  は収束し、その極限 ( 0 ,  ) ∈  ⊂  となる。zn n∈N zn(k(l)) l∈N y B K

これで、  が点列コンパクトであることが示された。K

（確認）   = 
π

1
 だったとすれば、 xn n

 → 0 (  → ∞ ) そのとき、  = 
1

 =  π = 0  よって極限  ∈ [ －1 ,xn n yn sin
xn

sin n y

1 ] となる。

（P.６５　条件２）の置き換え）

1)  の任意の点列 (  )  は収束する部分列 (  )  を含む。K xn n∈N xn(k) k∈N

2) この収束部分列 (  )  の極限  は  に含まれる。xn(k) k∈N x K

2)' 任意の収束する  の点列 (  )  の極限  は、  に含まれる。K yn n∈N y K

2)''  ⊂ 
___
K K

2)'''  = 
___
K K

1) , 2) ⇒ 2)' について

1) , 2) を仮定すれば、Ｐ．２３ (3.18) より、任意の収束する  の点列 (  )  のK yn n∈N

部分列はもとの点列 (  )  の極限値  に収束するので、2) より  は  に含まyn n∈N y y K

れる。

2)' ⇒ 2)'' について

⇒ Ｐ．５０ 命題６．１,1) から、任意の  ∈  に対し、  に収束する  の点列が存y
___
K y K

在するので、2)' を仮定すれば  ∈  よって、  ⊂  となる。y K
___
K K

2)'' ⇒ 2)''' Ｐ．５０ 命題６．１,2) から明らかである。

2)''' ⇒ 2)'' は  =  ならば  ⊂  である。
___
K K

___
K K

2)'' ⇒ 2)'  ⊂  ならば、  ∈  ならば  ∈  なので、Ｐ．５０ 命題６．１,1) か
___
K K y

___
K y K

ら  に収束する  の点列 (  )  が存在する。その極限  は、  に含まれる。y K yn n∈N y K

（P.6９　７行目　上限の意味）

( ) は有界閉集合、  =  ( ) とする。このとき、上限の意味から、  に収束すf K b sup f K b
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る ( ) の点列 ( ( ) )  が存在する。f K f xn n∈N

なぜなら、上限の性質から、任意の ε> 0 に対し、 －ε<  となる  ∈ ( ) が存b a a f K

在するので、ε= 
1

 に対するそのような  のうち  = ( ) ,  ∈  となる  を
n

a a f xn xn K xn

一つを選び ( ) （選出公理）とすればf xn

－
1

 < ( ) ≦  < ＋
1

  →  | － ( ) | < 
1

　となり、存在することがわかる。b
n

f xn b b
n

b f xn n

（P.6９　例１０）

( ) =  | －  |  について、十分大きな  > 0 に対する ( ) 上の  の最小値f x å
k=1

m
x ak

2 r B r f

を考える。  個の定点  ,  , … ,  はそれぞれ、  = (  ,  , … ,  )m a1 a2 am ak ak,1 ak,2 ak,n

t

( ) =  { ( － )  ＋ ( －  )  ＋ … ＋ ( －  )  } を他の  成分をf x å
k=1

m
x1 ak,1

2 x2 ak,2
2 xn ak,n

2 xj

固定して、  の第  座標  だけの関数と考えれば、最小点  で導関数が 0 となx i xi x

るので

 2( －  ) = 0     ( 1 ≦  ≦  )     →      ( －  ) = 0    ( 1 ≦  ≦  )å
k=1

m
xi ak,i i n å

k=1

m
xi ak,i i n

となる。つまり、　  =    なので　  =   となり、  = 
1

 　となる。 mxi å
k=1

m
ak,i mx å

k=1

m
ak x

m
å
k=1

m
ak

（P.70　例１１）

zi
|  |＋

2

1－|  |
 = 

2

1＋|  |
 zi

zi zi

O 1
≦ 

2

1＋
 < 

2

2
 = 1　( 1 ≦  ≦  )

r
i m

(P.７１　定理７．４の証明）
K

ここで、一般に Vyj
( ∪  )∩  = ( ∩  )∪( ∩  )B C A B A C A yj
であるが、ここでは ⊂ を証明

VyiKc
する。

Uyj∀  ∈ ( ∪  )∩x B C A yi
 ←x 固定

→  ∈ ( ∪  )  かつ   ∈ x B C x A
Uyi

→ (  ∈   または   ∈  )  かつ　  ∈ x B x C x A
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→ (  ∈   かつ   ∈  )  または  (  ∈   かつ   ∈  ) →  ∈ ( ∩  )∪ 

( ∩  )

x B x A x C x A x B A

C A

 = ∩  とした場合、  は  を含む開集合であり、 ⊂∪  なのでU
i=1

m

Uyi
U x K

i=1

m

Vyi

∩  ⊂ ( ∪ )∩  ⊂ ∪( ∩  ) ⊂ ∪( ∩  )  = ∅K U
i=1

m

Vyi
U

i=1

m

Vyi
U

i=1

m

Vyi
Uyi

∩  = ∅  つまり　 ⊂  となる。なぜならK U U K c

∀  ∈   → ∩  = ∅ 　なので　  ∉  →  ∈ z U K U z K z K c

I1                      I0
2  個の小区間の内の少なくとも一つとn

KI2 の共通部分は、有限個の  ではK Uλ I3
被覆されない。そのような小区間がある。

もしないならば、すべての小区間と  のK

共通部分が有限個の  で被覆されるUλ

ことになってしまい、  = ∩  自身も有K K I0

限個の  で被覆できることになる。しかUλ

( ,ε)U cし、あったとしても 2  個以下、つまり有限n Uλ

Im
個であることを忘れてはいけない。

c dm については（７．７）の Im⊂U(c,ε) ε

 ∈  なので、  < ε ならば右図のc Im dm

ようにすることができる。

（P.74　中間値の定理）

( ) =  　ならば　  =  ∈    とf a r c a I
a3a3

   a2すればよい。なので、  ( ) <  f a r                           a0 a1 a2 b2

同様にして、  < ( ) としてかま r f b ,b0 b1

わないので、 ( ) <  < ( )  とf a r f b

考えることにする。

したがって、 ( ) = ( )－  < 0 となり ( ) = ( )－  > 0 となる。  g a f a r g b f b r

帰納的に定義される  = [  ,  ] に対し図中の ↔ の中に  が閉じ込められてIn an bn c

いくわけである。
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また、  の作り方であるが、 ( ) > 0 のとき  を右端にするのは  と置き換えるIn f cn cn bn

ためで、 ( ) ≦ 0 のとき  を左端にするのは  と置き換えるためである。f cn cn an

証明の後半は、まず、 ∩   = {  } で存在がわかり、  の連続性から
n∈N

In c f

lim  ( ) = lim  ( ) = ( ) となり、 ( ) ≦ 0 ≦ ( )  なので、 ( ) = 0  を得ること
n→∞

f an n→∞
f bn f c f c f c f c

ができる流れである。

（P.７５　定理８．１系３）

α<γ<β の不等号≦ではないことに注意。また、  が連続であることから、γ－αf

= εとすれば、  を十分に  に近づければ　| ( )－α | < εx a f x

α－ε< ( ) < α＋εf x

α－(γ－α) < ( ) < α＋γ－α  →  2α－γ< ( ) < f x f x r

よって、 ( ) < γ とすることができる。f x

同様に、β－γ= ε とすれば、  を十分に  に近づければ　| ( )－β | < εy b f y

β－ε< ( ) < β＋εf y

β－(β－γ) < ( ) < β＋β－γ  →  γ< ( ) < 2β－f y f y r

（P.７７　定理８．２）

 ∈  ⊂  ならば、  は開集合なので、ある ε> 0 が存在して、 (  , ε) ⊂ x A U U U x U

とすることができる。ここで、任意の  ∈ (  , ε) は (  , ε) 内で  で結ぶこy U x U x
____
xy

とができるので  ∈  となり、 (  , ε) ⊂  、つまり  は開集合となる。y A U x A A

 ∈  ⊂  ならば、  は開集合なので、ある ε> 0 が存在して、 (  , ε) ⊂ x B U U U x U

とすることができる。任意の  ∈ (  , ε) は (  , ε) 内で  で結ぶことができy U x U x
____
xy

るので  ∈  となり、 (  , ε) ⊂  、つまり  は開集合となる。y B U x B B

 = ∅ については、もし ≠∅ ならば  =    なので空でない開集合の直和とB B U A ∔ B

なってしまう。したがって  = ∅ しかない。B

（８．３）について　 ( [ α , α＋δ ) ) ⊂  　,　γ は  の上限なので　α＋
2

δ
≦f A K

γ よって　α<γ　となる。 ( ( β－δ , β ] ) ⊂    ,  ここで、 γ>β－δ ならばf B

命題１．３ から   >β－δ ,  ∈  が存在し、 ( ) ∈  となり ∩  = ∅ に反すx x K f x A A B

る。よって γ≦β－δ である。　ゆえに γ<β となる。

（ⅰ）、（ⅱ）について
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(γ) ∈  ならば、  は開集合なので、ある ε> 0 があって、 ( (γ) , ε) ⊂ f A A U f A

とすることができる。また、  は γ で連続なので、その ε に対して ε  > 0 をとれf 1

ば ( (γ, ε )) ⊂ ( (γ) , ε) ⊂ f U 1 U f A

（ⅱ） も同じ論法である。
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